
VIII. АЛГЕБРА ГРАНИЧНЫХ НАБЛЮДАЕМЫХ

В этой главе строится алгебра наблюдаемых на границе, которая вводится в
параграфе 1. Для того, чтобы построить топологические инварианты, отвечаю-
щие этой алгебре, также как для алгебр наблюдаемых в области, используются
методы K-теории. Однако в случае алгебр наблюдаемых на границе приходит-
ся использовать другой вариант этой теории, предложенный Каспаровым [11].
Указанный вариант K-теории вводится в параграфе 2. В терминах этого вари-
анта K-теории в параграфе 3 строятся, следуя [1], граничные классы.

1. Граничные наблюдаемые

Построенная в предыдущем параграфе вещественная K-теория, позволяю-
щая определить топологические инварианты твердого тела, к сожалению не
работает на границе. Причина в том, что энергетическая щель, наличие кото-
рой требуется в теле диэлектрика, может закрываться (и даже обязана закры-
ваться в топологически нетривиальном случае) при выходе на границу. Тем
самым, на границе возникает бесщелевая система, для которой конструкция,
приведенная для тела диэлектрика, не применима. Поэтому для построения
граничных топологических классов приходится использовать другой вариант
K-теории, предложенный Каспаровым [11].

Начнем с определения алгебры наблюдаемых на границе. Для этого введем
в рассмотренную ранее систему с сильной связью границу с помощью полуре-
шетки Λ̂. А именно, рассмотрим систему на полурешетке

Λ̂ = Λ0 × N,

где Λ0 = Zd−1, в которой трансляционная инвариантность нарушается вдоль
d-й координаты.

Нашей целью является построение точной последовательности морфизмов
C∗-алгебр, связывающей твердое тело с его границей, следующего вида

(1) 0 −→ AWo ⊗K(`2(N))
i−→ ÂW

ρ−→ AW −→ 0,

где алгебра AW0 определяется также, как AW = Loc(Λ,W ) с заменой Λ на Λ0, а
ÂW есть так называемая полупространственная алгебра, которая определяется
следующим образом.

Введем гильбертовы пространства над Λ̂, полагая

V̂ = `2(Λ̂)⊗ V, Ŵ = `2(Λ̂)⊗W = V̂ ⊕ V̂∗
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и обозначим через q : `2(Λ)→ `2(Λ̂) ⊆ `2(Λ) ортогональный проектор. При этом
мы отождествляем `2(Λ̂) с множеством последовательностей из `2(Λ), зануляю-
щихся вне Λ̂.

Обозначим через ÂU = Loc(Λ̂, U) C∗-алгебру локальных операторов на Λ̂ со
значениями в конечномерном гильбертовом пространстве U . Алгебра ÂU явля-
ется вещественной, если U обладает вещественной или кватернионной структу-
рой.

2. Фредгольмова K-теория

Напомним вначале определение алгебры мультипликаторов M(A) для C∗-
алгебры A. Это унитальная C∗-алгебра, являющаяся наибольшей унитальной
C∗-алгеброй, содержащей A в качестве нетривиального идеала. Например, ес-
ли A есть C∗-алгебра компактных операторов в гильбертовом пространстве H,
то M(A) есть C∗-алгебра L(H) всех ограниченных линейных операторов в H.
Для унитальной C∗-алгебры A всегдаM(A) = A. Более формально,M(A) мож-
но определить как C∗-алгебру, обладающую следующим универсальным свой-
ством: для любой унитальной C∗-алгебры B, содержащей A в качестве идеала,
существует единственный ∗-морфизм ϕ : B → M(A) такой, что ϕ = idA на A и
ϕ = {0} на дополнении к A.

Определение 1. Пусть A есть вещественная C∗-алгебра. Обозначим через KR
вещественную C∗-алгебру компактных операторов в вещественном гильберто-
вом пространстве и через M s(A) = M(A) ⊗ KR алгебру стабильных мульти-
пликаторов. Рассмотрим пару (F, ψ), состоящую из вещественного ∗-морфизма
ψ : Clp,q−1 → M s(A) и вещественного оператора F ∈ M s(A), таких что все
выражения вида

ψ(ka)F + Fψ(ka), ψ(jα)F + Fψ(jα), F ∗ + F, 1 + F 2

принадлежат A ⊗ KR. Такая пара называется KRp,q-циклом. Указанный цикл
называется вырожденным, если все эти выражения равны нулю.

Обозначим через Ep,q(A) множество всех KRp,q-циклов и через Dp,q(A) под-
множество вырожденных KRp,q-циклов. Будем говорить, что два KRp,q-цикла
(F0, ψ0) и (F1, ψ1) гомотопически эквивалентны, если существует KRp,q-цикл
(F, ψ) = (Ft, ψt) ∈ Ep,q(C([0, 1], A)) такой, что

(F, ψ)|t=o = (F0, ψ0), (F, ψ)|t=1 = (F1, ψ1).

Эти циклы называются унитарно эквивалентными, если существует четный
вещественный унитарный оператор u ∈M s(A) такой, что

ψ0 = u∗ψ1u, F0 = u∗F1u.
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Множество классов Ep,q(A) относительно отношений гомотопической и унитар-
ной эквивалентности обозначим через Ep,q(A). Это множество является абеле-
вым моноидом относительно операции прямой суммы. (Эта операция коррект-
но определена, поскольку M s(A) ⊕ M s(A) ∼= MS(A) по теореме Каспарова о
стабилизации.) Обозначим также через Dp,q(A) подполугруппу, порождаемую
образом Dp,q(A) в Ep,q(A).

Определение 2. KRp,q-группа есть по определению абелев моноид

KRp,q(A) = Ep,q(A)/Dp.q(A)

и является на самом деле абелевой группой. Если опустить условие веществен-
ности, получим определение группы Kp,q(A).

Связь KRp,q-групп с вещественной KR-теорией устанавливается следующей
теоремой.

Теорема 1 ([11]). Пусть A есть вещественная C∗-алгебра (соотв. C∗-алгебра).
Тогда

KRp,q(A) ∼= KRp−q(A)(соотв.Kp,q(A) ∼= Kp−q(A)).

Доказательство можно найти в статье [11].

3. Построение граничных классов

Определение 3. Назовем граничной W -совместимой комплексной структу-
рой вещественный косоэрмитов оператор Ĵ ∈ ÂW , т.е. оператор Ĵ , удовлетво-
ряющий соотношениям

Ĵ∗ = −Ĵ = Ĵ t,

так, что J = ρ(Ĵ) ∈ AW естьW -совместимая комплексная структура. Пользуясь
теоремой 1, можно показать, что Ĵ2 = −1 по модулю AWo ⊗KR(`2(N)).

Семейство (Ĵ , φ) = (Ĵ , Ka, Jα) называется граничной W -совместимой ком-
плексной структурой индекса симметрии (r, s), если Ĵ сеть граничная W -
совместимая комплексная структура, а набор (J, φ) = (J,Ka, Jα) является W -
совместимой комплексной структурой индекса симметрии (r, s), где J = ρ(Ĵ).
Множество граничныхW -совместимых комплексных структур с индексом сим-
метрии (r, s) будем обозначать через Jr,s(ÂW ). Тогда введенное семейство (Ĵ , φ) ∈
Jr,s(ÂW ), а (J, φ) ∈ Jr,s(AW ).

Более подробно, данное определение означает, что Ĵ ∈ ÂW есть вещественный
косоэрмитов оператор, а набор (Ka, Jα) задает вещественный ∗-морфизм φ :
Clr,s → EndW . При этом величины

ĴKa +KaĴ , ĴJα + JαĴ , Ĵ
2 + 1

принадлежат AWo ⊗KR(`2(N)).
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Аналогично определяются граничные V -совместимые комплексные струк-
туры с комплексным индексом симметрии (r, s) с заменой ÂW на ÂV .

С учетом Теоремы 1 справедливо

Предложение 1. Любая граничная W -совместимая комплексная структура
(соотв. граничная V -совместимая комплексная структура) с индексом сим-
метрии (r, s) (соотв. с комплексным индексом симметрии (r, s)) представля-
ет класс в KRs−r+1(A

W
0 ) (соотв. в Ks−r+1(A

V
0 ).

Определение 4. Фиксируем (Jref, φ) ∈ Jr,s(AW ). Для любого элемента (J, φ) ∈
Jr,s(AW ) определим его граничный класс посредством

[(J, φ)]0 := [(Ĵ , φ)]− [(Ĵref, φ)] ∈ KRs−r+1(A
W
0 ),

где [(Ĵ , φ)] и [(Ĵref, φ)] – классы, представляющие граничные W -совместимые
комплексные структуры с индексом симметрии (r, s)

Аналогично определяются граничные классы, отвечающие элементам (J, φ) ∈
Jr,s(AV ).
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