
VII. НАБЛЮДАЕМЫЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА В ТЕРМИНАХ
K-ТЕОРИИ

В этой главе строится алгебры наблюдаемых твердого тела на основе вари-
анта K-теории градуированных C∗-алгебр, предложенного в [21, 22]. Основные
определения относящиеся к этому варианту приводятся в параграфе 1. Затем
в параграфе 2 вводятся, следуя [1], топологические инварианты твердого тела.

1. K-теория градуированных C∗-алгебр

Приведем основные определения, относящиеся к K-теории C∗-алгебр (см. [21,
22]).

Определение 1. Пусть A – градуированная унитальная вещественная C∗-
алгебра. Обозначим через F(A) множество нечетных вещественных эрмитовых
унитарных элементов в A. Пусть F (A) = π0(F(A)) есть множество связных
компонент в F(A), наделенное равномерной топологией, индуцированной нор-
мой.

Рассмотрим при n ≥ 1 на Matn(A) = Matn(C) ⊗ A покомпонентную градуи-
ровку и положим

Fn(A) = F(Matn(A)), Fn(A) = F (Matn(A)).

Определим прямую сумму элементов x ∈ Fm(A) и y ∈ Fn(A) как

x⊕ y =

(
x 0
0 y

)
∈ Fm+n(A)

и положим [x]⊕ [y] = [x⊕ y] в Fm+n(A).
Предположим, что F(A) 6= 0 и зафиксируем ненулевой элемент e ∈ F(A).

Множества Fn(A) образуют систему вложенных подпространств с включением,
задаваемым отображением

Fn(A) ↪→ Fn+1(A), [x] 7−→ [x]⊕ [e].

Обозначим через F∞(A) индуктивный предел последовательности {Fn(A)}. Мно-
жество F∞(A) является абелевым моноидом относительно операции прямой
суммы, наделенным нейтральным элементом [e]. Обозначим через DKR(A)
группу Гротендива этого моноида. Приведенное определение сохраняет смысл
для произвольных градуированных унитальных C∗-алгебр, если отбросить усло-
вие вещественности. Получающаяся в этом случае группа обозначается через
DK(A). Можно показать, что с точностью до канонического изоморфизма груп-
па DKR(A) не зависит от выбора нейтрального элемента e.
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Следующая теорема устанавливает связь между DK- и K-группами.

Теорема 1. Пусть A – унитальная градуированная вещественная C∗-алгебра
(соотв. унитальная градуированная C∗-алгебра). Тогда

DKR(A⊗̂Clr,s) ∼= KRs−r+1(A)

(соотв. DK(A⊗̂Clr,s) ∼= Ks−r+1(A)).

Тем самым, введенная DKR-теория сводится к обычной вещественной KR-
теории. Отсюда следует, в частности, что группа DKR(A⊗̂Clr,s) зависит только
от числа (s− r)mod 8, а группа DK(A⊗̂Clr,s) – только от (s− r)mod 2.

Доказательство теоремы 1 можно найти в статье [18].

2. Топологические инварианты твердого тела

Пусть B есть вещественная унитальная C∗-алгебра. Обозначим через φ :
Clr,s → B вещественный унитальный ∗-морфизм, задаваемый набором (Ka, Jα).

Определение 2. Рассмотрим семейство коммутирующих проекторов Qa, Pα ∈
B ⊗ Clr,s+1 вида {

2Qa − 1 = (−1)sKa ⊗ kaj1,
2Pα − 1 = Jα ⊗ j1jα+1,

где a = 1, . . . , r, α = 1, . . . , s. Обозначим через P r,s проектор, задаваемый про-
изведением

P r,s = Q1 · . . . ·Qr · P1 · . . . · Ps.
Пусть Jr,s(B) есть множество всех J ∈ B, удовлетворяющих соотношениям

J̄ = J = −J∗, J2 = −1, JKa +KaJ = JJα + JαJ = 0,

где a = 1, . . . , r, α = 1, . . . , s.

Это определение переносится на C∗-алгебры B, не являющиеся вещественны-
ми, нужно только отбросить условия вещественности на J,Ka, Jα.

Предложение 1. Отображение

J 7−→ (J ⊗ j1)P r,s

устанавливает биективное соответствие

Jr,s(B) −→ F(P r,s(B ⊗ Clr,s+1)P
r,s).

В отсутствие условий вещественности получаем биективное соответствие

Jr,s(B) −→ F(P r,s(B ⊗ Clr,s+1)P
r,s).

Доказательство предложения 1 можно найти в статье [1].
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Определение 3. Предположим, что Jr,s(B) 6= ∅ и фиксируем Jref ∈ Jr,s(B).
Обозначим через er,s = (Jref ⊗ j1)P r,s элемент, отвечающий Jref в силу Предло-
жения 1. Сопоставим произвольному элементу J ∈ Jr,s(B) класс

[(J, φ)] := [(J ⊗ j1)P r,s]− [er,s] ∈ DKR(P r,s(B ⊗ Clr,s+1)P
r,s),

где в качестве нейтрального элемента справа берется er,s. Пользуясь теоремой 1,
введенный класс можно рассматривать также как класс в DKR(B ⊗Clr,s+1) =
KRs−r+2(B).

В случае, когда B = AW = Loc(Λ,W ) (соотв. B = AV = Loc(Λ, V )), а Ka, Jα
– операторы на W (соотв. на V ), будем говорить, что

[(J, φ)] = [(J,Ka, Jα)]

есть топологический класс твердого тела, отвечающий J ∈ Jr,s(AW ) (соотв.
J ∈ Jr,s(AV )) индекса (r, s).

Задача 1. Покажите, что класс в DKR(B⊗Clr,s+1), отвечающий [(J, φ)], равен

[(J ⊗ j1)P r,s + (Jref ⊗ j1)(1− P r,s)]− [(Jref ⊗ j1)].
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