
VI. СИММЕТРИИ

Глава VI посвящена симметриям. Она начинается с напоминания основных
фактов из теории клиффордовых алгебр в параграфе 1. В параграфе 2 описы-
ваются классы симметрий, возникающих в теории твердого тела. В следующем
параграфе 3 вводится важное для дальнейшего понятие псевдосимметрий (см.
[12]).

1. Клиффордовы алгебры

Определение 1. Обозначим через Clr,s комплексную клиффордову алгебру с
r положительными и s отрицательными образующими. Это означает, что Clr,s
– это C∗-алгебра с унитарными образующими k1, . . . , kr, j1, . . . , js, удовлетворя-
ющими соотношениям

kakb + kbka = 2δab, jαjβ + jβjα = −2δαβ, kajα + jαka = 0,

где a, b = 1, . . . , r, α, β = 1, . . . , s.
Зададим на этой алгебре антилинейную инволюцию ·̄ , определяемую услови-

ем, что все образующие ka, jα инвариантны относительно нее. Получающаяся
вещественная C∗-алгебра (Clr,s, ·̄) обозначается через Clr,s.

Любой набор вещественных унитарных операторов K1, . . . , Kr, J1, . . . , Js, дей-
ствующих на пространстве W , таких что

KaKb +KbKa = 2δab, JαJβ + JβJα = −2δαβ, KaJα + JαKa = 0,

где a, b = 1, . . . , r, α, β = 1, . . . , s, задает единственное вещественное ∗-представление
Clr,s → EndW , определяемое соответствием ka 7→ Ka, jα 7→ Jα. Аналогич-
ным образом, набор унитарных операторов, действующих в пространстве V
и удовлетворяющих выписанным выше соотношениям, задает единственный ∗-
морфизм Clr,s → EndV .

Приведем основные соотношения для введенных клиффордовых алгебр. (По-
дробнее о теории клиффордовых алгебр см., например, [15]). Справедлив изо-
морфизм вещественных C∗-алгебр

Clp+r,q+s ∼= Clp,q⊗̂Clr,s.

Предложение 1. Имеет место изомлрфизм вещественных C∗-алгебр Cl1,1 →
Mat2(C), опредеяемый на образующих посредством

k1 7→ σx, j1 7→ −iσy.
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Если ввести на Mat2(C) градуировку, полагая

Mat2(C)0 =

{(
∗ 0
0 ∗

)}
,Mat2(C)1 =

{(
0 ∗
∗ 0

)}
,

то указанный изоморфизм будет четным. В частности, имеет место (1, 1)-
периодичность

Clr+1,s+1
∼= Clr,s⊗̂Mat2(C).

Предложение 2. Имеются следующие изоморфизмы вещественных C∗-алгебр

Cl0,r+2
∼= Cl0,2 ⊗ Clr,0, Clr+2,0

∼= Cl2,0 ⊗ Cl0,r,
порождаемые отображениями

jα 7→ ka ⊗ 1, если α = 1, 2, jα 7→ j1j2 ⊗ kα−2, если α = 3, . . . , r + 2

и
ka 7→ ka ⊗ 1, если a = 1, 2, ka 7→ k1k2 ⊗ ja−2, если a = 3, . . . , r + 2.

Пользуясь представлением Cl0,2 через матрицы Паули, можно показать, что
Cl0,2 ∼= HC как вещественные C∗-алгебры. Аналогично, Cl2,0 ∼= Mat2(C) как
вещественные C∗-алгебры, при этом указанный изоморфизм задается соответ-
ствием k1 7→ σz, k2 7→ σx. Отсюда вытекают следующие изоморфизмы веще-
ственных C∗-алгебр

Cl0,8 ∼= Cl0,2 ⊗ Cl0,2 ⊗ Cl2,0 ⊗ Cl2,0 ∼= HC ⊗HC ⊗Mat4(C),

и
HC ⊗HC ∼= Mat4(C)

как вещественные C∗-алгебры. В частности

Cl0,8 ∼= Mat16(C)

как вещественные C∗-алгебры.
Из приведенных изоморфизмов вытекает известная периодичность по моду-

лю 8 клиффордовых алгебр.
Если забыть о вещественной структуре, получим, что Mat2(C) ∼= HC, откуда

следует изоморфизм C∗-алгебр

Cl0,2 ∼= Cl2,0 ∼= Mat2(C).

Это утверждение известно как периодичность комплексных клиффордовых ал-
гебр по модулю 2. Суммируя сказанное, получаем, что имеется 8 вещественных
классов симметрии и 2 комплексных класса симметрии. Эта закономерность
известна под названием 10-ричного закона в теории клиффордовых алгебр.

В комплексном случае имеются также изоморфизмы

Cl0,s+4
∼= Cl0,2⊗Cls+2,0

∼= Cl0,2⊗Cl2,0⊗Cl0,s ∼= HC⊗Mat2(C)⊗Cl0,s ∼= Mat2(HC)⊗Cl0,s,
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отражающие симметрию между классами симметрий с индексом 0 ≤ s ≤ 3 и
индексом 4 ≤ s ≤ 7.

Пользуясь указанными периодическими соотношениями, можно найти клиф-
фордовы алгебры Cl0,s для всех s.

Предложение 3. Если s 6≡ 3 mod 4, то Cl0,s является простой вещественной
C∗-алгеброй. При этом любые два неприводимых конечномерных веществен-
ных ∗-представления этой алгебры одной и той же размерности унитарно
эквивалентны.

В случае, когда s ≡ 3mod 4 имеется центральный элемент ω = j1 · . . . · js с
ω2 = +1 и потому справедливо

Предложение 4. При s ≡ 3 mod 4 имеется в точности два (с точностью до
унитарной эквивалентности) неприводимых вещественных ∗-представления
φ алгебры Cl0,s, которые различаются знаком φ(ω) = 1 и φ(ω) = −1 соответ-
ственно.

Задача 1. Найти все алгебры Cl0,s с s = 0, 1, . . . , 7.

2. Классы симметрий твердого тела

Рассмотрим подробнее симметрии, которыми обладают твердые тела.
Начнем с симметрии обращения времени. Обращение времени задается анти-

унитарным оператором T , действующим на пространстве V , который удовле-
творяет условию T 2 = −1. Иными словами, T задает кватернионную структуру
на V в представлении

V = `2(Λ)⊗ V.
Этот оператор можно продолжить до вещественного антилинейного эндомор-
физма пространства W в представлении

W = `2(Λ)⊗W,
полагая T |V ∗ = hTh−1, где h – изоморфизм Рисса.

Другой класс симметрий, действующих на V , задается образующими S1, S2, S3

алгебры вращения спина. Эти образующие удовлетворяют соотношениям

S1S2 = −S2S1 = iS3, S
2
µ = 1, µ = 1, 2, 3.

Они антикоммутируют с T . а оператор вращения спина g получается экспонен-
цированием:

g = exp(i
∑

ωµSµ) ∈ SU(2) = Spin(3), ωµ ∈ R.

Образующими группы вращения спина SU(2) являются операторы jµ = iSµ,
так что

j1j2 = −j2j1 = −j3, j2µ = 1, µ = 1, 2, 3.
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Операторы jµ продолжаются на пространствоW при помощи равенства jµ|V ∗ =
hjµh

−1. Заметим, что jµ коммутируют с T .
Еще одна симметрия задается оператором заряда iQ (введенный в п. "Тео-

рия Блоха. Приближение сильной связи"). Оператор iQ является вещественным
(относительно γ) и порождает группу симметрии U(1), отвечающую за сохра-
нение заряда. Оператор iQ антикоммутирует с T и коммутирует со всеми jµ,
µ = 1, 2, 3.

Наконец, имеется еще PH(particle-hole)-симметрия C. Напомним, что ферми-
онное фоковское пространство строилось по гильбертову пространству V+⊕V∗

−,
где пространство V+ = `2(Λ)⊗ V+ порождается уровнями проводимости, а про-
странство V− = `2(Λ) ⊗ V− – уровнями валентности. Особый случай отвечает
ситуации, в которой пространства проводимости и валентности можно отожде-
ствить друг с другом с помощью биективного оператора

S : V+ ⊕ V− −→ V− ⊕ V+,
меняющего местами состояния проводимости и валентности, который анти-
коммутирует с гамильтонианом H. Этот оператор может быть как линейным,
так и антилинейным. Мы будем предполагать, что оператор S действует на
V = V+ ⊕ V−, так что

S ∈ U(V ), S2 = 1, [S, T ] = 0, [S, jµ] = 0, µ = 1, 2, 3.

Оператор S можно продолжить до вещественного линейного эндоморфизмаW ,
полагая, как и ранее, S|V ∗ = hSh−1. В частности, для этого продолжения вы-
полняется равенство [S,Q] = 0. Оператор PH-симметрии C определяется как
C = γS. Если гамильтониан H антикоммутирует с S, то C коммутирует с H,
т.е. является настоящей физической симметрией.

Будем говорить, что эрмитов и мнимый (относительно γ) гамильтониан H ∈
L(W ) принадлежит (вещественному) классу симметрии s, где s = 0, 1, . . . , 7,
если он коммутирует с симметриями, указанными в таблице 1.

Таблица 1. Вещественные классы симметрий

s Группа симметрии Образующие
0 трив. —
1 Z4 T
2 Z4 n U(1) T, iQ
3 Z4 n U(1)× Z2 T, iQ, C
4 SU(2) jµ
5 SU(2)× Z4 jµ, T
6 SU(2)× (Z4 n U(1)) jµ, T, iQ
7 SU(2)× Z4 n U(1)× Z2 jµ, T, iQ, C
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Гамильтониан H принадлежит комплексному классу симметрии s, где s =
0, 1, если он коммутирует с симметриями, указанными в таблице 2.

Таблица 2. Комплексные классы симметрий

s Группа симметрии Образующие
0 U(1) iQ
1 U(1)× Z2 iQ, C

3. Псевдосимметрии

При 0 ≤ s ≤ 3 введем семейство J1, . . . , Js антикоммутирующих веществен-
ных унитарных операторов на пространстве W , полагая

J1 ≡ JT = γT, J2 ≡ JQ = iγQT, J3 ≡ JC = iγQC.

При 4 ≤ s ≤ 7 расширим пространство W до W ⊗C2, наделяя C2 канонической
вещественной структурой, индуцируемой вложением R2 ⊂ C2 и положим{

Jµ = jµ ⊗ σz, µ = 1, 2, 3,

J4 = 1⊗ iσy, J5 = JT ⊗ σx, J6 = JQ ⊗ σx, J7 = JC ⊗ σx.
В частности, это дает новое определение J1, J2, J3. Введенные операторы J1, . . . , Js
образуют семейство из s антикоммутирующих вещественных унитарных опера-
торов на W ⊗ C2.

Пусть J ∈ J (AW ) есть W -совместимая комплексная структура, задаваемая
вещественным унитарным оператором J ∈ AW = Loc(Λ,W ). При 0 ≤ s ≤ 3 га-
мильтониан H коммутирует с симметриями из таблицы 1 тогда и только тогда,
когда J антикоммутирует с J1, . . . Js. При 4 ≤ s ≤ 7 гамильтониан H коммути-
рует с этими симметриями тогда и только тогда, когда J⊗σx антикоммутирует
с J1, . . . Js.

Определение 2. W -совместимой комплексной структурой индекса симмет-
рии (r, s) или псевдосимметрией индекса симметрии (r, s) называется набор
(J ;K1, . . . , Kr; J1, . . . , Js) = (J,Ka, Jα), где J ∈ J (AW ) естьW -совместимая ком-
плексная структура, а (Ka, Jα) задают вещественное ∗-представление φ : Clr,s →
EndW такое, что

(1) JKa +KaJ = JJα + JαJ = 0, a = 1, . . . , r, α = 1, . . . , s.

Аналогично, V -совместимой комплексной структурой с комплексным индек-
сом симметрии (r, s) или комплексной псевдосимметрией индекса симметрии
(r, s) будем называть набор (J,Ka, Jα), где J ∈ J (AV ) есть V -совместимая ком-
плексная структура, а семейство (Ka, Jα) задает ∗-представление алгебры Clr,s,
удовлетворяющее соотношениям (1).
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Очевидно, что комплексная псевдосимметрия индекса (r, s) есть не что иное,
как псевдосимметрия индекса (r, s), удовлетворяющая дополнительному свой-
ству, что все операторы J,Ka, Jα коммутируют с оператором Q.
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