
V. АЛГЕБРА НАБЛЮДАЕМЫХ ТВЕРДОГО ТЕЛА

В этой главе строится алгебра наблюдаемых топологического диэлектрика.
Ключевую роль в этом построении играют понятия вещественных и градуиро-
ванных C∗-алгебр. Вещественные C∗-алгебры вводятся в параграфе 1, а граду-
ированные C∗-алгебры в параграфе 2. В параграфе 4 строится алгебра наблю-
даемых твердого тела. Предварительно в параграфе 3 определяются локальные
наблюдаемые. В качестве дополнения к теории C∗-алгебр в параграфе ?? вво-
дятся скрещенные произведения алгебр с действующими на них группами –
понятие, часто возникающее в приложениях C∗-алгебр к теории твердого тела.

1. Вещественные C∗-алгебры

Определение 1. Вещественной C∗-алгеброй называется пара (A, ·̄), состоящая
из (комплексной) C∗-алгебры A и антилинейной ∗-инволюции ·̄ , называемой
сопряжением, обладающим следующими свойствами:

xy = x̄ȳ, x∗ = (x̄)∗, λx+ y = λ̄x̄+ ȳ,

где x, y ∈ A, λ ∈ C. Элемент x ∈ A называется вещественным, если x̄ = x и
мнимым, если x̄ = −x, а ∗-морфизм φ : (A1, ·̄)→ (A2, ·̄) вещественных C∗-алгебр
называется вещественным, если φ(x̄) = φ(x), x ∈ A1.

Эквивалентно, вещественную C∗-алгебру можно определить как C∗-алгебру
A, заданную вместе с линейной анти-инволюцией t, называемой транспонирова-
нием. Иначе говоря, транспонирование x 7→ xt является комплексно-линейным
отображением и

(xy)t = ytxt, (x∗)t = (xt)∗, (xt)t = x, x, y ∈ A.
Связь между двумя приведенными определениями устанавливается соотноше-
нием

xt = (x̄)∗, x ∈ A.
Тензорное произведение A1 ⊗ A2 вещественных C∗-алгебр становится веще-

ственной C∗-алгеброй, если наделить его сопряжением

x1 ⊗ x2 = x1 ⊗ x2, x1 ∈ A1, x2 ∈ A2.

Определение 2. Пусть H есть (комплексное) гильбертово пространство. Ан-
тиунитарный оператор T на H задает кватернионную структуру на H, если
T 2 = −1. Иначе говоря, оператор T является антилинейным и

〈Tv1|Tv2〉 = 〈v2|v1〉, 〈Tv1|v2〉 = −〈Tv2|v1〉
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для всех v1, v2 ∈ H. Пара (H, T ), состоящая из гильбертова пространства H и
кватернионной структуры T , называется кватернионным гильбертовым про-
странством. Комплексно-линейное отображение φ : (H1, T1)→ (H2, T2) кватер-
нионных гильбертовых пространств называется кватернионным, если φ ◦ T1 =
T2 ◦ φ.

Если (H, T ) есть кватернионное гильбертово пространство, то алгебра L(H)
является вещественной C∗-алгеброй с сопряжением, задаваемым формулой

L̄ = T ∗LT = −TLT, L ∈ L(H).

В случае, когда H = `2(Λ)⊗V , кватернионная структура задается как C⊗T ,
где C – комплексное сопряжение на `2(Λ), а T – кватернионная структура на
V , задаваемая оператором обращения времени (о котором речь пойдет ниже).

Пример 1. Примером кватернионной структуры на `2(Λ)⊗C2 может служить
оператор (

0 C
−C 0

)
,

где C – комплексное сопряжение на C. Это сопряжение индуцирует на Mat2(C) =
EndC2 сопряжение вида (

a b
c d

)
=

(
d̄ −c̄
−b̄ ā

)
,

где a, b, c, d ∈ C.

Для вещественной C∗-алгебры (Mat2(C), ·̄) подалгебра вещественных элемен-
тов порождается единичной матрицей и матрицами Паули

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
.

Тем самым, эта алгебра (как алгебра нал R) изоморфна алгебре кватернионов
H. Поэтому мы обозначаем вещественную C∗-алгебру (Mat2(C), ·̄) через HC.

2. Градуированные C∗-алгебры

Определение 3. Градуировкой на ∗-алгебре A называется разложение A =
A0 ⊕ A1 в прямую сумму замкнутых подпространств, такую что

Ai · Aj ⊂ A(i+j)mod 2, ∗Ai ⊂ Ai, i, j ∈ Z2.

Алгебра A с указанной градуировкой называется градуированной ∗-алгеброй.

Элементы A0 называются четными, а элементы A1 – нечетными. Ненулевые
элементы a, принадлежащие одному из слагаемых, называются однородными
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и в этом случае |a| обозначает их четность. Отображение градуированных ∗-
алгебр называется четным, если оно сохраняет градуировку и нечетным в про-
тивоположном случае. Если (A, ·̄) является вещественной ∗-алгеброй, наделен-
ной градуировкой, то она называется градуированной вещественной ∗-алгеброй,
если сопряжение четно.

Если A и B – градуированные (вещественные) C∗-алгебры, то алгебраическое
тензорное произведение A�B наделяется градуировкой вида

(A�B)k =
⊕
i+j=k

Ai �Bj, k ∈ Z2.

Эта градуировка продолжается на тензорное произведение A ⊗ B, превращая
его в градуированную (вещественную) C∗-алгебру.

Можно однако определить и другое, градуированное тензорное произведе-
ние. Наделим A � B новой алгебраической структурой и новой инволюцией,
определяемыми соотношениями

(a� b)(a′ � b′) = (−1)|a
′||b′|aa′ � bb′, (a� b)∗ = (−1)|a||b|a∗ � b∗

для однородных элементов a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B. Они порождают другое алгебраи-
ческое тензорное произведение A�̂B, вообще говоря, не изоморфное A�B. Это
тензорное произведение является вещественным, если A и B были таковыми.

Если A и B – градуированные (вещественные) C∗-алгебры, то на A�̂B су-
ществует естественная перекрестная C∗-норма (опишите ее!). Пополнение A�̂B
по этой норме дает градуированную (вещественную) C∗-алгебру A⊗̂B, называ-
емую градуированным тензорным произведением C∗-алгебр A и B.

Любую (вещественную) C∗-алгебру можно рассматривать как градуирован-
ную (вещественную) C∗-алгебру, наделяя ее тривиальной градуировкой, в кото-
рой каждый элемент является четным. В частности, алгебру матриц Matn(C)
мы будем наделять тривиальной градуировкой с покомпонентным сопряжени-
ем. При этом вещественную C∗-алгебру HC = Mat2(C) = EndC2 будем рассмат-
ривать как неградуированную.

3. Локальные наблюдаемые

Будем понимать под локальными гамильтоновыми операторами H операто-
ры, которые обладают следующим свойством: величина (Hψ)(x) зависит только
от значений ψ(y) с y, принадлежащими окрестности x, размер которой ограни-
чен равномерно по x.

Определение 4. Пусть U есть конечномерное гильбертово пространство, а
D ⊆ Λ – подмножество решетки Λ. Пусть O есть ограниченный линейный опе-
ратор на `2(D) ⊗ U и O(x, y) ∈ EndU , x, y ∈ D, его ядро. Будем говорить, что
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оператор O является локальным, если существует константа R > 0 такая, что

O(x, y) = 0 при ‖x− y‖ > R.

Напомним определение ядра O(x, y). Это операторно-значная функция на
`2(D)× `2(D) со значениями в U , задаваемая следующим образом. Если ϕ, ψ –
функции из `2(D)⊗ U , то

〈Oϕ,ψ〉 =
∑
x,y∈D

〈O(x, y)ϕ(x), ψ(y)〉.

Замыкание множества локальных операторов по норме обозначим через
Loc(D,U).

Предложение 1. Множество Loc(D,U) является замкнутой ∗-подалгеброй
в алгебре L(`2(D)⊗U) и потому C∗-алгеброй. Если U обладает вещественной
или кватернионной структурой, то Loc(D,U) будет алгеброй, инвариантной
относительно сопряжения на L(`2(D)⊗ U), т.е. вещественной C∗-алгеброй.

Доказательство предложения мы предоставляем читателю, заметим только,
что сопряжение ядра задается формулой

O(x, y) = O(x, y).

4. Алгебра наблюдаемых твердого тела

Обозначим через AU = Loc(Λ, U) C∗-алгебру локальных операторов со зна-
чениями в конечномерном гильбертовом пространстве U .

Нас будут особенно интересовать случаи пространств AW и AV . Будем на-
зывать C∗-алгебру AW = Loc(Λ,W ) алгеброй наблюдаемых твердого тела. Со-
ответственно, C∗-алгебра AV = Loc(Λ, V ) называется алгеброй наблюдаемых
твердого тела, сохраняющих заряд. Если V обладает кватернионной структу-
рой, то алгебра AV является вещественной C∗-алгеброй.

Напомним, что выше мы определили W-совместимую комплексную структу-
ру как кососимметричную вещественную унитарную комплексную структуру J
на W . Будем называть W -совместимой комплексной структурой веществен-
ную унитарную комплексную структуру J ∈ AW . Аналогично, V -совместимой
комплексной структурой, сохраняющей заряд, называется унитарная комплекс-
ная структура J ∈ AV . Пространство W -совместимых комплексных структур
обозначим через J (AW ), а пространство V -совместимых комплексных струк-
тур, сохраняющих заряд, через J (AV ).

Заметим, что оператор J ∈ J (AW ) сохраняет заряд, если он коммутирует с
оператором Q, т.е. [Q, J ] = 0.
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