
II. K-ТЕОРИЯ

В этой главе излагаются основы K-теории. Вначале в параграфе 1 вводится
K0-группа. Затем в параграфе 2 напоминается конструкция Гротендика, позво-
ляющая построить каноническим образом по любой унитальной коммутативной
полугруппе абелеву группу. K1-группа вводится в параграфе 3 и определяются
высшие K-группы C∗-алгебры A.

1. K0-группа

Введем на множестве проекторов P(AS) в C∗-алгебре A следующее отношение
эквивалентности.

Определение 1. Два проектора p, q ∈ P(AS) называются эквивалентными,
если

q = upu∗ = upu−1

для некоторого унитарного оператора u ∈ EndAHA.

Обозначим через
V (A) := P(AS)/ ∼

фактор пространства P(AS) по введенному отношению эквивалентности.

Предложение 1. Множество V (A) является унитальной коммутативной
полугруппой.

Доказательство. Определим прямую сумму проекторов p, q ∈ P(AS) по фор-
муле

p⊕ q =

(
p 0
0 q

)
и зададим сложение в V (A) как

[p] + [q] = [p⊕ q].
Оно корректно определено, поскольку

upu−1 ⊕ vqv−1 = (u⊕ v)(p⊕ q)(u−1 ⊕ v−1)
для унитарных элементов u, v ∈ EndAHA. Далее,(

p 0
0 q

)
=

(
0 1
1 0

)(
p 0
0 q

)(
0 1
1 0

)
=

(
q 0
0 p

)
,

т.е. указанная полугруппа коммутативна. Роль нуля в этой полугруппе играет
нулевой класс [0]. �
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2. Конструкция Гротендика

По любой унитальной коммутативной полугруппе S можно каноническим об-
разом построить коммутативную группу K, называемую группой Гротендика
полугруппы S. Эта группа, заданная вместе с унитальным полугрупповым го-
моморфизмом ϑ : S → K, обладает следующим универсальным свойством: если
G – другая коммутативная группа, заданная вместе с унитальным полугруп-
повым гомоморфизмом γ : S → G, то существует единственный групповой
гомоморфизм κ : K → G такой, что следующая диаграмма

K
κ // G

S

ϑ

OO

γ

>>

коммутативна, т.е. γ = κ ◦ ϑ.
Группа K определяется однозначно с точностью до изоморфизма. Построить

ее можно следующим образом. Рассмотрим на множестве S × S следующее
отношение эквивалентности:

(x, y) ∼ (x′, y′)⇐⇒ существует z ∈ S такое, что x+ y′ + z = x′ + y + z.

Тогда группа K определяется как K = S × S/ ∼, а гомоморфизм ϑ задается
формулой: ϑ(x) := [x, 0], так что [x, y] = ϑ(x)− ϑ(y) в группе K.

Определение 2. K0-группой унитальной C∗-алгебры A называется группа
Гротендика K0(A) полугруппы V (A).

Любой элемент из K0(A) представляется в виде [p]− [q], где проекторы p, q ∈
P(AS). Пусть ϕ : A→ B есть унитальный морфизм C∗-алгебр. Обозначим через
K0ϕ : K0(A)→ K0(B) отображение, задаваемое формулой

K0ϕ : [p]− [q] −→ [ϕ(p)]− [ϕ(q)].

Предложение 2. Соответствие

(A,ϕ) 7−→ (K0(A), K0ϕ)

задает ковариантный функтор из категории унитальных C∗-алгебр в кате-
горию абелевых групп.

Пример 1. K0(C) = Z.
Действительно, V (C) = N, поскольку все проекторы в P(CS) имеют конечный

ранг, который является их единственным инвариантом.

Пример 2. Аналогично, K0(Matn(C)) = Z.

Задача 1. K0-группа K0(L(H)) алгебры ограниченных линейных операторов
в гильбертовом пространстве равна нулю.
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Перечислим некоторые важные свойства K0-функтора.

(1) стабильность: K0(AS) = K0(A).
(2) полуточность: K0 переводит короткие точные последовательности вида

0→ J → A→ B → 0 в последовательности

K0(J)→ K0(A)→ K0(B),

точные в среднем члене.
(3) K0 коммутирует с индуктивными пределами.

3. K1-группа

Определим K1-группу C∗-алгебры A как

K1(A) = [C0(R), AS],

где для локально компактного топологического пространства X пространство
C0(X) состоит из непрерывных функций на X, обращающихся в нуль на бес-
конечности (подумайте, как его определить). Иными словами, K1(A) есть про-
странство гомотопических классов непрерывных гомоморфизмов C0(R) → AS.
Это определение можно также переписать в виде

[C0(R), AS] ∼= [C(T), A+
S ]+,

где T есть единичная окружность, A+
S обозначает унитализацию алгебры AS, а

[·, cdot]+ обозначает множество гомотопических классов непрерывных отобра-
жений топологических пространств с отмеченными точками.

Заметим далее, что C∗-алгебра C(T) порождается единственным унитарным
элементом t 7→ eit. Поэтому гомоморфизм из K1(A) ∼= [C(T), A+

S ]+ определяет-
ся выбором унитарного элемента в A+

S = (K ⊗ A)+. Следовательно, мы можем
отождествитьK1(A) c группой π0(U(A+

S )) компонент связности унитарной груп-
пы U(A+

S ).
Пользуясь тем, что K(H) = lim−→Matn(C), мы можем переписать последнее

определение K1(A) в виде

K1(A) = lim−→Un(A)/Un(A)0 = lim−→GLn(A)/GLn(A)0,

где Un(A) обозначает подгруппу в Matn(A), состоящую из унитарных элемен-
тов, а Un(A)0 – связную подгруппу единицы в Un(A).

Пример 3. K1(C) = 0.
Этот факт вытекает из связности группы U(K+).

Пример 4. Аналогично, K1(Matn(C)) = 0.
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Умножение в группе K1(A) задается формулой:

[u] · [v] = [uv] =

[(
u 0
0 v

)]
,

где второе равенство и коммутативность умножения вытекают из цепочки го-
мотопий (

uv 0
0 1

)
∼

(
u 0
0 v

)
∼

(
v 0
0 u

)
∼

(
vu 0
0 1

)
.

Для того, чтобы дать еще одно, эквивалентное определение группы K1(A)
введем понятие надстройки над C∗-алгеброй A. Так называется C∗-алгебра ви-
да

ΣA := A⊗ C0(R) ∼= C0(R, A).

Теорема 1 (Теорема периодичности Ботта). Группа K1(A) изоморфна группе
K0(ΣA), а группа K0(A) изоморфна группе K1(ΣA).

Можно было бы ввести K-группы порядка n для C∗-алгебры A, полагая

Kn(A) := K0(Σ
nA).

По теореме периодичности Ботта для любой C∗-алгебры A и любого нату-
рального n имеют место изоморфизмы

K2n(A) ∼= K0(A), K2n+1(A) ∼= K1(A),

однако ввиду теоремы периодичности Ботта имеет смысл изучать еолько груп-
пы K0(A) и K1(A).
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