
XI. BB-СООТВЕТСТВИЕ

В этой главе строится BB(bulk-boundary)-соответствие между топологиче-
скими инвариантами твердого тела и его границы. Формулировка основного
результата приводится в параграфе 1. В частном случае моделей из периоди-
ческого унитарного класса удается построить BB-соответствия явным образом,
следуя [17]. Это делается в параграфах 2 и 3.

1. BB-отображение

Короткая точная последовательность из предыдущего параграфа порождает
длинную точную последовательность гомоморфизмов KR-групп
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Граничное отображение ∂ : KRs−r+2(A
W ) −→ KRs−r+1(A

W
0 ) называется BB-

отображением.

Теорема 1 ([1]). Фиксируем W -совместимую комплексную структуру (Jref, φ) ∈
Jr,s(AW ) индекса симметрии (r, s). Тогда для любой W -совместимой комплекс-
ной структуры (J, φ) ∈ Jr,s(AW ) индекса симметрии (r, s) имеет место равен-
ство

∂[(J, φ)] = [(J, φ)]0.

Иначе говоря, BB-отображение переводит класс [(J, φ)], отвечающий классу
(J, φ) твердого тела, в граничный класс [(J, φ)]0.

Доказательство этой теоремы можно найти в статье [1].

2. BB-соответствие в унитарном классе

Рассмотрим системы из унитарного класса, которые выделяются условием,
что их эволюция во времени задается унитарным преобразованием. Тем самым,
гамильтоновы операторы, порождающие эту эволюцию, являются самосопря-
женными. Трансляционно-инвариантные гамильтонианы из унитарного класса
можно записать в виде

H : `2(Zd)⊗ CN −→ `2(Zd)⊗ CN ,

где
H =

∑
y∈Zd

Sy ⊗Wy.
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Оператор Sy, задающийся трансляцией на вектор y в пространстве `2(Zd),
равен Sy(x) = x + y, а N × N -матрицы Wy, называемые туннельными или
матрицами подскока, удовлетворяют единственному соотношению

W ∗
y = W−y,

гарантирующему самосопряженность H. Будем предполагать, что суммирова-
ние в рассматриваемых формулах ограничивается конечным множеством зна-
чений R ⊂ Zd (условие локальности). В этом случае также говорят, что гамиль-
тониан H имеет конечный диапазон подскоков.

Блоховский гамильтониан Hk является оператором, действующим в CN по
формуле

Hk =
∑
y∈R

eiy·kWy.

Нетривиальные топологические фазы могут существовать только в четных
размерностях и в каждой такой размерности имеется счетное число топологи-
ческих фаз. Они различаются с помощью топологического инварианта, нааы-
ваемого высшим четным числом Черна, который определяется формулой

Chd(PF ) =
(2πi)d/2

(d/2)!

∑
ρ∈Sd

(−1)sgn ρ
∫
Td

tr

(
PF (k)

d∏
j=1

∂PF (k)

∂kρj

)
dk

(2π)d
,

где PF (k) = χ(Hk ≤ EF ) – спектральный проектор на множество уровней энер-
гии ниже энергии Ферми EF , называемый проектором Ферми.

Граница тела задается ограничением рассматриваемой системы на полупро-
странство Zd−1×N с наложением условия Дирихле при xd = 0. Получаемый при
этом полупространственный гамильтониан Ĥ будет действовать в гильбертовом
пространстве `2(Zd−1 × N)⊗ CN .

Характерной чертой топологических диэлектриков из рассматриваемого клас-
са является наличие энергетических зон, связывающих уровни энергии, лежа-
щие выше и ниже энергии Ферми. При d > 2 на таких граничных зонах могут
появляться сингулярности, называемые точками Дирака. Вблизи от этих то-
чек, обозначаемых через kD ∈ Td−1, спектр и состояние системы описываются
оператором Дирака вида

d−1∑
j=1

νj(kj − kDj )γ̂j,

где γ̂ = (γ̂1, . . . , γ̂d−1) являются образующими неприводимого представления
комплексной алгебры Клиффорда Cld−1, а ν = (ν1, . . . , νd−1) – набор ненулевых
вещественных чисел νj, называемых наклонами уровней энергии.
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Киральностью точки Дирака называется величина

νD =
d−1∏
j=1

sgn νj ∈ {−1, 1}.

Эта величина инвариантна относительно непрерывных деформаций, оставляю-
щих точки Дирака отделенными друг от друга.

BB-принцип для унитарного класса утверждает, что

(1) Chd(PF ) = σ
∑

νD,

где σ = ±1, а суммирование ведется по всем точкам Дирака. Иначе говоря,
при деформации системы сингулярности Дирака могут перемещаться, но при
этом сумма киральностей остается постоянной и равной (с точностью до знака)
топологическому инварианту тела. Множитель σ есть знак, который зависит
от выбора неприводимого (d − 1)-мерного представления алгебры Клиффорда
(напомним, что в случае четного d имеются два неэквиваленных (d−1)-мерных
неприводимых представления этой алгебры).

3. BB-соответствие для периодической модели

Рассмотрим в качестве примера периодическую модель из унитарного клас-
са, для которой удается явно вычислить введенные выше инварианты тела и
границы (см. [17]). Обозначим через ej базисные векторы на Zd и через Sj от-
вечающие им операторы сдвига на `2(Zd).

Гильбертово пространство рассматриваемой модели совпадает с CN ⊗ `2(Zd),
где N = 2d/2. Трансляционно-инвариантный гамильтониан, действующий в
этом пространстве, имеет вид

(2) H =
1

2i

d∑
j=1

γj ⊗ (Sj − S∗j ) + γ0 ⊗ (m+
1

2

d∑
j=1

(Sj + S∗j )),

где γ1, . . . , γd задают неприводимое представление комплексной алгебры Клиф-
форда Cld в CN , γ0 = (−1)d/2γ1 · . . . · γd, m – целое число. Предполагается, что
энергия Ферми EF = 0.

Блоховский гамильтониан периодической модели имеет вид

Hk =
d∑
j=1

γj sin(kj) + γ0(m+
d∑
j=1

cos(kj)).
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Поскольку оператор H2
k пропорционален тождественному, у Hk имеется только

два собственных значения, равных

(3) E±k = ±

√√√√ d∑
j=1

sin2(kj) + (m+
d∑
j=1

cos(kj))2.

Отсюда следует, что в рассматриваемой модели имеются два (d/2)-кратных
энергетических уровня, расположенных симметрично относительно EF = 0.
При всех m, кроме m = 0,±2, . . . ,±d, наша система будет обладать энерге-
тической щелью на уровне энергии Ферми. В точках m = 0,±2, . . . ,±d щель
закрывается и происходит топологический фазовый переход.

Критические значения mc и точки Дирака kD можно найти из формулы (3),
накладывая условия закрытия щели, имеющие вид

d∑
j=1

sin2(kj) = 0 и m+
d∑
j=1

cos(kj) = 0.

Из этих условий вытекает, что точки Дирака имеют вид kD = (δ1, . . . , δd), где
δj равны 0 или π. Приведем таблицу критических значений и отвечающих им
точек Дирака:

m0
c = −d, kD = (0, 0, . . . , 0)

m1
c = −d+ 2, kD = (π, 0, . . . , 0) плюс

(
d
1

)
перестановок

m2
c = −d+ 4, kD = (π, π, 0, . . . , 0) плюс

(
d
2

)
перестановок

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

md−1
c = d− 2, kD = (π, . . . , π, 0) плюс

(
d
d−1

)
перестановок

md
c = d, kD = (]pi, . . . , π)

Можно также вычислить скачки числа Черна в точках Дирака. В окрест-
ности этих точек, т.е. при m = mc + ε, блоховский гамильтониан допускает
асимптотическое представление вида

Hk =
d∑
j=1

αDj (kj − kDj )γj + εγ0 +O(k2)

где αDj = +1 или −1, если kDj = 0 или π соответственно. Сделаем замену пере-
менной αDj (kj − kDj ) 7→ ξj, так что

Hk =
d∑
j=1

ξjγj + εγ0 +O(k2).
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Вклад точек Дирака в полный класс Черна равен

σ
∑
D

d∏
j=1

αDj .

Можно показать, что при m /∈ [−d, d] число Черна равно нулю, а при m ∈
(−d+ 2n,−d+ 2n+ 2), n = 0, . . . , d− 1, оно равно

(4) Chd(PF ) = σ
n∑
j=0

(−1)j
(
d

j

)
= σ(−1)n

(
d− 1

n

)
.

Рассмотрим теперь граничный инвариант. Обозначим гамильтониан, задава-
емый сужением H на гильбертово пространство CN ⊗ `2(Zd−1 × N) с условием
Дирихле при xd = 0, через Ĥ. В этом случае блоховский гамильтониан имеет
вид

Ĥk =
d−1∑
j=1

sin(kj)γj ⊗ 1 +
1

2i
γd ⊗ (Ŝ − Ŝ∗) + γ0 ⊗ (m+

d−1∑
j=1

cos(kj) +
1

2
(Ŝ + Ŝ∗)),

где Ŝ – односторонний сдвиг на пространстве `2(N). Оператор Ĥk действует на
гильбертовом пространстве CN ⊗ `2(N).

Решения уравнения Шредингера Ĥkψk = Êkψk для Êk внутри энергетической
щели будем искать в виде

ψk(x) = ξk ⊗ (λk)
x,

где |λk| < 1, ξk ∈ CN . Из уравнений Шредингера при xd > 0 и условия Дири-
хле при xd = 0 получаем два независимых уравнения, из которых выводятся
необходимые условия разрешимости

(iγd + γ0)ξk = 0 и λk = −(m+
d−1∑
j=1

cos(kj)).

Отсюда следут, что ξk является общим собственным вектором для двух ком-
мутирующих матриц

(5) −iγ0γdξk = −(−i)d/2+1γ1 · . . . · γd−1ξk = ξk

и [
d−1∑
j=1

sin(kj)γj

]
ξk = Êkξk.

При d = 2 условие (5) эквивалентно соотношению γ1ξk = ξk, т.е. ξk – един-
ственный собственный вектор матрицы γ1, отвечающий положительному соб-
ственному значению, обозначаемому далее через ξ+ и не зависящему от k. Урав-
нение Шредингера Ĥkψk = Êkψk допускает при этом единственное решение
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внутри щели

Êk = sin k, ψk =
(λk)

x√
2(1− λ2k)

⊗ ξ+, λk = −(m+ cos k).

В этом случае в граничной зоне нет сингулярных точек и Ê ∼ ±k вблизи E = 0.
Киральность граничной зоны νD определяется условием |λk| < 1, эквивалент-
ным условию

(6) cos k ∈ [−m− 1,−m+ 1] ∩ [−1, 1].

Если |m| > 2, условие (6) не выполняется, поэтому граничных состояний нет.
Если m ∈ (−2, 0), то k = 0 удовлетворяет условию (6), а k = π нет. Тем самым,
наклон граничной зоны, равный cos k, при пересечении уровня E = 0 положи-
телен, также как киральность νD. При m ∈ (0, 2) k = π удовлетворяет условию
(6), а k = 0 – нет. В этом случае наклон граничной зоны при пересечении уровня
E = 0 и киральность отрицательны. Это согласуется с формулой (4) для числа
Черна, что доказывает справедливость BB-соответствия в двумерном случае.

При d > 2 заметим, что матрица −iγ0γd в левой части равенства (5) является
эрмитовой и коммутирует со всеми γ1, . . . , γd−1. Поэтому матрицы γ1, . . . , γd−1
задают неприводимое представление комплексной алгебры Клиффорда Cld−1.
Обозначим через L линейное подпространство, порождаемое векторами ξk, удо-
влетворяющими условию (5), и рассмотрим линейные операторы γ̂j = γj1L
при j = 1, . . . , d − 1. Эти матрицы удовлетворяют соотношениям Клиффорда:
γ̂iγ̂j + γ̂j γ̂i = 2δij, i, j = 1, . . . , d− 1, и условию γ̂1 · . . . · γ̂d−1 = i(d−2)/21L.

При этом выполняются следующие свой1ства.
(1) ξk являются собственными векторами гамильтониана Ĥk, т.е.[

d−1∑
j=1

sin(kj)γ̂j

]
ξk = Êkξk;

(2) собственные значения внутри щели задаются формулами

Ê±k = ±

√√√√d−1∑
j=1

sin2(kj);

(3) собственные состояния. отвечающие Ê±k , задаются формулами

ψk(x) = ξk ⊗
(λk)

x√
2(1− λ2k

, где λk = −(m+
d−1∑
j=1

cos(kj));

(4) граничные зоны, вообще говоря, определены не над всей зоной Бриллю-
эна, а только над областью |λk| < 1;
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(5) координаты точек Дирака удовлетворяют условиям kDj ∈ {0, π},
j = 1, . . . , d − 1, а редуцированный гамильтониан в окрестности точки
Дирака ведет себя асимптотически как оператор вида

d−1∑
j=1

αDj (kj − kDj )γ̂j,

где αDj = ±1;
(6) точки Дирака находятся из условия

|λkD | < 1⇔
d−1∑
j=1

cos(kDj ) ∈ [−1−m, 1−m] ∩ [−d+ 1, d− 1].

Покажем теперь, что BB-соответствие имеет место для рассматриваемой мо-
дели. Если m ∈ (−d + 2n,−d + 2n + 2), n = 0, . . . , d − 1, то имеется един-
ственная комбинация (по модулю перестановок) из d − 1 чисел, равных ±1,
отвечающих cos(kDj ) из последнего уравнения, при которой их сумма принад-
лежит интервалу (−1−m, 1−m). Действительно, поскольку (−1−m, 1−m) ⊂
(d− 2n− 1, d− 2n+1), то n из этих чисел должны быть равны −1 и (d− 1− n)
из них должны быть равны +1. Нужно учесть также, что имеется

(
d−1
n

)
пере-

становок этих знаков, отвечающих различнын местоположениям точек Дирака.
Далее, в точности n из координат kDj точек Дирака равны π, а остальные – ну-
лю. Следовательно, киральности всех точек Дирака совпадают и равны (−1)n.
Тем самым, граничный инвариант равен∑

νD = (−1)n
(
d− 1

n

)
, m ∈ (−d+ 2n,−d+ 2n+ 2).

Следовательно, умножая это выражение на знак σ, получим, что указанный
инвариант совпадает с числом Черна из формулы (4).
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Hilbertiens, C. R. Acad. Sci., Ser. I, Math, 296(21)(1983), 875–878.

[5] J.Bellissard, A. van Elst, H.Schulz-Baldes, The noncommutative geometry of the quantum
Hall effect, J. Math. Phys. 35(1994), 5373–5451.

[6] F.A.Berezin, M.A.Shubin, The Schrödinger Equation, Kluwer, Boston, 1991.
[7] C.Bourne, J.Kellendonk, A.Rennie, The K-theoretic bulk-edge correspondence for topological

insulators, Ann. Inst. Poincare, 18(2017), 1833–1866.



8 XI. BB-СООТВЕТСТВИЕ

[8] J.M.Gracia-Bondia, J.C.Varilly, H.Figueroa, Elements of Noncommutative Geometry,
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