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1. Топологический Z2-индекс диэлектрика

1.1. Топологический Z2-индекс Черна. Рассмотрим конструк-
цию топологического Z2-индекса для 3-мерного инволютивного про-
странства (X, τ). Предположим, что гильбертово расслоение π :
H → X имеет ранг 2, а калибровочная группа совпадает с U(2).
Анти-инволюция Θ на гильбертовом расслоении (H,Θ) → (X, τ)
совместима с естественной инволюцией ϑ на U(2), задаваемой фор-
мулой: ϑ(g) = −gt, в том смысле, что w◦τ = ϑ◦w, где w – функция
перехода. Иными словами, w задает эквивариантное отображение
w : (X, τ)→ (U(2), ϑ).

Нечетный характер Черна гладкого отображения g : X → U(n)
из нечетномерного многообразия Xd в группу U(n) определяется
формулой (см. [11])

Ch(g) =

(d−1)/2∑
k=0

Ch2k+1(g) =

(d−1)/2∑
k=0

(−1)k
k!

(2k + 1)!
tr
[
(g−1dg)2k+1

]
.

Пользуясь этой формулой в 3-мерном случае, можно ввести топо-
логический индекс

indtg =
1

4π2

∫
X

Ch3(g) = − 1

24π2

∫
X

tr(g−1dg)3.

Это число называется также числом вращения отображения g. Вви-
ду T-симметрии топологический индекс indtw функции перехода w
определен по модулю Z2 (см. [17]).

Утверждение о том, что топологический Z2-индекс для 3-мерных
диэлектриков совпадает с введенным ранее аналитическим Z2-индексом,
т.е.

ν = indtw,

можно рассматривать как аналог теоремы Атьи–Зингера об индек-
се в рассматриваемой ситуации.

1.2. Инвариант Кейна–Мила. Другое определение топологиче-
ского Z2-индекса было предложено в работе [16]. Этот инвариант,
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называемый KM-инвариантом, задается формулой

KM(X) =
∏
x∈Xτ

pf[w(x)]√
det[w(x)]

.

Как отмечалось выше, в неподвижных точках x ∈ Xτ функция
перехода w(x) является кососимметрической матрицей, пфаффиан
которой обозначается через pf[w(x)].

Напомним его определение. Пусть A = (aij) есть (2n) × (2n)-
кососимметрическая матрица. Сопоставим ей бивектор

Ω =
∑
i<j

aijei ∧ ej,

где {ei} – стандартный ортонормированный базис в R2n. Тогда
пфаффиан pf(A) матрицы A определяется уравнением

1

n!
Ωn = pf(A)e1 ∧ . . . ∧ e2n.

Пфаффиан pf(A) обладает следующими свойствами:
(1) pf(A)2 = det(A), pf(λA) = λnpf(A);
(2) pf(BABt) = det(B)pf(A), pf(At) = (−1)npf(A).

Как известно, квадратная матрица A удовлетворяет тождеству

ln det(A) = tr ln(A).

В том случае, когда матрица A кососимметрична, это соотношение
превращается в

2ln pf(A) = tr ln(A).

Связь KM-инварианта с топологическим Z2-индексом устанавли-
вается с помощью формулы (см. [17]):∑

x∈Xτ

ln pf[w(x)] =
1

2
indtw.

Экспоненцируя это равенство, получим уравнение, связывающее
произведение пфаффианов с топологическим Z2-индексом∏

x∈Xτ

pf[w(x)] = exp{2πi indtw
2
} = (−1)indtw.

Полагая детерминант det[w(x)] в неподвижных точках x ∈ Xτ рав-
ным 1, получим, что pf[w(x)] в таких точках равен 1 или -1. Поэтому
произведение в левой части равно KM(X) и оно не изменится, если
заменить в нем пфаффианы их знаками. Тем самым, получаем

KM(X) =
∏
x∈Xτ

sgn (pf[w(x)]) = (−1)indtw.
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