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1. Топологические диэлектрики, инвариантные
относительно обращения времени

В следующих лекциях мы рассматриваем для простоты одноча-
стичные гамильтонианы.

1.1. Связность Берри. Начнем с двумерного случая. Рассмот-
рим блоховский гамильтониан H(k), собственные значения которо-
го задаются уравнением

(1) H(k)ϕn(k) = En(k)ϕn(k).

Связность Берри, отвечающая за изменение ϕn(k) по k, определя-
ется равенством

(2) An(k) = i(ϕn(k), ∂kϕn(k)).

Уравнение (1) инвариантно относительно калибровочных преобра-
зований вида

ϕn(k) 7−→ eiθn(k)ϕn(k),

где θn(k) – калибровочная функция, т.е. гладкая вещественнознач-
ная функция от k. Эти преобразования индуцируют калибровоч-
ные преобразования связности вида

An(k) 7−→ An(k)− ∂kθn(k).

Кривизна связности Берри равна

Fxy,n(k) = ∂kxAky ,n(k)− ∂kyAk[,n(k),

где k = (kx, ky).

1.2. Инвариант Черна. Пользуясь связностью Берри, можно вве-
сти топологический инвариант, называемый числом Черна. В дву-
мерном случае это число для n-й зоны равно

Chn =
1

2π

∫
Br2

Fxy,n(k)dkxdky,

а суммарное число Черна двумерного диэлектрика равно

Ch =
∑

En<EF

Chn,

1
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где EF – энергия Ферми. Введенное число Черна связано с прово-
димостью Холла (см. [23]) соотношением

σxy = −e
2

h
Ch.

При обращении времени суммарная связность Берри и ее кри-
визна преобразуются следующим образом∑

En<EF

An(k) 7−→
∑

En<EF

An(−k)

и ∑
En<EF

Fxy,n(k) 7−→ −
∑

En<EF

Fxy,n(−k).

Поэтому если система инвариантна относительно преобразования
обращения времени T, то число Черна преобразуется как

Ch =
1

2π

∫
Br2

∑
En<EF

Fxy,n(k)dkxdky 7−→

− 1

2π

∫
Br2

∑
En<EF

Fxy,n(−k)dkxdky = −Ch,

откуда следует, что Ch = 0. Следовательно, топологически нетри-
виальное состояние системы c ненулевым Ch возможно только при
нарушении T-симметрии. Ниже мы вернемся к этой проблеме и
объясним, каким образом можно определить топологически нетри-
виальные инварианты для T-симметричных топологических ди-
электриков.

1.3. Топологические инварианты и грассманианы. Пусть за-
дан блоховский гамильтониан H(k), описывающий зонный диэлек-
трик с запретной зоной на уровне энергии Ферми EF . Приведем его
к диагональному виду с помощью унитарного сопряжения:

U∗(k)H(k)U(k) = diag(E1(k), . . . , En(k)).

Предположим, что первые m уровней Ei(k) > EF , i = 1, . . . , p, не
заняты, а заполненные уровни отвечают энергиям Ei(k) < EF с
i = m+ 1, . . . , n, где мы предполагаем, что n� 1.

Рассмотрим адиабатическую деформацию этого гамильтониана.
В отсутствие условий симметрии возможна любая деформация, не
затрагивающая запретной зоны. В частности, можно добиться того,
что энергии всех занятых (соотв. свободных) уровней будут равны
-1 (соотв. +1), так что

(3) U∗(k)H(k)U(k) = diag
(
1m×m,−1(n−m)×(n−m)

)
.
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Заметим, что матрица U(k) в этом равенстве определена с точно-
стью до преобразований вида

U(k) 7−→ U(k)diag
(
Um×m,U(n−m)×(n−m)

)
.

Следовательно, матрица U(k), задающая решение уравнения (3),
определяет отображение из зоны Бриллюэна Brd = Td в грассма-
ниан

Grm,n = U(n)/U(m)× U(n−m).

Тем самым, мы приходим к задаче об описании гомотопических
классов [Td,Grm,n] отображений тора Td в грассмановы многообра-
зия.

Общая задача об описании пространств [Td, X] и торических го-
мотопических групп топологических пространств X была исследо-
вана в статье Фокса [9].

Структура пространства [Td, X] определяется наборами отобра-
жений

Ωn
I : πn(X)→ [Td, X]

с n ≤ d. Эти отображения параметризуются упорядоченными под-
множествами I = {i1 < . . . < in} в множестве индексов {1, . . . , d}.
Соответственно, элементы [Td, X] параметризуются наборами из d
элементов группы π1(X), d(d−1)

2
элементов из π2(X), . . . ,

(
d
j

)
элемен-

тов из πj(X).
Вернемся к поставленной ранее задаче об описании гомотопиче-

ских классов [Td,Grm,n] отображений тора Td в грассмановы мно-
гообразия.

Применяя конструкцию Фокса к грассманиану Grm,n, получаем
что при d = 1: [T1,Grm,n] = π1(Grm,n) = 0, при d = 2 гомото-
пические классы отображений T2 → Grm,n характеризуются един-
ственным инвариантом, так как π2(Grm,n) = Z, а при d = 3 го-
мотопические классы отображений T3 → Grm,n классифицируются
тремя элементами из группы π2(Grm,n) = Z, так как π1(Grm,n) =
π3(Grm,n) = 0.

Нетривиальные классы в размерностях d = 2, 3 описываются сле-
дующим образом. Пространство [Td,Grm,n] можно рассматривать
как классифицирующее пространство для расслоений над Td. В
размерности d = 2 имеется нетривиальное расслоение над T2, яв-
ляющееся аналогом хопфовского расслоения над S2. С физической
точки зрения этот случай отвечает квантовому спиновому состо-
янию Холла. В размерности d = 3 имеются три расслоения над
T3, являющихся поднятиями хопфовского расслоения относитель-
но трех различных проекций T3 = S1 × S1 × S1 7→ T2 = S1 × S1.
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1.4. Топологические инварианты диэлектриков, симметрич-
ных относительно обращения времени. Обращение времени
или T-преобразование задается оператором T , который удовлетво-
ряет условию T 2 = −id и является анти-унитарным оператором,
т.е.

(Tϕ, Tψ) = (ψ, ϕ)

для любых состояний ϕ, ψ. Отсюда следует, в частности, что состо-
яние ϕ и его T-партнер Tϕ ортогональны друг другу: (Tϕ, ϕ) = 0.
Действительно

(Tϕ, ϕ) = −(Tϕ, T 2ϕ) = −(Tϕ, ϕ),

где последнее равенство вытекает из анти-унитарности T . Следо-
вательно, (Tϕ, ϕ) = 0.

Так как состояния ϕ и Tϕ имеют одинаковую энергию, это озна-
чает, что любое собственное состояние энергии двукратно вырож-
дено. Подобный эффект называется вырождением Крамерса.

Симметрия относительно T-преобразования означает для бло-
ховского гамильтониана H(k), что

TH(k)T−1 = H(−k).

Поэтому для каждого собственного значения энергии имеются два
состояния ϕ′n(k) и ϕ′′n(k), удовлетворяющие условию

ϕ′′n(k) = eiθn(k)Tϕ′n(k),

где θn(k) – калибровочная функция. Соответственно, исходное гиль-
бертово пространство разбивается в сумму двух подпространств H′
иH′′, для каждого из которых можно ввести числа Черна Ch′ и Ch′′,
сумма которых равна нулю. По действием T они меняются местами
и меняют знак:

T : Ch′ 7−→ Ch′′ = −Ch′ , T : Ch′′ 7−→ Ch′ = −Ch′′.

Однако их четности, т.е. значения (−1)Ch′ и (−1)Ch′′ , при этом не
изменяются, т.е. корректно определен Z2-индекс ν, задаваемый ра-
венством

(−1)ν = (−1)Ch′
= (−1)Ch′′

.

Диэлектрик с (−1)ν = −1 топологически отличается от обычно-
го диэлектрика и называется квантовым спиновым диэлектриком
Холла.
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