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ПРЕДИСЛОВИЕ

Одной из задач некоммутативной геометрии является перевод основных поня-
тий анализа на язык банаховых алгебр. В нашем курсе мы приведем целый
ряд примеров подобного перевода и применим полученные результаты к зада-
че квантования универсального пространства Тейхмюллера и математической
интерпретации квантового эффекта Холла.

Остановимся более подробно на содержании курса. В первом разделе мы
напоминаем основные сведения о банаховых алгебрах. Главное внимание уде-
ляется здесь коммутативным банаховым алгебрам, поскольку именно работы
И.М.Гельфанда, М.А.Наймарка и Г.Е.Шилова по связям этих алгебр с ком-
пактными топологическими пространствами легли в основу некоммутативной
геометрии.

Второй раздел посвящен некоммутативному интегралу на C∗-алгебрах, роль
которого играет след Диксмье. Он определен на идеале L1,∞ в алгебре K(H)
компактных операторов в гильбертовом пространстве H. В отличие от обычно-
го следа след Диксмье зануляется на идеале L2 ⊂ L1,∞ ядерных операторов, но
принимает конечные значения на всем идеале L1,∞. Со следом Диксмье связа-
но первое применение некоммутативной геометрии, рассматриваемое в нашем
курсе. А именно, теорема Конна устанавливает связь этого следа с вычетом
Водзицки классических псевдодифференциальных операторов.

В третьем разделе излагается некоммутативное дифференциальное исчисле-
ние на алгебрах. Для каждой алгебры с единицей строится универсальная диф-
ференциальная алгебра (кратко: DG-алгебра) над ней, являющаяся универсаль-
ным объектом в категории DG-алгебр. Наиболее важным примером DG-алгебр
служат для нас циклы, т.е. DG-алгебры с интегралом. В терминах универсаль-
ной DG-алгебры вводятся понятия связности и кривизны, а также характер
Черна. Для его определения естественно использовать язык когомологий Хох-
шильда, который представлен в заключительной части лекции.

Четвертый раздел посвящен квантовым дифференциалам и квантовому со-
ответствию. Это соответствие между пространствами функций вещественных
переменных и банаховыми алгебрами устанавливается с помощью процедулы
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квантования. Возникающее при этом операторное исчисление называется кван-
товым. Приводится целый ряд утверждений из указанного исчисления, в том
числе касающихся интерпретации идеалов Шэттена в духе некоммутативной
геометрии. Основное внимание уделяется операторам Гильберта–Шмидта.

Пятый раздел посвящен универсальному пространству Тейхмюллера T и
его квантованию. Это пространство, возникшее в работах Альфорса и Берса
по квазиконформным отображениям, определяется как фактор пространства
квазисимметричных гомеоморфизмов единичной окружности S1 по подгруппе
Мебиуса Möb(S1) дробно-линейных автоморфизмов единичного круга ∆. Ква-
зисимметричные гомеоморфизмы S1 – это граничные значения квазиконформ-
ных гомеоморфизмов круга ∆. Название универсального пространства Тейх-
мюллера T объясняется тем, что оно содержит в себе в качестве комплексных
подмногообразий все классические пространства Тейхмюллера. Помимо этого,
T содержит пространство S нормализованных диффеоморфизмов окружности
S1, т.е. диффеоморфизмов S1, рассматриваемых по модулю группы Мебиуса
Möb(S1). Это пространство можно рассматривать как регулярную часть T (в
смысле, который уточняется ниже). Пространство T допускает грассманову ре-
ализацию в виде бесконечномерного диска Зигеля.

Переходя к задаче квантования пространства T , рассматриваемой в пятом
разделе, мы излагаем вначале решение этой задачи для пространства S нор-
мализованных диффеоморфизмов окружности S1. Его удается получить с по-
мощью классических методов дираковского квантования. Однако указанные
методы не работают применительно ко всему пространству T . В этом случае
приходится применять другой подход, основанный на идеях некоммутативной
геометрии.

В шестом разделе мы занимаемся применениями некоммутативной геомет-
рии к математическому обоснованию квантового эффекта Хола. Вначале из-
лагаются основы классической теории Блоха и ее некоммутативного варианта
в присутствии магнитного поля. Для того, чтобы воспользоваться аппаратом
некоммутативной геометрии строится C∗-алгебра наблюдаемых, связанная с
магнитным операторомШредингера. Коцикл Холла, отвечающий за квантовый
эффект Холла, является циклическим коциклом на этой алгебре наблюдаемых.



Глава 1

БАНАХОВЫ АЛГЕБРЫ

1.1 C∗-алгебры
Определение 1. Банаховой алгеброй называется ассоциативная алгебра A над
полем C, являющаяся одновременно полным нормированным пространством, в
котором выполняются соотношения

‖ab‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖

для всех a, b ∈ A. Если алгебра A унитальна, т.е. содержит единицу 1A, то
предполагается, что ‖1A‖ = 1.

Определение 2. Инволюцией в алгебре A называется изометрическое антили-
нейное отображение a 7→ a∗, обладающее свойствами:

(a∗)∗ = a, (ab)∗ = b∗a∗

для любых a, b ∈ A. Банахова алгебра с инволюцией называется иначе банахо-
вой *-алгеброй. C∗-алгебра — это банахова *-алгебра A, обладающая дополни-
тельным свойством

‖a2‖ = ‖a∗a‖
для всех a ∈ A.

Стандартным примером такой алгебры является алгебра непрерывных функ-
ций на компакте. Более подробно, пусть X – хаусдорфово компактное тополо-
гическое пространство. Обозначим через C(X) алгебру непрерывных функций
f : X → C, наделенную нормой

‖f‖ = sup
x∈X
|f(x)|.

7



8 Глава 1. БАНАХОВЫ АЛГЕБРЫ

Единицей в алгебре C(X) служит функция f ≡ 1, а роль инволюции играет
отображение: f 7→ f ∗, где f ∗(x) := f(x). Алгебра C(X) является коммутативной
унитальной C∗-алгеброй.

Заметим, что всякую неунитальную банахову алгебру A можно сделать уни-
тальной, формально добавляя к ней единицу 1A. Более подробно, расширим
алгебру A до алгебры A+ := A× C. Произведение в A+ вводится по правилу:

(a, λ) · (b, µ) = (ab+ µa+ λb, λµ),

при этом 1A отождествляется с элементом (0, 1). Норма элемента (a, λ) опреде-
ляется как

‖(a, λ)‖ := sup
‖b‖≤1

{‖ab+ λb‖}.

Построенная алгебра A+ является унитальной C∗-алгеброй, если A есть C∗-
алгебра.

Рассмотрим в качестве примера алгебру C0(Y ) непрерывных функций на
локально компактном топологическом пространстве Y , стремящихся к нулю
на "бесконечности" . Эта алгебра состоит из функций f , непрерывных на Y ,
для которых множество {y ∈ Y : |f(y)| ≥ ε} компактно для любого ε > 0.
Алгебра C0(Y ) не унитальна, а ее унитализация C0(Y )+ совпадает с алгеброй
C(Y +) функций, непрерывных на одноточечной компактификации Y + := Y ∪
{∞} пространства Y . Обратно, если удалить из компактного топологического
пространства X неизолированную точку x0 ∈ X, то полученное пространство
Y := X \x0} будет локально компактно, причем Y + = X, а C0(Y ) = {f ∈ C(X) :
f(x0) = 0}.

Таким образом, процедура унитализации банаховых алгебр отвечает на язы-
ке топологических пространств одноточечной компактификации.

1.2 Характеры и спектр

Определение 3. Характером банаховой алгебры A называется гомоморфизм
алгебр µ : A → C. Иначе говоря, это ненулевой линейный функционал µ :
A→ C на алгебре A, обладающий свойством мультипликативности, т.е. µ(ab) =
µ(a)µ(b) для всех a, b ∈ A. Если алгебра A унитальна, то µ(1A) = 1. Множество
характеров алгебры A обозначается через M(A) и называется иначе спектром
алгебры A.

Примером характера алгебры A = C(X) непрерывных функций на ком-
пактном топологическом пространстве может служить отображение эвалюации
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= ”значение в точке” x ∈ X:

εx : f 7−→ f(x), f ∈ A.

В случае, если A – неунитальная алгебра, любой характер µ ∈M(A) можно
продолжить на ее унитализацию A+, полагая: µ(0, 1) = 1. При этом нулевой
функционал на A продолжится до ненулевого характера на A+, задаваемого
формулой: µ0(a, λ) = λ. Тем самым, пространство M(A+) можно отождествить
с M(A) ∪ {µ0}.
Определение 4. Спектром sp(a) элемента a унитальной банаховой алгебры
A называется множество комплексных чисел λ таких, что элемент a − λ1A не
обратим в A. Если алгебра A не унитальна, то спектр a состоит из комплексных
чисел λ таких, что элемент a− λ1A+ не обратим в A+.

Также, как для спектра ограниченного линейного оператора в гильбертовом
пространстве, доказываются следующие два свойств спектра:

1) cпектр sp(a) произвольного элемента a ∈ A замкнут; кроме того, он огра-
ничен, а именно, содержится в круге {λ ∈ C |λ| ≤ ‖a‖}, а потому компак-
тен;

2) спектр sp(a) произвольного элемента a ∈ A непуст.

Заметим, что значение µ(a) любого характера µ унитальной алгебры A на
произвольном элементе a ∈ A принадлежит sp(a). Действительно, в против-
ном случае элемент a − µ(a)1A был бы обратим в A вместе с элементом µ(a −
µ(a)1A) = 0.

Так как sp(a) лежит в круге {λ : |λ| ≤ ‖a‖}, то отсюда следует, что |µ(a)| ≤
‖a‖, т.е. ‖µ‖ ≤ 1, где

‖µ‖ = sup
a∈A\{0}

|µ(a)‖
‖a‖

. (1.1)

На самом деле, ‖µ‖ = 1, поскольку µ(1A) = 1.

Определение 5. Элемент a ∈ A банаховой *-алгебры A называется самосо-
пряженным, если a∗ = a.

Произвольный элемент a банаховой алгебры A можно записать в виде суммы
a = α + iβ самосопряженных элементов алгебры A, равных

α =
a+ a∗

2
, β =

a− a∗

2i
. (1.2)

В этих терминах a∗ = α− iβ.
Приведем еще одно важное свойство характеров C∗-алгебры A, доказатель-

ство которого оставляем читателю.
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3) если a – самосопряженный элемент C∗-алгебры A, то значение µ(a) любого
характера µ ∈M(A) на этом элементе вещественно.

Определение 6. Спектральным радиусом элемента a ∈ A называется число

r(a) = max{|λ| : λ ∈ sp(a)}.

В частности, r(a) ≤ ‖a‖.

Спектральный радиус можно вычислить по формуле Коши–Адамара

r(a) = lim
n→∞

‖an‖1/n.

Из нее следует, что спектральный радиус самосопряженного элемента a C∗-
алгебры A совпадает с его нормой: r(a) = ‖a‖ (почему?).

1.3 Спектр коммутативной банаховой алгебры. Пре-
образование Гельфанда

Обозначим через A∗ банахово пространство непрерывных линейных функци-
оналов ϕ : A → C на алгебре A с нормой (1.1). Рассмотрим на A∗ ∗-слабую
топологию, т.е. топологию поточечной сходимости на элементах из A. В случае,
когда A = C(X) есть алгебра непрерывных функций на компакте X, простран-
ство A∗ состоит из комплексных мер на X с обычной топологией. По теореме
Банаха–Алаоглу единичный шар A∗1 в пространстве A∗ компактен в ∗-слабой
топологии. Поскольку спектр M(A) унитальной алгебры A содержится в A∗1,
мы можем наделить его индуцированной топологией. В этой топологии спектр
коммутативной банаховой алгебры является локально компактным топологи-
ческим пространством.

Определение 7. Пусть A – коммутативная банахова алгебра. Ее преобразова-
нием Гельфанда называется отображение

G : A −→ C0(M(A)),

задаваемое формулой

A 3 a 7−→ â : M(A)→ C, где â(µ) := µ(a).
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Заметим, что преобразование Гельфанда A → C0(M(A)) непрерывно. По-
смотрим, как оно действует на инволюцию в алгебре A. Если A есть C∗-алгебра
и µ ∈M(A), то в соответствии с разложением (1.2)

µ(a∗) = µ(α− iβ) = µ(α)− iµ(β) = µ(a).

Последнее равенство справедливо, поскольку значения характера µ на самосо-
пряженных элементах вещественны.

Следовательно, â∗(µ) = â(µ), т.е.

G(a∗) = G(a).

Иными словами, преобразование Гельфанда коммутирует с инволюциями в A
и C0(M(A)), т.е. является *-гомоморфизмом.

Приведем еще одно важное свойство характеров коммутативных C∗-алгебр,
которое можно рассматривать как аналог теоремы Хана-Банаха.

4) если λ ∈ sp(a) для элемента a унитальной коммутативной C∗-алгебры A,
то найдется характер µ ∈M(A) такой, что µ(a) = λ.

1.4 Теорема Гельфанда–Наймарка

Напомним вначале формулировку теоремы Стоуна–Вейерштрасса, используе-
мой в доказательстве теоремы Гельфанда–Наймарка.

Пусть B – подалгебра в алгебре C0(Y ) функций, непрерывных на локально
компактном топологическом пространстве Y . Будем говорить, что алгебра B
не обращается в нуль в точке y ∈ Y , если найдется функция из B, не равная
нулю в этой точке.

Теорема 1 (Стоун–Вейерштрасс). Пусть Y – локально компактное топологи-
ческое пространство, B – замкнутая подалгебра в C0(Y ), которая разделяет
точки Y . Предположим, что алгебра B не обращается в нуль ни в одной точке
Y и замкнута относительно комплексного сопряжения. Тогда B = C0(Y ).

Теперь сформулируем теорему Гельфанда–Наймарка.

Теорема 2 (Гельфанд–Наймарк). Пусть A – коммутативная C∗-алгебра. То-
гда преобразование Гельфанда задает изометрический *-изоморфизм G : A →
C0(M(A)).
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Доказательство. Как мы уже показали, преобразование Гельфанда задает *-
гомоморфизм. Его изометричность вытекает из следующей цепочки равенств:

‖â‖2 = ‖â∗â‖ = ‖â∗a‖ = r(a∗a) = ‖a∗a‖ = ‖a‖2,

где равенство ‖â∗a‖ = r(a∗a) вытекает из свойства 4) характеров коммутатив-
ных C∗-алгебр (почему?).

В частности, преобразование Гельфанда инъективно. Поэтому образ G(A)
алгебры A в C0(M(A)) является подалгеброй, которая полна (поскольку полна
алгебра A, а G изометрично) и, следовательно, замкнута. Отображение эва-
люации разделяет мультипликативные функционалы на A и алгебра G(A) не
обращается в нуль ни в одной точке M(A). Кроме того, алгебра G(A) замкнута
относительно комплексного сопряжения. Следовательно, по теореме Стоуна–
Вейерштрасса подалгебра G(A) совпадает с C0(M(A)).

1.5 Соответствие: компактные пространства↔ уни-
тальные коммутативные банаховы алгебры

Непрерывное отображение f : X → Y компактных топологических пространств
порождает гомоморфизм их алгебр непрерывных функций Cf : C(Y )→ C(X)
по формуле ϕ 7→ ϕ◦f . Это унитальный (т.е. сохраняющий единицу) *-гомоморфизм,
обладающий следующим функториальным свойством: если задано другое непре-
рывное отображение g : Y → Z компактных топологических пространств, то
C(g ◦ f) = Cf ◦ Cg.

Следовательно, соответствие

F : X 7−→ C(X), f 7−→ Cf

задает контравариантный функтор из категории компактных топологических
пространств (с непрерывными отображениями в качестве морфизмов) в катего-
рию унитальных коммутативных C∗-алгебр (с унитальными *-гомоморфизмами
в качестве морфизмов).

Обратный к нему функтор Φ строится следующим образом. Напомним, что
*-слабая топология на M(A) является слабейшей из тех, для которых непре-
рывны все отображения эвалюации â : M(A)→ C, a ∈ A. В частности, отобра-
жение f : X →M(A) непрерывно тогда и только тогда, когда все отображения
â ◦ f : X → C непрерывны.

Пусть ϕ : A→ B – унитальный *-гомоморфизм унитальных коммутативных
C∗-алгебр. Обозначим через Mϕ : M(B) → M(A) отображение, задаваемое
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формулой µ 7→ µ ◦ ϕ. Оно непрерывно, поскольку все функции вида â ◦Mϕ =

ϕ̂(a) непрерывны для a ∈ A, и обладает функториальным свойством: если ψ :
B → C – другой унитальный *-гомоморфизм унитальных коммутативных C∗-
алгебр, то M(ψ ◦ ϕ) = Mϕ ◦Mψ.

Построенные функторы задают эквивалентность указанных выше катего-
рий. При этом справедливы следующие два утверждения:

• две унитальные коммутативные C∗-алгебры изоморфны тогда и только
тогда, когда их спектры гомеоморфны;

• группа автоморфизмов AutA унитальной коммутативной C∗-алгебры A
изоморфна группе гомеоморфизмов Homeo(M(A)) ее спектра.

Построенная эквивалентность категорий устанавливает словарь соответствия
между топологией и алгеброй:

топология ←→ алгебра
гомеоморфизм ←→ изоморфизм

компактность ←→ унитальность
компактификация ←→ добавление единицы
открытое подмножество ←→ идеал
замкнутое подмножество ←→ фактор-алгебра
метризуемость ←→ сепарабельность
связность ←→ отсутствие

нетривиальных идемпотентов
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Глава 2

НЕКОММУТАТИВНЫЙ
ИНТЕГРАЛ

2.1 Идеалы в алгебре компактных операторов
Для построения некоммутативной версии анализа на C∗-алгебрах, необходимо,
прежде всего ввести, как и в классическом анализе, понятие ”бесконечно малых”
элементов. Их роль в алгебре ограниченных линейных операторов в гильберто-
вом пространстве будут играть компактные операторы. Порядок их ”малости”
определяется скоростью убывания сингулярных чисел этих операторов. Напом-
ним их определение.

Пусть T есть компактный оператор в гильбертовом пространстве H и |T | =√
T ∗T – положительный квадратный корень из T ∗T (мы отождествляем поня-

тия "положительный"и "неотрицательный"операторы). Обозначим через {µn(T )}
последовательность сингулярных чисел (s-чисел) оператора T , задаваемых соб-
ственными значениями оператора |T |, упорядоченными по убыванию:

µ0(T ) ≥ µ1(T ) ≥ . . . ,

так что µn(T )→ 0 при n→∞.
Сингулярные числа оператора T можно найти, пользуясь следующим экви-

валентным определением:

µn(T ) = inf
E
{‖T |E⊥‖ : dimE = n}, (2.1)

где нижняя грань берется по всем n-мерным подпространствам E ⊂ H, а через
E⊥ обозначается ортогональное дополнение к пространству E. На самом деле,
эта нижняя грань достигается на подпространстве En, порожденном первыми n

15
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собственными векторами оператора |T |, отвечающими собственным значениям
µ0, . . . , µn−1.

По-другому, µn(T ) можно определить как расстояние от оператора T до
подпространства Finn операторов ранга≤ n, т.е.

µn(T ) = inf
R
{‖T −R‖ : R ∈ Finn}. (2.2)

Свойства s-чисел:

1. |µn(T1)−µn(T2)| ≤ ‖T1−T2‖, откуда следует, что функционал µn(T ) непре-
рывен по T в равномерной топологии при любом n.

2. µn+m(T1 + T2) ≤ µn(T1) + µm(T2), поскольку Finn + Finm ⊂ Finn+m.

3. µn+m(T1T2) ≤ µn(T1)µm(T2), откуда следует, что

µn(T1T2) ≤ µn(T1)‖T2‖, µn(T1T2) ≤ ‖T1‖µn(T2),

так как µ0(T ) = ‖T‖.

Определение 8. Пусть T есть компактный оператор в гильбертовом про-
странстве H. Будем говорить, что T принадлежит пространству Lp = Lp(H),
1 ≤ p <∞, если

∞∑
n=0

µn(T )p <∞.

Пространство Lp является идеалом в алгебре K = K(H) компактных опера-
торов и в алгебре L = L(H) ограниченных линейных операторов, действующих
в гильбертовом пространстве H.

Наиболее известными примерами указанных идеалов являются класс L1

ядерных операторов, наделенный нормой

‖T‖1 := Tr|T | =
∞∑
n=0

µn(T ),

и класс L2 операторов Гильберта–Шмидта, наделенный нормой

‖T‖2
2 :=

∞∑
n=0

µn(T )2,

относительно которой L2 является гильбертовым пространством.
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Введем величину, которая играет важную роль в последующем:

σN(T ) :=
N−1∑
n=0

µn(T ). (2.3)

По-другому, ее можно определить как

σN(T ) = sup
E
{‖TPE‖1 : dimE = N}, (2.4)

где PE – ортогональный проектор на N -мерное подпространство E, а верхняя
грань достигается снова на подпространстве EN , порожденном первыми N соб-
ственными векторами оператора |T |.

Из последнего определения вытекает, что σN удовлетворяет неравенству тре-
угольника

σN(T1 + T2) ≤ σN(T1) + σN(T2)

и, следовательно, задает полунорму на K.
Приведем еще одно, необходимое для дальнейшего, определение этой вели-

чины:
σN(T ) = inf{‖R‖1 +N‖S‖ : R, S ∈ K, R + S = T}. (2.5)

Оно позволяет распространить определение σN как функции натурального па-
раметра N на произвольные неотрицательные значения λ ∈ [0,∞), полагая

σλ(T ) = inf{‖R‖1 + λ‖S‖ : R, S ∈ K, R + S = T}. (2.6)

Можно показать, что функция σλ(T ) обладает следующими свойствами:

1. σλ(T ) кусочно линейна и выпукла; более того, если λ = N + t c 0 ≤ t < 1,
так что N = [λ], то

σλ(T ) = (1− t)σN(T ) + tσN+1(T );

2. σλ(S + T ) ≤ σλ(S) + σλ(T );

3. σλ+µ(S + T ) ≥ σλ(S) + σµ(T ) для положительных операторов S.T ∈ K.

Из двух последних свойств вытекает неравенство, выполняющееся для про-
извольных компактных положительных операторов S, T :

σλ(S + T ) ≤ σλ(S) + σλ(T ) ≤ σ2λ(S + T ). (2.7)

Это свойство субаддитивности функции σλ(T ) на конусе положительных ком-
пактных операторов сыграет важную роль при определении следа Диксмье.

Помимо идеалов Lp введем еще интерполяционные идеалы Lp,q.
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Определение 9. Определим Lp,q = Lp,q(H) при 1 < p < ∞, 1 ≤ q < ∞, как
интерполирующее пространство между K и L1. А именно, будем говорить, что
оператор T ∈ Lp,q, если

∞∑
N=1

N (α−1)q−1σN(T )q <∞ ,

где α = 1/p. Дополним это определение при q =∞, полагая, что T ∈ Lp,∞, если
последовательность чисел {Nα−1σN(T )}∞N=1 ограничена.

Каждое из введенных пространств Lp,q является двусторонним идеалом в
алгебре K компактных операторов. При p1 < p2 и при p1 = p2, q1 < q2 имеются
включения

Lp1,q1 ⊂ Lp2,q2 .

Рассмотрим подробнее некоторые конкретные примеры пространств Lp,q.
Пространство Lp,p, 1 ≤ p <∞, совпадает с идеалом Шаттена Lp. Простран-

ство Lp,∞, 1 < p < ∞, состоит из компактных операторов T , для которых
σN(T ) = O(N1−α), т.е. µn(T ) = O(n−α). На этом пространстве имеется есте-
ственная норма

‖T‖p,∞ = sup
N

1

N1−ασN(T ).

Пространство Lp,1 состоит из компактных операторов T , для которых схо-
дится ряд

∞∑
N=1

Nα−2σN(T ),

что эквивалентно сходимости ряда
∑∞

n=1 n
α−1µn−1(T ).

Между этими пространствами имеются следующие вложения:

Lp− ≡ Lp,1 ⊂ Lp ≡ Lp,p ⊂ Lp,∞ ≡ Lp+.

Дополним их определение пространств Lp,q для при p = 1, q =∞, полагая

L1,∞ = {T ∈ K : σN(T ) = O(logN)}

и наделим его нормой

‖T‖1,∞ = sup
N≥2

σN(T )

logN
. (2.8)
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Если эта норма конечна, то µn(T ) = O(1/n). Пространство L1,∞ является иде-
алом, двойственным к идеалу

L∞,1 = {T ∈ K :
∞∑
n=1

µn(T )

n
<∞}.

Как было указано выше, для ядерных операторов T ∈ L1 определен след, за-
даваемый суммой s-чисел этого оператора и именно след играет роль некомму-
тативного интеграла в алгебре компактных операторов. Однако с точки зрения
приложений класс ядерных операторов слишком узок, поэтому в следующем
пункте мы введем след Диксмье, который определен для более широкого клас-
са операторов T ∈ L1,∞.

2.2 След Диксмье
Пусть T есть положительный оператор, принадлежащий идеалу L1,∞. Нам хо-
телось бы определить его след по формуле

lim
N→∞

1

logN

N−1∑
n=0

µn(T ) = lim
N→∞

σN(T )

logN
. (2.9)

При этом возникают два вопроса:

1) Существует ли предел в формуле (2.9) для всех операторов T ∈ L1,∞?

2) Является ли функционал, задаваемый формулой (2.9), линейным?

Заметим, что решение вопроса о линейности указанного функционала тесно
связано с ответом на вопрос о существовании предела в формуле (2.9). Дей-
ствительно, для установления линейности нам необходимо сравнить величину

γN =
σN(T1 + T2)

logN

с суммой величин

αN =
σN(T1)

logN
и βN =

σN(T2)

logN
.

Из неравенства треугольника для σN(T ) вытекает, что γN ≤ αN + βN , а из
отмеченного в п.2.1 неравенства σN(T1) + σN(T2) ≤ σ2N(T1 + T2) вытекает, что

αN + βN ≤
log(2N)

logN
γ2N .
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Так как log(2N)/ logN → 1 при N →∞, мы видим, что существование предела
в формуле (2.9) обеспечивает нам линейность функционала, задаваемого этой
формулой.

Переходя к вопросу о существовании указанного предела, заметим, что для
любого T ∈ L1,∞ последовательность чисел{

σN(T )

logN

}
ограничена.

Это позволяет нам рассмотреть вопрос о существовании предела в фор-
муле (2.9) в следующей, более общей постановке. А именно, будем искать на
пространстве `∞(N) ограниченных последовательностей a = {an}∞n=1 линейную
форму, обозначаемую через

Limω,

которая обладает следующими свойствами:

1. Limωa ≥ 0, если все an ≥ 0;

2. Limωa = limn→∞ an, если предел справа существует;

3. Limω(a1, a1, a2, a2, a3, a3, . . .) = Limω{an}.

Единственным нетривиальным условием является последнее, которое трак-
туется как асимптотическая масштабная инвариантность. Для того, чтобы
пояснить происхождение данного термина, перейдем от последовательностей
{an} к функциям вещественного параметра, как мы уже делали это в слу-
чае функции σN . А именно, построим по последовательности {an}∞n=1 ограни-
ченную функцию fa(λ) на положительной вещественной полуоси, задаваемую
следующим образом: если λ = N + t с 0 ≤ t < 1, т.е. [λ] = N , то положим
fa(λ) = (1 − t)aN + taN+1. Тем самым, введенная функция fa(λ) является ку-
сочно линейной.

Заменим теперь функцию f(λ) ≡ fa(λ) ее чезаровским средним

(Mf)(λ) =
1

log λ

∫ λ

3

f(t)

t
dt.

Это среднее на ограниченных функциях f обладает следующим свойством асимп-
тотической масштабной инвариантности:

|M(Sµf)(λ)−Mf(λ| −→ 0 при λ→ +∞,
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где (Sµf)(λ) := f(µλ) для любого µ > 0. Возвращаясь к свойству (3) масштаб-
ной инвариантности, заметим, что последовательности ã = (a1, a1, a2, a2, a3, a3, . . .)
отвечает функция fã = S1/2(fa).

Сформулируем теперь более точно, какого рода предел мы хотели бы полу-
чить на пространстве Cb(R+) ограниченных непрерывных функций на полуоси
R+ := [1,∞). Поскольку нас интересуют только пределы указанных функций
на бесконечности, перейдем от пространства Cb(R+) к фактору

B+ := Cb(R+)/C0(R+)

по подпространству C0(R+) непрерывных функций функций, обращающихся в
нуль на бесконечности.

Фиксируем положительную линейную форму ω на пространстве Cb(R+) та-
кую, что ω = 0 на подпространстве C0(R+) и ω(1) = 1. Такая форма спускается
на B+ и называется состоянием на C∗-алгебре B+. Мы можем рассматривать
ω(f) как ”обобщенный предел” функции f ∈ Cb(R+) на бесконечности. По фор-
ме ω мы можем определить предел Limω(a) последовательности a ∈ `∞(N) как

Limω(a) := ω(Mfa).

Можно рассматривать Limω(a) как предел последовательности a по Чезаро.

Определение 10. Для любого состояния ω на C∗-алгебре B+ = Cb(R+)/C0(R+)
определим след Диксмье положительного оператора T ∈ L1,∞ по формуле

Trω(T ) = Limω
σλ(T )

log λ
. (2.10)

Свойства следа Диксмье:

1. Аддитивность: Trω(T1 + T2) = Trω(T1) + Trω(T2).

2. Положительность: след Диксмье можно продолжить на весь идеал L1,∞

так, чтобы свойство Trω(T ) ≥ 0 выполнялось на положительных операто-
рах T ∈ L1,∞.

3. Унитарная инвариантность: Trω(UTU∗) = Trω(T ) для любого унитарно-
го оператора U .

4. Коммутативность: для любого ограниченного оператора S ∈ L(H) и
любого T ∈ L1,∞ справедливо равенство: Trω(ST ) = Trω(TS).
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5. След Trω(T ) равен нулю на подпространстве L1,∞
0 , совпадающем с замы-

канием по норме ‖ · ‖1,∞ пространства Fin операторов конечного ранга. В
частности, этот след зануляется на всех ядерных операторах из простран-
ства L1.

Пояснения требует только второе свойство. Для того, чтобы продолжить
след Диксмье на весь идеал L1,∞, нужно представить произвольный оператор
T ∈ L1,∞ в виде разности двух положительных операторов из этого класса
и, тем самым, продолжить след Диксмье на весь идеал L1,∞ с сохранением
свойства положительности.

В общем случае, след Trω зависит от выбора состояния ω.

Определение 11. Будем называть оператор T ∈ L1,∞ измеримым, если суще-
ствует предел

lim
λ→∞

σλ(T )

log λ
= lim

n→∞

σn(T )

log n
.

В этом случае след Диксмье Trω(T ) не зависит от ω, поэтому будем обозначать
его через

Tr+ T = lim
λ→∞

σλ(T )

log λ
.

Приведем в качестве примера формулу для следа оператора Лапласа-Бельтрами
на сфере Sn, наделенной стандартной метрикой. Собственные числа этого опе-
ратора равны l(l + n − 1), где l – натуральное число, и имеют кратность ml =(
l+n
n

)
−
(
l+n−2
n

)
. Оператор ∆−n/2 измерим, а его след Диксмье равен

Tr+ ∆−n/2 =
2

n!
.

2.3 Псевдодифференциальные операторы

Псевдодифференциальные операторы являются обобщением обычных диффе-
ренциальных операторов. Напомним, что дифференциальный оператор порядка
d в области U ⊂ Rn задается дифференциальным выражением вида

P (x,D) =
∑
|α|≤d

aα(x)Dα

с коэффициентами aα(x), являющимися гладкими функциями в области U .
Здесь α = (α1, . . . , αn) – мультииндекс α ∈ Zn+ c неотрицательными целыми
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компонентами, а Dα = Dα1
1 . . . Dαn

n , где Dj = −i∂/∂xj. Пользуясь преобразова-
нием Фурье, этот оператор можно переписать в виде

P (x,D)f =
1

(2π)n

∫
ei(x−y)·ξp(x, ξ)f(y) dy dξ, (2.11)

где
p(x, ξ) =

∑
|α|≤d

aα(x)ξα

есть символ оператора P (x,D).
Для того, чтобы перенести последнее определение на псевдодифференци-

альные операторы, расширим предварительно класс допустимых символов. А
именно, введем класс символов Sd(U) порядка d, который состоит из функций
p(x, ξ) ∈ C∞(U ×Rn), удовлетворяющих на любом компакте K ⊂ U следующей
оценке: для любых мультииндексов α, β ∈ Zn+∣∣Dβ

xD
α
ξ p(x, ξ)

∣∣ ≤ C
(
1 + |ξ|2

) d−|α|
2

для всех x ∈ K, ξ ∈ Rn с константой C, зависящей от α, β и K.

Определение 12. Псевдодифференциальным оператором порядка d в области
U ⊂ Rn называется оператор P , задаваемый формулой (2.11) с символом p ∈
Sd(U). Пространство всех таких операторов обозначается через Ψd(U).

Непосредственно из определения следует, что оператор P корректно опре-
делен как линейный оператор, действующий непрерывно из пространства D(U)
C∞-гладких функций с компактными носителями в U в пространство E(U) ≡
C∞(U) C∞-гладких функций в области U . По двойственности он продолжает-
ся до непрерывного линейного оператора P : E ′(U) → D′(U), действующего на
обобщенных функциях с компактными носителями в области U . Если, в част-
ности, U = Rn, то такой оператор продолжается до непрерывного линейного
оператора, действующего в пространстве Шварца S ′(Rn) медленно растущих
обобщенных функций.

Ядром оператора P является обобщенная функция k ∈ D′(U × U), задавае-
мая интегралом

k(x, y) =
1

(2π)n

∫
ei(x−y)·ξp(x, ξ) dξ,

понимаемым в смысле обобщенных функций. Заметим, что ядро k является
гладким вне диагонали в U × U . Если k ∈ C∞(U × U), то определяемый им
псевдодифференциальный оператор называется сглаживающим, а его порядок
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полагается равным −∞. Такой оператор продолжается до непрерывного линей-
ного отображения из E ′(U) в E(U).

Символы псевдодифференциальных операторов удобно задавать разложе-
ниями в асимптотические ряды. А именно, какова бы ни была последователь-
ность символов {pk}∞k=0, pk ∈ Sdk(U), где {dk} – убывающая последовательность
вещественных чисел с dk → −∞ при k →∞, существует символ p ∈ Sd0(U) та-
кой, что

p−
n−1∑
k=0

pdk ∈ Sdn(U) для всех n = 0, 1, . . . ,

причем этот символ определен однозначно по модулю пространства S−∞(U)
сглаживающих символов. В этом случае принято писать, что p ∼

∑∞
k=0 pdk .

Стандартным примером являются т.н. классические символы, для которых
показатели dk = d−k, а pk(x, ξ) являются однородными функциями по ξ порядка
dk. Асимптотическое разложение символа принимает в этом случае вид

p(x, ξ) ∼
∞∑
k=0

pd−k(x, ξ).

Главный член pd(x, ξ) в этом разложении называется главным символом.
Псевдодифференциальные операторы образуют алгебру, о свойствах кото-

рой можно прочесть в книгах [12],[35]. Для нас наибольший интерес представ-
ляют эллиптические операторы, которые определяются следующим образом.

Определение 13. Псевдодифференциальный оператор P ∈ Ψd(U) называется
эллиптическим, если найдутся положительные непрерывные функции c и C в
области U , для которых символ оператора P удовлетворяет оценке

|p(x, ξ)| ≥ c(x)|ξ|d при |ξ| ≥ C(x), x ∈ U.

Эллиптические псевдодифференциальные операторы обратимы по модулю
сглаживающих, точнее, имеет место следующее

Предложение 1. Псевдодифференциальный оператор P ∈ Ψd(U) является
эллиптическим тогда и только тогда, когда существует символ q ∈ S−d(U)
такой, что отвечающий ему оператор Q ∈ Ψ−d(U) удовлетворяет соотноше-
нию

P ◦Q = Q ◦ P ≡ 1 mod Ψ−∞(U).

Для того, чтобы перенести определение псевдодифференциальных операто-
ров на многообразия, необходимо изучить их поведение относительно замен,
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порождаемых гладкими диффеоморфизмами. Пусть ϕ : U → V есть диффео-
морфизм области U ⊂ Rn на другую область V ⊂ Rn. Если P ∈ Ψd(U) –
псевдодифференциальный оператор порядка d в области U , то формула

ϕ∗P (f) := P (ϕ∗f) ◦ ϕ−1

определяет псевдодифференциальный оператор в области V . На самом деле,
справедливо следующее

Предложение 2. Пусть оператор P ∈ Ψd(U) обладает следующим свойством
псевдолокальности: как сам оператор P , так и сопряженный к нему оператор
P ∗, отображают пространство E ′(U) в себя. Тогда для заданного диффеомор-
физма ϕ : U → V оператор Pϕ := ϕ∗P принадлежит Ψd(V ) и обладает тем
же свойством псевдолокальности. Кроме того, символ pϕ этого оператора
имеет асимптотическое разложение вида

pϕ(x, ξ) ∼
∑
|α|≥0

1

α!
qα(x, ξ)Dα

ξ (ψ(x), t(ψ′(x)−1)ξ),

где ψ := ϕ−1, q0(x, ξ) = 1, а qα(x, ξ) – полином по ξ степени≤ 1
2
|α|.

Явные выражения для коэффициентов qα(x, ξ) можно найти в [12], том III,
теорема 18.1.17. Отметим только, что для главного символа pϕ,d(x, ξ) формула
замены переменных имеет вид

pϕ,d(ϕ(x), ξ) = pd(x,
tϕ′(x)ξ).

С учетом этого предложения мы можем определить псевдодифференциаль-
ные операторы на компактном многообразии (заметим, что эти операторы бу-
дут автоматически удовлетворять условию псевдолокальности из предыдущего
предложения).

Определение 14. Пусть M есть компактное многообразие. Линейный опера-
тор P : D(M)→ C∞(M) называется псевдодифференциальным оператором по-
рядка d, если его ядро является гладким вне диагонали в M ×M и для любой
координатной карты (U,ϕ) оператор ϕ∗P , действующий изD(ϕ(U)) в C∞(ϕ(U)),
является псевдодифференциальным оператором из пространства Ψd(ϕ(U)). Та-
кой оператор называется классическим, если все его локальные выражения яв-
ляются псевдодифференциальными операторами с классическими символами.

Из приведенной выше формулы замены переменных в главном символе сле-
дует, что он инвариантно определен как функция на кокасательном расслоении
T ∗M → M . Эллиптические псевдодифференциальные операторы определяют-
ся как операторы, локальные выражения которых являются эллиптическими
операторами.
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2.4 Вычет Водзицки и теорема Конна о следе
Важность следа Диксмье, введенного в п.2.2, объясняется тем, что он корректно
определен для широкого класса псевдодифференциальных операторов и совпа-
дает в этом случае с вычетом Водзицки.

Прежде, чем перейти к определению указанного вычета, приведем несколько
вспомогательных фактов об однородных функциях и формах на кокасательном
расслоении гладкого многообразия.

Пусть M – гладкое компактное многообразие размерности n > 1 и T ∗M
– его кокасательное расслоение с локальными координатами (x, ξ), где x =
(x1, . . . , xn) – локальные координаты на M , а ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn – коорди-
наты в слое T ∗xM . Обозначим через σξ дифференциальную (n − 1)-форму на
Rn \ 0 вида

σξ :=
n∑
j=1

(−1)j−1ξjdξ1 ∧ . . . ∧ d̂ξj ∧ . . . ∧ dξn,

где ”шляпка” над dξj означает, что этот член должен быть пропущен. Форма
σξ совпадает с внутренним произведением σξ = Ey dnξ формы объема dnξ =
dξ1∧. . .∧dξn и эйлерова векторного поля E =

∑n
j=1 ξj∂/∂ξj. Сужение σξ на T ∗xM ,

x ∈M , задает плотность (см. ниже) |σξ| на единичной сфере Sn−1 = {|ξ| = 1}.
Свойство 1: для любой однородной функции p−n(ξ) порядка однородности

−n форма p−nσξ на пространстве Rn \ 0 замкнута.
Из этого свойства следует, что в интеграле вида∫

Sn−1

p−n|σξ|

можно заменить интегрирование по единичной сфере Sn−1 интегралом по лю-
бому гомологичному циклу и, в частности, по любому сечению расслоения
Rn \ 0→ Sn−1.

Напомним, что по теореме Эйлера для однородных функций f степени од-
нородности λ имеет место тождество

1

n+ λ

n∑
j=1

∂(ξjf)

∂ξj
=

1

n+ λ
(nf + Ef) = f.

При λ = −n это утверждение теряет смысл и заменяется следующим свойством.

Свойство 2: интеграл
∫
Sn−1 p−n|σξ| обращается в нуль в том и только в том

случае, когда функция p−n является суммой производных.



2.4. Вычет Водзицки и теорема Конна о следе 27

Для формулировки теоремы Водзицки нам понадобится еще понятие плот-
ности на многообразии. В случая вещественного векторного пространства V
размерности n плотностью на V называется непрерывное отображение λ :
V n → R, обладающее свойством:

λ(Av1, . . . , Avn) = | detA|λ(v1, . . . , vn)

для всех v1, . . . , vn ∈ V , A ∈ EndV . Если ω – форма объема на V , то она
определяет плотность |ω| на V по формуле: |ω|(v1, . . . , vn) := |ω(v1, . . . , vn)|.

Точно также на произвольном римановом многообразииM с римановой мет-
рикой g существует единственная плотность |νg|, принимающая значение 1 на
всех ортонормированных базисах касательных пространств TxM , x ∈ M . Если
векторы v1, . . . , vn ∈ TxM , то

|νg|(v1, . . . , vn) = | det (gx(vi, vj)) |1/2.

Такую плотность естественно называть римановой.
Пользуясь римановой плотностью, можно ввести понятие интеграла, явля-

ющегося линейной формой на пространстве плотностей на M , инвариантной
относительно диффеоморфизмов и совпадающей с интегралом Лебега на ло-
кальных картах.

Перейдем теперь к определению вычета Водзицки.

Теорема 3 (Водзицки). Пусть на гладком компактном многообразии M раз-
мерности n задан классический псевдодифференциальный оператор P . Тогда
на M существует плотность resxP , локальные выражения которой имеют
вид

resxP =

(∫
|ξ|=1

p−n(x, ξ)|σξ|
)
|dnx|. (2.12)

Интеграл от этой плотности называется вычетом Водзицки оператора P :

ResP :=

∫
M

resxP. (2.13)

Доказательство. Из формулы замены переменных в псевдодифференциаль-
ных операторах мы знаем, что под действием диффеоморфизма ϕ : U → V
из области U ⊂ Rn на область V ⊂ Rn псевдодифференциальный оператор
P ∈ Ψd(U) преобразуется в псевдодифференциальный оператор ϕ∗P ∈ Ψd(V ).
При этом символ p(x, ξ) оператора P переходит в символ pϕ(x, ξ) =: p̃(x, ξ) опе-
ратора ϕ∗P , задаваемый формулой

p̃(x, tψ′(x)η) =
∑
α

cα(x, η)∂αη p(ψ(x), η),
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в которой ξ = tψ′(x)η c ψ := ϕ−1, c0(x, η) = 1, а другие коэффициенты cα(x, η)
являются полиномами по η. Это означает, в частности, что коэффициент
p̃−n(x, tψ′(x)η) отличается от коэффициента p−n(ψ(x), η) на сумму членов, яв-
ляющихся производными по ξ.

Посмотрим теперь, как изменяется интеграл
∫
|ξ|=1

p−n(x, ξ)|σξ| под действием
невырожденных линейных замен по переменной ξ и фиксированном x. Пусть
такая замена задается отображением h. Нетрудно видеть, что h∗σξ = (deth)σhξ.

Заметим, что интеграл по сфере S = {ξ : |ξ| = 1} от формы p−n|σξ| совпа-
дает (с точностью до знака) с интегралом от этой формы по образу h(S):∫

S

p−n(x, ξ)|σξ| = ±
∫
h(S)

p−n(x, ξ),

поскольку h(S) гомологично S (знак ”плюс” отвечает случаю, когда h сохраняет
ориентацию, знак ”минус” ставится в противоположном случае). Поэтому∫

S

p−n(x, ξ)|σξ| = ±
∫
S

h∗ (p−n(x, ξ)|σξ|) = | deth|
∫
S

p−n(x, hξ)|σhξ|.

Полагая y := ψ(x), ξ = tψ′(x)η, получим следующую формулу для преобразо-
ванного вычета:∫

|ξ|=1

p̃(x, ξ)|σξ||dnx| = | detψ′(x)|
∫
|η|=1

p̃−n(x, tψ′(x)η)|ση||dnx| =∫
|η|=1

p̃−n(x, tψ′(x)η)|ση||dny| =
∫
|η|=1

p−n(y, η)|ση||dny|,

где мы воспользовались тем, что циклы |ξ| = 1 и |η| = 1 гомологичны друг другу
при фиксированном x и члены, состоящие из производных, не дают вклада в
последний интеграл. Из приведенной выкладки следует, что плотность resxP
корректно определена, так что интеграл от нее не зависит от выбора локальных
координат.

Вычислим в качестве примера вычет Водзицки для оператора Лапласа-
Бельтрами на компактном римановом многообразии.

Пусть P = ∆ есть оператор Лапласа–Бельтрами на компактном римановом
n-мерном многообразии (M, g). Тогда

Res∆−n/2 = Ωn,

где Ωn = 2πn/2

Γ(n/2)
– площадь поверхности сферы Sn−1.
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Действительно, так как ∆ есть оператор второго порядка, то ∆−n/2 имеет
порядок −n, а его главный символ имеет вид (gij(x)ξiξj)

−n/2, где (gij) – метри-
ческий тензор многообразия M , (gij) – матрица, обратная к (gij). После замены
y = ψ(x), ξ = tψ′(x)η, в которой ψ′(x) = (det g)1/2, главный символ превратится
в |η|−n, а плотность вычета будет равна

resxP = Ωn|dny| = Ωn detψ′(x)|dnx| = Ωn|νg|,

где |νg| – риманова плотность. Отсюда следует, что Res∆−n/2 = Ωn.
Обозначим через P(M) фактор-алгебру классических псевдодифференци-

альных операторов на многообразии M по идеалу сглаживающих операторов.
Еще одна теорема Водзицки (доказательство которой можно найти в [11], тео-
рема 7.6) утверждает, на алгебре P(M) (при n > 1) существует единственный
след (с точностью до умножения на ненулевую константу), задаваемый выче-
том Водзицки. Тем самым, вычет Водзицки должен совпадать (с точностью до
константы) с введенным ранее следом Диксмье.

Это утверждение составляет содержание теоремы Конна о следе.

Теорема 4. Пусть P – эллиптический псевдодифференциальный оператор по-
рядка −n на компактном римановом многообразии (M, g). Тогда оператор P
принадлежит пространству L1,∞ и измерим, а его след Диксмье связан с вы-
четом Водзицки формулой:

Tr+ P =
1

n(2π)n
ResP. (2.14)

Доказательство этой теоремы можно найти в оригинальной монографии
Конна [9] и в книге [11], теорема 7.18.

Из нее вытекает

Следствие 1. Для произвольной гладкой функции a ∈ C∞(M) имеет место
равенство ∫

M

a(x)|νg| =
n(2π)n

Ωn

Tr+(a∆−n/2g ).

Действительно, a∆−n/2 есть псевдодифференциальный оператор порядка−n
с главным символом a−n(x, ξ) := a(x)(gijξiξj)

−n/2, поэтому плотность вычета
Водзицки для него имеет вид

resx(a∆−n/2) = Ωna(x)|νg|.

Следовательно, левая часть доказываемого равенства совпадает с Ω−1
n Res(a∆−n/2).

Теперь утверждение вытекает из теоремы о следе.
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Глава 3

НЕКОММУТАТИВНОЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ
ИСЧИСЛЕНИЕ

3.1 Универсальная дифференциальная алгебра

Пусть E есть бимодуль над алгеброй A с единицей 1A.

Определение 15. Дифференцированием алгебры A со значениями в бимодуле
E называется линейное отображение D : A → E , удовлетворяющее правилу
Лейбница

D(ab) = (Da)b+ a(Db).

Из этого определения сразу следует, что D(1A) = 0, поскольку D(1A) =
2D(1A).

Обозначим множество всех дифференцирований алгебры A со значениями в
E через Der(A, E). Пространство Der(A) ≡ Der(A,A) дифференцирований алгеб-
ры A является алгеброй Ли, поскольку коммутатор двух дифференцирований
снова является дифференцированием.

Любой элемент s ∈ E определяет дифференцирование ad s из Der(A, E) по
формуле

(ad s)a := sa− as.

Такое дифференцирование называется внутренним.
Построим бимодуль Ω1A вместе с дифференцированием d : A → Ω1A, ко-

торый обладает следующим универсальным свойством: для любого дифферен-
цирования D алгебры A со значениями в бимодуле E найдется единственный

31
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морфизм бимодулей i : Ω1A → E , делающий следующую диаграмму коммута-
тивной:

Ω1A

i
��

A

d

==

D
// E .

Иначе говоря, линейное отображение HomA(Ω1A, E) → Der(A, E), задаваемое
формулой ϕ 7−→ ϕ ◦ d, должно быть изоморфизмом.

Пусть A ⊗ A есть тензорное произведение алгебры A на себя, рассматри-
ваемое как A-бимодуль с действием элементов из A, задаваемым на простых
тензорах формулами:

a(b⊗ c) ≡ (a⊗ 1A)(b⊗ c) = (ab)⊗ c,
(a⊗ b)c ≡ (a⊗ b)(1A ⊗ c) = a⊗ (bc).

Определим дифференцирование d : A → A ⊗ A алгебры A со значениями в
A⊗ A по формуле:

da := 1A ⊗ a− a⊗ 1A

(далее мы опускаем нижний индекс A в обозначении 1A там, где это не приво-
дит к недоразумению). Проверим, что d удовлетворяет правилу Лейбница. Для
этого вычислим сначала

adb = a(1⊗ b)− a(b⊗ 1) = (a⊗ 1)(1⊗ b)− (a⊗ 1)(b⊗ 1) = a⊗ b− (ab)⊗ 1,

(da)b = (1⊗ a)b− (a⊗ 1)b = (1⊗ a)(1⊗ b)− (a⊗ 1)(1⊗ b) = 1⊗ (ab)− a⊗ b.

Тогда

d(ab) = 1⊗ (ab)− (ab)⊗ 1 = a⊗ b− (ab)⊗ 1 + 1⊗ (ab)− a⊗ b = adb+ (da)b,

т.е. d действительно является дифференцированием алгебры A со значениями
в A⊗ A.

Обозначим через Ω1A подмодуль в A ⊗ A, порожденный элементами вида
adb. Он совпадает с ядром отображения

m : A⊗ A −→ A, a⊗ b 7−→ ab.

Действительно, если элемент
∑

k ak ⊗ bk ∈ A ⊗ A принадлежит Kerm, то есть∑
k akbk = 0, то ∑

k

ak ⊗ bk =
∑
k

ak(1⊗ bk − bk ⊗ 1) =
∑
k

akdbk,
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откуда и следует указанное утверждение.
Введем на Ω1A структуру A-бимодуля, полагая

a(bdc) := (ab)dc, (adb)c := ad(bc)− (ab)dc.

Проверим теперь универсальность построенного бимодуля Ω1A. Пусть E –
произвольный бимодуль над алгеброй A и D : A → E – дифференцирование
алгебры A со значениями в E . Определим отображение i : Ω1A → E , полагая
его равным на простых тензорах из A⊗ A

i(a⊗ b) := a(Db)

и сужая затем на Ω1A ⊂ A ⊗ A. Указанное отображение является морфизмом
A-бимодулей, откуда следует, что бимодуль Ω1A действительно обладает уни-
версальным свойством, отмеченным в начале этого пункта.

Определение 16. Градуированная дифференциальная алгебра (кратко: DG-
алгебра) (R•, δ) есть ассоциативная алгебра

R• =
∞⊕
n=0

Rn,

которая наделена градуированным произведением, т.е. произведением, облада-
ющим свойством Rm · Rn j Rm+n, и дифференциалом δ, т.е. линейным отобра-
жением, удовлетворяющим условиям:

1. δ является отображением степени +1, т.е. переводит Rn → Rn+1,

2. δ2 = 0,

3. δ является нечетным дифференцированием, т.е. удовлетворяет правилу
Лейбница вида

δ(ωnη) = (δωn)η + (−1)nωnδη,

где ωn ∈ Rn.

Наша цель состоит в том, чтобы построить DG-алгебру

Ω•A =
∞⊕
n=0

ΩnA

с дифференциалом d, первые два слагаемых которой имеют вид: Ω0A = A, Ω1A
– бимодуль 1-форм, определенный выше, а дифференциал d продолжает постро-
енное выше дифференцирование из алгебры A в Ω1A. Кроме того, мы хотим,
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чтобы указанная DG-алгебра обладала следующим универсальным свойством:
если (R•, δ) – другая DG-алгебра, то любой гомоморфизм алгебр ψ : A → R0

должен продолжаться до гомоморфизма алгебр ψ : Ω•A → R• степени нуль,
сплетающего дифференциалы d и δ.

Обозначим через Ā фактор Ā := A/C и через ā образ элемента a ∈ A при
проекции в Ā. Введенный ранее бимодуль Ω1A можно отождествить с

Ω1A ∼= A⊗ Ā

посредством отображения: a ⊗ b̄ 7→ adb. Это отождествление определено кор-
ректно, поскольку d(1A) = 0.

Введем наA⊗Ā структуруA-бимодуля, определяя левое и правое умножение
на элементы c ∈ A по формулам

c(a0 ⊗ ā1) = (ca0)⊗ ā1,

(a0 ⊗ ā1)c = a0 ⊗ a1c− (a0a1)⊗ c̄.

С учетом этого определения отображение A⊗ Ā→ Ω1A становится изоморфиз-
мом бимодулей, поскольку

c(a0 ⊗ ā1) = (ca0)⊗ ā1 7−→ (ca0)da1,

(a0 ⊗ ā1)c = a0 ⊗ a1c− (a0a1)⊗ c̄ 7−→ a0da1c− (a0a1)dc = (a0da1)c.

Положим теперь по определению

Ω2A := Ω1A⊗A Ω1A = (A⊗ Ā)⊗A (A⊗ Ā) = A⊗ Ā⊗ Ā.

Более общим образом, определим

ΩnA := Ω1A⊗A . . .⊗A Ω1A (n раз),

так что
ΩnA = A⊗ Ā⊗n.

Дифференциал d : A⊗ Ā⊗n → A⊗ Ā⊗(n+1) задается сдвигом

d(a0 ⊗ ā1 ⊗ . . .⊗ ān) := 1A ⊗ ā0 ⊗ ā1 ⊗ . . .⊗ ān.

Тогда d2 = 0, поскольку 1̄A = 0 в алгебре Ā.
Отождествляя, как и выше, A⊗ Ā⊗n с (Ω1A)⊗n будем иметь

a0 ⊗ ā1 ⊗ . . .⊗ ān = a0da1 . . . dan.
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Введем на Ω•A структуру A-бимодуля. Умножение слева задается очевид-
ным образом:

c(a0da1 . . . dan) = (ca0)da1 . . . dan.

Чтобы определить умножение справа, воспользуемся правилом Лейбница:
da · b = d(ab)− adb. Тогда

(a0da1 . . . dan)c = a0da1 . . . dan−1d(anc)− a0da1 . . . dan−1andc = . . .

. . . = (−1)n(a0a1)da2 . . . dandc+
n−1∑
j=1

(−1)n−ja0da1 . . . d(aiaj+1) . . . dandc+

+ a0da1 . . . dan−1d(anc).

Наконец, определим произведение в Ω•A, полагая:

(a0da1 . . . dan)(b0db1 . . . dbm) := (a0da1 . . . dan · b0) db1 . . . dbm.

Тем самым, Ω•A становится DG-алгеброй, называемой универсальной DG-
алгеброй над алгеброй A.

Отметим следующие полезные формулы:

d(a0da1 . . . dan) = 1Ada0da1 . . . dan = da0da1 . . . dan

и
a0[d, a1] . . . [d, an] · 1A = a0da1 . . . dan.

Первая из них перефразирует определение дифференциала с учетом отождеств-
ления A⊗ Ā⊗n с (Ω1A)⊗n, а для доказательства второй заметим, что

[d, an] · 1A = dan − and1A = dan,

[d, an−1]dan = d(an−1dan) = dan−1dan

и т.д. по индукции.
Проверим свойство универсальности построенной DG-алгебры Ω•A. Пусть

задана другая DG-алгебра (R•, δ) и гомоморфизм алгебр ψ : A→ R0. Тогда его
продолжение до морфизма ψ : Ω•A→ R• задается формулой

ψ(a0da1 . . . dan) := ψ(a0)δ (ψ(a1)) . . . δ (ψ(an)) .
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3.2 Циклы и фредгольмовы модули

Определение 17. Циклом размерности n называется DG-алгебра

Ω• =
n⊕
k=0

Ωk,

заданная вместе с интегралом
∫
, т.е. линейным отображением

∫
: Ω• → C

таким, что:

1.
∫
ωk = 0 при k < n;

2.
∫
dωn−1 = 0;

3.
∫
ωkωl = (−1)kl

∫
ωlωk.

Циклом над алгеброй A называется цикл (Ω•, d,
∫

) вместе с гомоморфизмом
A→ Ω0.

Стандартным примером цикла размерности n может служить комплекс де
Рама над n-мерным гладким компактным многообразием. Менее тривиальные
примеры строятся с помощью фредгольмовых модулей, к определению которых
мы переходим.

Определение 18. Нечетным фредгольмовым модулем над C∗-алгеброй A на-
зывается инволютивное представление π алгебры A в гильбертовом простран-
ствеH, наделенное оператором симметрии, т.е. линейным оператором S таким,
что S = S∗ и S2 = I, удовлетворяющим условию

[S, π(a)] ∈ K(H) для всех a ∈ A.

Четный фредгольмов модуль задается представлением π = π0 ⊕ π1 алгебры
A в Z2-градуированном гильбертовом пространстве H = H0 ⊕ H1 с нечетным
оператором симметрии S, удовлетворяющим тем же условиям, что и в нечетном
случае.

Фредгольмов модуль (A,H, S) порождает цикл над алгеброй A с Ω0 = A, а
оператор S задает Z2-градуировку на алгебре ограниченных линейных опера-
торов L(H). Действительно, мы можем записать произвольный линейный опе-
ратор T в виде

T = T+ + T−, где T± =
T ± STS

2
.
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В частности,

T = T+ ⇐⇒ T = STS и T = T− ⇐⇒ T + STS = 0.

Кроме того, для любого линейного ограниченного оператора R имеют место
соотношения

(TR)+ = T+R+ + T−R− и (TR)− = T+R− + T−R+.

Для того, чтобы определить интеграл, нам придется наложить на рассмат-
риваемые фредгольмовы модули дополнительное условие суммируемости по-
рядка n:

[S, π(a)] ∈ Ln+1(H).

При этом число n предполагается нечетным для нечетных фредгольмовых мо-
дулей и четным для четных фредгольмовых модулей.

Считая условие суммируемости выполненным, введем дифференциал, пола-
гая:

da = i[S, π(a)] = 2iSπ(a)−

для a ∈ A. Для упрощения формул будем опускать далее знак π, так что по-
следняя формула запишется в виде

da = i[S, a] = 2iSa−.

Иначе говоря, дифференциал d выбирает S-нечетную часть элемента a и усло-
вие суммируемости можно теперь переписать в виде da ∈ Ln+1.

Множитель i введен для того, чтобы дифференциал d коммутировал с ин-
волюцией: d(a∗) = (da)∗, где справа стоит эрмитово сопряжение.

Имея дифференциал d, можно ввести и дифференциалы высших порядков.
Для этого рассмотрим пространство 1-форм на алгебре ограниченных линейных
операторов L(H). Оно состоит из операторов вида a0da1, где a0, a1 ∈ A, и их
линейных комбинаций. Дифференциал второго порядка задается на 1-формах
формулой

d(a0da1) = da0da1 = i[S, a0]i[S, a1].

Левую часть последней формулы можно переписать в виде

d(a0da1) = i[S, a0da1].

(Заметим, что в этой формуле, также как и в последующих, под коммутато-
ром всегда подразумевается суперкоммутатор, так что коммутатор [S, a0da1] на
самом деле является анти-коммутатором, поскольку a0da1 есть 1-форма.)
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Из последней формулы следует, что

d(a0da1) = i[S, a0da1] = 2iS(a0da1)+,

т.е. дифференциал 2-го порядка, в отличие от дифференциала 1-го порядка,
выбирает S-четную часть формы a0da1, принадлежащую Ln+1 · Ln+1 ⊂ L(n+1)/2.
В то же время S-нечетная часть формы a0da1, равная (a0)+(da1)−+ (a0)−(da1)+

принадлежит Ln+1.
Более общим образом, рассмотрим пространство k-форм Ωk, порождаемое

операторами вида

a = a0da1 . . . dak с a0, a1, . . . , ak ∈ A.

Если k = 2r, т.е. a ∈ Ω2r, то a+ ∈ L(n+1)/(2r), a− ∈ L(n+1)/(2r+1). В случае, если
k = 2r − 1, т.е. a ∈ Ω2r−1, будем иметь: a+ ∈ L(n+1)/(2r), a− ∈ L(n+1)/(2r−1).

Произведение форм задается композицией соответствующих операторов, а
дифференциал имеет вид

d(a0da1 . . . dak) = i[S, a0da1 . . . dak] = i[S, [a0[iS, a1] . . . i[S, ak]] = da0da1 . . . dak

или более общим образом

dω = i[S, ω] для ω ∈ Ω•.

Перейдем теперь к определению интеграла. Введем прежде всего условный
след оператора T ∈ L(H), полагая

Tr′T := TrT+.

Заметим, что Tr′T = TrT , если T ∈ L1, благодаря цикличности обычного следа.
Предположим сначала, что n нечетно. Тогда (ωn)+ ∈ L1, поэтому определен

интеграл ∫
ωn := Tr′ωn.

Это определение можно переписать в виде

Tr′ωn = − i
2
Tr(Sdωn).

Действительно,

Sdωn = iS[S, ωn] = iS(Sωn + ωnS) = i(ωn + SωnS) = 2i(ωn)+.
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Для форм ωk с k < n положим по определению
∫
ωk = 0.

Покажем, что построенный интеграл обладает свойствами, перечисленными
в определении 17. Во-первых,∫

dωn−1 = − i
2
Tr(Sd2ωn−1) = 0.

Во-вторых, рассмотрим формы ωk, ωl с k + l = n. Допустим для определен-
ности, что k нечетное, а l – четное. Тогда∫

ωkωl = − i
2
Tr(Sd(ωkωl)) =

= − i
2
Tr(Sdωkωl − Sωkdωl) = − i

2
Tr(−dωlSωk + ωlSdωk) =

= − i
2
Tr(Sdωlωk + Sωldωk) = − i

2
Tr(Sd(ωlωk)) =

∫
ωlωk.

В этой выкладке мы воспользовались дважды свойством цикличности: Tr(TR) =
Tr(RT ) для операторов из классов Шэттена.

Пусть теперь n четно и снова k + l = n. Тогда (ωn)− ∈ L1. Обозначим че-
рез χ оператор градуировки на H, собственные (±1)-подпространства которого
совпадают соответственно с H0 и H1. Определим интеграл в этом случае как∫

ωn := Tr′(χωn) = − i
2
Tr(χSdωn)

и положим:
∫
ωk = 0 для форм ωk с k < n. Свойство замкнутости снова оче-

видно: ∫
dωn−1 = − i

2
Tr(χSd2ωn−1) = 0,

а свойство перестановочности∫
ωkωl = (−1)kl

∫
ωlωk

проверяется также, как и выше, с учетом равенства: χωk = (−1)kωkχ.

Приведем примеры операторов симметрии.

Пример 1 (преобразование Гильберта). Преобразованием Гильберта функции
h ∈ L2(R), заданной на вещественной оси, называется интеграл вида

Sh(x) :=
i

π
lim
ε→0+

∫
|t|>ε

h(x− t)
t

dt =:
i

π
P.V.

∫
R

h(x− t)
t

dt.
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Преобразование Фурье этой функции совпадает с

F(Sh)(ξ) = (sgn ξ)Fh(ξ).

Хорошо известно (см. [33]), что S является оператором симметрии в L2(R) и
обладает следующими свойствами: (1) S коммутирует с трансляциями; (2) S
коммутирует с положительными растяжениями; (3) S антикоммутирует с отра-
жениями. Более того, любой линейный ограниченный оператор в L2(R) с этими
свойствами является скалярным кратным оператора Гильберта.

Пример 2 (операторы Рисса). Операторы Рисса являются многомерными ана-
логами преобразования Гильберта. Операторы Рисса Rj, 1 ≤ j ≤ n, действуют
в L2(Rn) по формуле

Rjh(x) := P.V.

∫
Rn

tjh(x− t)
|t|n+1

dt,

где cn = 2i/Ωn+1, а Ωn+1 = 2π(n+1)/2/Γ(n+1
2

) – объем единичной сферы Sn. Пре-
образование Фурье этой функции равно

F(Rjh)(ξ) =
ξj
|ξ|
Fh(ξ).

Операторы Рисса также коммутируют со сдвигами и положительными растя-
жениями. Кроме того, они ведут себя ковариантным образом по отношению
к вращениям и семейство операторов Рисса однозначно определяется этими
свойствами с точностью до скалярного множителя. Вместо свойства симмет-
рии имеем соотношение

n∑
j=1

R2
j = 1.

Фредгольмов модуль, ассоциированный с операторами Рисса, строится по
любому набору (N ×N)-матриц γ1, . . . , γn таких, что

γiγj + γjγi = 2δij.

Матрицы γj являются матрицами Дирака, порождающими спинорное пред-
ставление алгебры Клиффорда ClC(Rn) в пространстве CN , где N = 2[n/2]. Их
можно построить с помощью метода удвоения. Более подробно, при n = 1 по-
ложим: γ(1)

1 = 1. Далее, при нечетных n определим их по индукции, полагая

γ
(n)
j =

(
0 γ

(n−2)
j

γ
(n−2)
j 0

)



3.3. Связности и характер Черна 41

при j = 1, . . . , n− 2 и

γ
(n)
n−1 =

(
0 −iIn−2

iIn−2 0

)
, γ(n)

n =

(
In−2 0

0 −In−2

)
.

При четных n полагаем: γ(n)
j = γ

(n+1)
j при всех j = 1, . . . , n. В частности, при

n = 3 матрицы γ1, γ2, γ3 совпадают с матрицами Паули.
Имея указанный набор матриц γj, построим ассоциированный оператор сим-

метрии.
Введем пространство вектор-функций

HN =
(
L2(Rn)

)N
,

на котором операторы Рисса действуют диагонально. Иными словами, если h =
(h1, . . . , hN) ∈ HN , то Rjh = (Rjh1, . . . , RjhN), j = 1, . . . , n.

Оператор симметрии SN , отвечающий набору матриц γj, действующий в
пространстве HN , определяется формулой

SNh :=
n∑
j=1

γjRjh.

3.3 Связности и характер Черна
Определение 19. Пусть E есть правый A-модуль над алгеброй A. Рассмотрим
правый A-модуль E⊗AΩ1A. Связностью на E называется линейное отображение

∇ : E −→ E ⊗A Ω1A,

удовлетворяющее правилу Лейбница:

∇(sa) = (∇s)a+ s⊗ da,

где s ∈ E , a ∈ A.
Оператор, задаваемый связностью ∇, однозначно продолжается до операто-

ра степени +1 на всей градуированной алгебре E ⊗A Ω•A по формуле:

∇(s⊗ ω) = ∇s⊗ ω + s⊗ dω,

где s ∈ E , ω ∈ Ω•A и мы отождествляем (E ⊗A Ω1A)⊗A ΩnA с E ⊗A Ωn+1A.
Рассматривая E⊗AΩ•A как правый Ω•A-модуль, придем к правилу Лейбница

вида
∇(σω) = (∇σ)ω + (−1)kσdω,

где σ ∈ E ⊗A ΩkA, ω ∈ Ω•A.
Рассмотрим конкретные конструкции связностей.
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Пример 3 (связность на тензорном произведении). Пусть E и F – два A-модуля
над коммутативной алгеброй A, наделенных соответственно связностями ∇E и
∇F . Тогда на тензорном произведении E ⊗A F можно определить связность,
являющуюся тензорным произведением связностей ∇E и ∇F . Эта связность
определяется формулой

∇E⊗AF := ∇E ⊗ 1F + 1E ⊗∇F .

Пример 4 (связность в свободном модуле). Обозначим через An свободный
A-модуль, состоящий из столбцов размера 1 × n с компонентами из A. Тогда
An ⊗A Ω1A можно отождествить с (Ω1A)n, при этом

d t(a1 . . . an) := t(da1 . . . dan).

Если ∇ – связность на An, то ∇− d является A-линейным отображением из An
в (Ω1A)n, поэтому ∇ можно записать в виде

∇ = d+ α,

где α есть (n× n)-матрица с компонентами из Ω1A.

Пример 5 (связность Леви-Чивита). Пусть модуль E имеет вид E = eAn, где
e – идемпотент в алгебре Matn(A), т.е. элемент e ∈ Matn(A) такой, что e2 = e.
Тогда связность ∇ в этом модуле может быть задана композицией

E i−→ An
d−→ An ⊗A Ω1A

e−→ E ⊗A Ω1A,

где i : E ↪→ An – вложение. Отождествляя E с подмодулем в An, запишем
введенную связность в виде

∇s = e ds.

Построенная связность называется связностью Леви-Чивита.

Пример 6 (эрмитовы связности). Если E является C∗-модулем, наделенным
скалярным произведением (· , ·), то естественно пользоваться связностями ∇,
совместимыми с этим скалярным произведением. Такие связности, называемые
эрмитовыми, должны удовлетворять соотношению

(∇s, t) + (s,∇t) = d(s, t)

для всех s, t ∈ E . При этом предполагается, что скалярное произведение (· , ·)
продолжено на E ⊗A Ω1A как полуторалинейное спаривание со значениями в
Ω1A по формуле:

(s, t⊗ adb) := (s, t)adb.
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В случае связности Леви-Чивита это означает, что соответствующий идемпо-
тент e должен быть самосопряженным оператором, т.е. проектором.

Разность ∇ = ∇1 −∇2 двух эрмитовых связностей на E принадлежит про-
странству гомоморфизмов HomA(E , E ⊗A Ω1A) и является косоэрмитовым отоб-
ражением, т.е.

(∇s, t) + (s,∇t) = 0.

Если E ∼= pAn, где p – проектор в Matn(A), то

pAn ⊗A Ω1A⊗A nAp = pMatn(Ω1A)p,

где nA свободный A-модуль, состоящий из строк размера n× 1 с компонентами
из A.

Инволюция на Ω1A задается формулой (adb)∗ := d(b∗)a∗ = d(b∗a∗) − b∗da∗.
Поэтому косоэрмитов оператор α ∈ HomA(E , E ⊗A Ω1A) можно отождествить с
матрицей α ∈ Matn(Ω1A), составленной из 1-форм, так что

α = pα = αp = pαp и α∗ = −α.

Эрмитова связность ∇ будет при этом записываться в виде ∇ = pd + α, где α
удовлетворяет выписанным выше условиям.

Определение 20. Рассмотрим линейное отображение

∇2 : E ⊗A Ω•A −→ E ⊗A Ω•+2A.

Оно удовлетворяет соотношению

∇2(sω) = ∇(∇s ω + sdω) = (∇2s)ω −∇s dω +∇s dω + sd2ω = (∇2s)ω,

которое означает, что ∇2 является гомоморфизмом (Ω•A)-модулей и полностью
определяется своим сужением на E . Указанный гомоморфизм называется кри-
визной связности ∇ и обозначается через K∇.

Пример 7 (кривизна связности в свободном модуле). Вычислим кривизну связ-
ности ∇ = d+ α в свободном модуле An. Имеем

K∇s = ∇(ds+αs) = d2s+d(αs)+αds+α2s = dα s−αds+αds+α2s = (dα+α2)s.

Пример 8 (кривизна связности на модуле гомоморфизмов). Пусть E0 и E1 –
проективные модули над коммутативной алгеброй A, т.е. прямые слагаемые в
свободных модулях над A). Предположим, что они наделены связностями ∇0
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и ∇1 соответственно с кривизнами K0 и K1. Тогда на A-модуле HomA(E0, E1)
имеется ассоциированная связность ∇, задаваемая формулой

(∇T )s := ∇1(Ts)− T (∇0s)

с кривизной
∇2T = K1T − TK0.

В частности, любая связность ∇ на E в случае коммутативной алгебры A по-
рождает связность в EndAE , задаваемую формулой

∇T := ∇ ◦ T − T ◦ ∇.

Пример 9 (связности в векторном расслоении). Пусть M – гладкое компакт-
ное многообразие и E → M – векторное расслоение над M . Обозначим через
Γ∞(M,E) ≡ Γ∞(E) модуль гладких сечений этого расслоения. Поскольку это
расслоение можно вложить в качестве прямого слагаемого в тривиальное век-
торное расслоение ранга N над M , то указанный модуль можно представить в
виде p [C∞(M)]N , где p – проектор в свободном модуле [C∞(M)]N .

Наделим M римановой метрикой g и обозначим через R кривизну этой мет-
рики. Если s ∈ Γ∞(E) – гладкое сечение расслоения E →M , т.е. ps = s, то

Rs = (∇g)
2s = (pd)(pd)s = pdpds.

Дифференцируя соотношение p2 = p с учетом равенства s = ps выведем для R
следующее соотношение

R = dpdp p = pdpdp = p(dp)2.

Определение 21. Характером Черна проектора p ∈ Matn(A) над коммута-
тивной алгеброй A называется величина

ch p :=
∞∑
k=0

ch2k(p) :=
∞∑
k=0

1

k!
tr p(dp)2k,

где tr – матричный след. В случае, когда алгебра A совпадает с C∞(M), мы мо-
жем рассматривать dp как матрицу, составленную из 1-форм, т.е. dp ∈ Matn(Ω1(M)).
Тогда каждый член ch2k(p) ∈ Ω2k(M) и, в частности, сумма в определении ха-
рактера является конечной. В этом случае характер Черна является классом
когомологий де Рама многообразия M .
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3.4 Когомологии групп и алгебр
Определение 22. k-Коцепью на группе Γ называется отображение f : Γk+1 →
C, инвариантное относительно действия группы Γ:

f(γγ0, . . . , γγk) = f(γ0, . . . , γk).

Обозначим через Ck(Γ,C)Γ пространство всех k-коцепей на Γ и введем когра-
ничное отображение dk : Ck(Γ,C)Γ → Ck+1(Γ,C)Γ по формуле:

dkf(γ0, . . . , γk+1) =
k+1∑
i=0

(−1)if(γ0, . . . , γ̂i, . . . , γk+1),

где обозначение γ̂i означает, что член γi в приведенной формуле должен быть
опущен.

Определение 23. k-Коцепь f ∈ Ck(Γ,C)Γ называется k-коциклом, если dkf =
0 и k-кограницей, если f = dk−1h для некоторой (k− 1)-коцепи h ∈ Ck−1(Γ,C)Γ.
Когомологии группы Γ определяются как

Hk(Γ,C) = Ker dk/Im dk−1.

Другой способ введения когомологий группы Γ заключается в том, чтобы
использовать вместо инвариантных (или однородных) коцепей Ck(Γ,C)Γ неод-
нородные коцепи Ck(Γ,C). Множество Ck(Γ,C) состоит из произвольных функ-
ций ϕ : Γk → C, а кограничное отображение d̃k : Ck(Γ,C)→ Ck+1(Γ,C) задается
формулой

d̃kϕ(γ0, . . . , γk) = ϕ(γ1, . . . , γk) +
k−1∑
i=1

(−1)iϕ(γ0, . . . , γiγi+1, . . . , γk)+

+ (−1)kϕ(γ0, . . . , γk−1).

Соответствие
Ck(Γ,C)Γ 3 f ←→ ϕ ∈ Ck(Γ,C)

между двумя типами коцепей устанавливается с помощью формул

ϕ(γ1, . . . , γk) = f(e, γ1, γ1γ2, . . . , γ1 . . . γk),

f(γ0, . . . , γk) = ϕ(γ−1
0 γ1, . . . , γ

−1
0 γk).

Когомологии группы Γ равны в этом случае

Hk(Γ,C) = Ker d̃k/Im d̃k−1

и совпадают с введенными ранее.
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Определение 24. n-Коцепь Хохшильда на алгебре A — это (n+ 1)-линейный
функционал на алгебре A или n-линейная форма на A со значениями в двой-
ственном пространстве A∗. Заметим, что A∗ является A-бимодулем относитель-
но операции

ϕ ∈ A∗ 7−→ (bϕc)(a) := ϕ(cab).

Кограничный оператор bn сопоставляет n-коцепи (n+ 1)-коцепь по формуле:

bnϕ(a0, . . . , an+1) =
n∑
j=0

(−1)jϕ(a0, . . . , ajaj+1, . . . , an+1)+(−1)n+1ϕ(an+1a0, . . . , an).

Когомологии полученного коцепного комплекса называются когомологиями Хох-
шильда алгебры A и обозначаются через HH•(A) или H•(A,A∗).

В частности, 0-коцикл τ на алгебре A совпадает со следом, поскольку τ ∈
A∗ = Hom(A,C) и

τ(a0a1)− τ(a1a0) = b0τ(a0, a1) = 0.

Более общим образом, можно определить когомологии Хохшильда алгеб-
ры A со значениями в произвольном A-бимодуле E . Для этого обозначим че-
рез Cn(A, E) векторное пространство n-линейных отображений ϕ : An → E ,
рассматриваемое как A-бимодуль относительно операции: (bϕc)(a1, . . . , an) :=
bϕ(a1, . . . , an)c, где b, c ∈ A. Кограничное отображение в этом случае задается
формулой

bnϕ(a1, . . . , an+1) = a1ϕ(a2, . . . , an+1) +
n∑
j=1

(−1)jϕ(a1, . . . , ajaj+1, . . . , an+1)+

+ (−1)n+1ϕ(a1, . . . , an)an+1.

Определение 25. n-Коцепь ϕ на алгебре A называется циклической, если λϕ =
ϕ, где

λϕ(a0, . . . , an) := (−1)nϕ(an, a0, . . . , an−1).

Например, циклический 1-коцикл ϕ удовлетворяет соотношениям: ϕ(a0, a1) =
−ϕ(a1, a0) и

ϕ(a0a1, a2)− ϕ(a0, a1a2) + ϕ(a2a0, a1) = 0,

а циклическая 1-кограница ϕ = b1ψ определяется равенством

ϕ(a0, a1) = b1ψ(a0, a1) = ψ([a0, a1]),

т.е. является линейной функцией от коммутатора.
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Определение 26. Предположим, что нам задан n-мерный цикл (Ω•, d,
∫

) над
алгеброй A. Его характером Черна называется (n + 1)-линейный функционал
на A, задаваемый формулой

τ(a0, . . . , an) :=

∫
a0da1 . . . dan.

Заметим прежде всего, что τ является коциклом, т.е. bnτ = 0. Действитель-
но,∫ n∑

j=0

(−1)ja0da1 . . . d(ajaj+1) . . . dan+1 + (−1)n+1

∫
an+1a0da1 . . . dan =

= (−1)n
∫

(a0da1 . . . dan)an+1 + (−1)n+1

∫
(an+1a0da1 . . . dan) = 0,

поскольку
∫
aωn =

∫
ωna для любых a ∈ A, ωn ∈ Ωn.

Кроме того, коцикл τ является циклическим, поскольку

τ(a0, a1, . . . , an) = (−1)n−1

∫
dana0da1 . . . dan−1 =

= (−1)n
∫
anda0da1 . . . dan−1 = (−1)nτ(an, a0, . . . , an−1).

Еще одно важное свойство введенного коцикла: τ(1, a1, . . . , an) =
∫
da1 . . . dan =

0.

Теорема 5. (n + 1)-линейный функционал τ : An+1 → C, зануляющийся на
C ⊕ An, является циклическим n-коциклом тогда и только тогда, когда он
совпадает с характером Черна некоторого n-мерного цикла над A.

Доказательство. Мы уже показали, что характер Черна n-мерного цикла над
A обладает указанными свойствами. Обратно, если (n + 1)-линейный функци-
онал τ : An+1 → C является циклическим коциклом, зануляющимся на C⊕An,
то мы можем построить n-мерный цикл над A, для которого указанный коцикл
будет характером Черна, следующим образом.

Пусть Ω• =
⊕n

k=0 ΩkA с универсальным дифференциалом d на ΩkA при
k < n. Дополним это определение при k = n, полагая: d|ΩnA = 0. Определим
далее интеграл

∫
: ΩnA→ C посредством∫

a0da1 . . . dan := τ(a0, a1, . . . , an).
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Покажем, что этот интеграл действительно задает характер Черна. Для этого
нужно убедиться в том, что (Ω•, d,

∫
) является n-мерным циклом над A.

Имеем: ΩnA = A⊗Ā⊗n, откуда следует, что форма a0da1 . . . dan не изменится,
если заменить какой-либо из элементов aj c 1 ≤ j ≤ n на aj + λj1A с λj ∈ C.
Для того, чтобы показать, что введенный нами интеграл корректно определен,
нужно проверить, что τ(a0, a1, . . . , an) = 0, если один из элементов aj = 1. Но
это вытекает из соотношения τ(1, a1, . . . , an) = 0 и цикличности τ . Кроме того,∫
da1 . . . dan = 0 (замкнутость

∫
).

Остается проверить свойство перестановочности:∫
ωkωn−k = (−1)k(n−k)

∫
ωn−kωk.

Рассмотрим сначала случай, когда k = n, при этом ω0 =: a ∈ A. Справедливо
соотношение:

ωna− aωn = [ωn, a] = (−1)nb(ωnda).

Так как bτ = 0, то отсюда следует, что
∫
ωna =

∫
aωn.

Далее, если ωn−1 ∈ Ωn−1A и da ∈ Ω1A, то

ωn−1da− (−1)n−1daωn−1 = [ωn−1, da] =

= (−1)n−1
(
d[ωn−1, a]− [dωn−1, a]

)
= (−1)n−1d[ωn−1, a] + b(dωn−1da).

Так как bτ = 0 и интеграл
∫

замкнут, то∫
ωn−1da = (−1)n−1

∫
daωn−1.

Пользуясь последовательно двумя разобранными случаями, покажем, что и в
общем случае∫

ωn−ka0da1 . . . dak = (−1)n−1

∫
dakω

n−kda1 . . . dak−1 = . . .

(−1)k(n−1)

∫
a0da1 . . . dakω

n−k = (−1)k(n−k)

∫
a0da1 . . . dakω

n−k.



Глава 4

КВАНТОВЫЕ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЫ И
КВАНТОВОЕ СООТВЕТСТВИЕ

В этой главе мы рассмотрим еще одно приложение некоммутативной геометрии,
на этот раз к теории функций вещественных переменных.

4.1 Квантовое соответствие
Определение 27. Алгеброй наблюдаемых называется ассоциативная алгебра
A с единицей и инволюцией, которая наделена дифференциалом

d : A −→ Ω1A.

Квантованием такой алгебры называется линейное представление π наблюдае-
мых из A замкнутыми линейными операторами, действующими в комплексном
гильбертовом пространстве H, называемом пространством квантования. Тре-
буется, чтобы под действием π инволюция в A переходила в эрмитово сопря-
жение операторов, а дифференциал d в коммутатор с оператором симметрии
S. Напомним, что S есть самосопряженный оператор в H с квадратом S2 = I.
Иными словами,

π : df 7−→ dqf := [S, π(f)], f ∈ A,

где оператор dqf := [S, π(f)] называется квантовым дифференциалом наблю-
даемой f . Алгебра Ли Aq, порождаемая квантовыми дифференциалами dqf ,
называется квантовой алгеброй наблюдаемых, отвечающей A, а оператор π(f)
— квантовой наблюдаемой, ассоциированной с наблюдаемой f .

49
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Рассмотрим в качестве примера алгебру наблюдаемых

AR := L∞(R,C),

состоящую из ограниченных функций на вещественной прямой R, с естествен-
ной инволюцией, задаваемой комплексным сопряжением. Наряду с алгеброй AR
мы будем рассматривать ее аналог AS := L∞(S1,C) для единичной окружности
S1. Хотя теории для AR и AS формально не эквивалентны, они параллельны
друг другу и полезно развивать их одновременно.

Начнем с алгебры AR. Каждая наблюдаемая f ∈ AR задает ограниченный
оператор умножения Mf в гильбертовом пространстве HR = L2(R), действую-
щий по формуле:

Mf : h ∈ HR 7−→ fh ∈ HR.

Сопоставление f 7→Mf определяет линейное представление алгебры AR в про-
странстве квантования HR.

Дифференциал общей наблюдаемой f ∈ AR не определен в классическом
смысле, поэтому мы не можем снабдить алгебру AR классическим дифферен-
циалом d и рассматривать ее как классическую алгебру наблюдаемых. Однако,
квантовый аналог dq оператора d допускает, как мы увидим ниже, корректное
определение. В этом состоит одно из преимуществ квантового дифференциала
перед классическим, которое мотивирует применение некоммутативной геомет-
рии в теории функций вещественных переменных.

Оператор симметрии SR на пространстве HR задается, как в п.3.2, преобра-
зованием Гильберта

(SRf)(x) =
i

π
P.V.

∫
R

f(x− t)
t

dt, f ∈ HR, (4.1)

где интеграл понимается в смысле главного значения, т.е.

P.V.
∫
R

f(x− t)
t

dt := lim
ε→0

∫
|t|≥ε

f(x− t)
t

dt.

Хорошо известно (см. [33],[34]), что SR является оператором симметрии в HR и
обладает следующими свойствами:

1. SR коммутирует с трансляциями;

2. SR коммутирует с положительными растяжениями;

3. SR антикоммутирует с отражениями.
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Более того, любой ограниченный оператор в HR с этими свойствами является
скалярным кратным оператора Гильберта.

Квантовый дифференциал

dqRf := [SR,Mf ]

корректно определен как оператор в HR для функций f ∈ AR (и даже для
функций из пространства BMO(R), см. ниже). Он является интегральным опе-
ратором вида

(dqRf)(h)(x) =
i

π

∫
R
kf (x, t)h(t)dt, h ∈ HR, (4.2)

где

kf (x, t) =
f(x)− f(t)

x− t
.

Оператор (4.2) можно рассматривать как квантовую версию классического опе-
ратора дифференцирования d.

Аналогичные результаты имеют место и в случае единичной окружности.
Именно, обозначим через HS = L2

0(S1,C) гильбертово пространство квадратич-
но суммируемых функций на S1 с нулевым средним по окружности и рассмот-
рим снова ограниченный оператор умноженияMf , f ∈ AS, действующий в про-
странстве HS. Оператор симметрии SS на HS задается снова преобразованием
Гильберта, действующим по формуле

(SSh)(φ) =
1

2π
P.V.

∫ 2π

0

KS(φ, ψ)h(ψ)dψ, h ∈ HS. (4.3)

(Здесь и далее мы отождествляем функции f(z) на окружности S1 с функциями
f(φ) := f(eiφ) на отрезке [0, 2π].) Ядро Гильберта в формуле (4.3) задается
выражением

KS(φ, ψ) = 1 + i ctg
φ− ψ

2
.

Заметим, что при φ→ ψ оно ведет себя как 1 + 2i
φ−ψ .

Квантовый дифференциал

dqSf := [SS,Mf ]

корректно определен как интегральный оператор в HS для функций f ∈ AS,
задаваемый формулой

(dqSf)(h)(φ) =
1

2π

∫ 2π

0

kf (φ, ψ)h(ψ)dψ, h ∈ HS, (4.4)
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где
kf (φ, ψ) = KS(φ, ψ)(f(φ)− f(ψ)).

При φ→ ψ это ядро ведет себя как (с точностью до константы)

f(φ)− f(ψ)

φ− ψ
.

Таким образом, в рассмотренных примерах квантование сводится по существу
к замене производной ее конечно-разностным аналогом. Подобное квантование
Конн [9] называет ”квантовым исчислением”, а возникающее соответствие меж-
ду функциональными пространствами и квантовыми алгебрами наблюдаемых
квантовым соответствием.

Приведем несколько утверждений из этого исчисления.

1) Квантовый дифференциал dqRf является оператором конечного ранга то-
гда и только тогда, когда функция f рациональна (теорема Кронекера).

2) Квантовый дифференциал dqRf является компактным оператором тогда и
только тогда, когда функция f принадлежит классу VMO(R).

3) Квантовый дифференциал dqRf является ограниченным оператором тогда
и только тогда, когда функция f принадлежит классу BMO(R).

Аналогичные результаты имеют место для квантового дифференциала dqS и
могут быть получены из соответствующих утверждений для операторов Ган-
келя (см. [25],[26]), пользуясь связью между этими операторами и квантовыми
дифференциалами, установленной в п.4.3.

Напомним для полноты определения пространства BMO(R) функций огра-
ниченной средней осцилляции и пространства VMO(R) функций исчезающей
средней осцилляции.

Обозначим через

fI :=
1

|I|

∫
I

f(x)dx

среднее функции f ∈ L1
loc(R) по отрезку I вещественной оси длины |I|. Если

M(f) := sup
I

1

|I|

∫
I

|f(x)− fI |dx <∞,

будем говорить, что функция f принадлежит пространству BMO(R).
Введем еще одно обозначение

Mδ(f) := sup
|I|<δ

1

|I|

∫
I

|f(x)− fI |dx,
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где δ > 0. В терминах этой функции f ∈ BMO(R) тогда и только тогда, когда
верхняя грань supδ>0Mδ(f) конечна. Будем говорить, что функция f ∈ BMO(R)
принадлежит пространству VMO(R), если Mδ(f)→ 0 при δ → 0.

4.2 Операторы Гильберта–Шмидта
Рассмотрим теперь идеал операторов Гильберта–Шмидта, действующих в про-
странстве квантования H, и установим, какое функциональное пространство
отвечает ему при квантовом соответствии. В этом случае роль пространства
квантованияH будет играть соболевское пространство полудифференцируемых
функций.

Определение 28. Соболевское пространство полудифференципуемых функ-
ций есть гильбертово пространство

VS = H
1/2
0 (S1,R),

состоящее из функций f ∈ L2
0(S1,R) с нулевым средним по окружности и обоб-

щенной производной порядка 1/2, принадлежащей L2(S1,R). Иными словами,
оно состоит из функций f ∈ L2(S1,R), имеющих разложения Фурье вида

f(z) =
∑
n6=0

fnz
n, f̄n = f−n, z = eiθ,

с конечной соболевской нормой порядке 1/2:

‖f‖2
1/2 =

∑
n 6=0

|n||fn|2 = 2
∞∑
n=1

n|fn|2 <∞.

Скалярное произведение в этом пространстве в терминах коэффициентов
Фурье задается формулой

(ξ, η) =
∑
n6=0

|n|ξnη̄n = 2Re
∞∑
n=1

nξnη̄n,

на векторах ξ, η ∈ VS.
Комплексификация V C

S = H
1/2
0 (S1,C) пространства VS является комплекс-

ным гильбертовым пространством, состоящим из функций f ∈ L2(S1,C), име-
ющих разложения Фурье вида

f(z) =
∑
n 6=0

fnz
n
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с конечной соболевской нормой ‖f‖2
1/2 =

∑
n 6=0 |n||fn|2 < ∞. Это пространство

допускает разложение
V C
S = W+ ⊕W−

в прямую сумму подпространств W±, состоящих из функций

f(z) =
∑
n 6=0

fnz
n

с коэффициентами Фурье fn, зануляющимися при ∓n > 0.
Пространство VS допускает реализацию в виде пространства Дирихле DS

функций h ∈ H1(D) в единичном круге D, гармонических в D и нормирован-
ных условием h(0) = 0. Иными словами, функции h являются экстремалями
функционала энергии

E(h) =
1

2π

∫
D
|gradh(z)|2dxdy =

1

2π

∫
D

(∣∣∣∣∂h∂x
∣∣∣∣2 +

∣∣∣∣∂h∂y
∣∣∣∣2
)
dxdy <∞.

Хорошо известно, что преобразование Пуассона

PSf(z) =
1

2π

∫ 2π

0

PS(ζ, z)f(ζ)dϑ, ζ = eiϑ,

где PS(ζ, z) – ядро Пуассона в круге D:

PS(ζ, z) =
|ζ|2 − |z|2

|ζ − z|2
,

устанавливает изометрический изоморфизм

PS : VS −→ DS

между соболевским пространством VS и пространством Дирихле DS, наделен-
ным нормой

‖h‖2
DS := E(h).

Аналогичные результаты справедливы в случае вещественной прямой R.
Обозначим через VR = H1/2(R) соболевское пространство функций на R с пока-
зателем 1/2. Преобразование Пуассона PR устанавливает изометрический изо-
морфизм между VR и пространством DR функций h ∈ H1(H), гармонических в
верхней полуплоскости H.
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В случае верхней полуплоскости H имеется еще одна полезная интерпрета-
ция соболевского пространства VR = H1/2(R). А именно, справедлива следу-
ющая формула Дугласа, выражающая энергию отображения PRf , f ∈ VR, в
терминах конечно-разностной производной f :

E(PRf) = ‖f‖2
1/2 =

1

4π2

∫
R

∫
R

[
f(x)− f(y)

x− y

]2

dxdy, (4.5)

где PR – преобразование Пуассона в H. Из этой формулы, в частности, следует,
что функции f ∈ VR имеют L2-ограниченные конечно-разностные производные.

Похожие результаты справедливы для функций f ∈ VS, нужно только заме-
нить интеграл в формуле (4.5) интегралом вида∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(φ)− f(ψ)|2

sin2
(
φ−ψ

2

) dφ dψ.

Вернемся к задаче квантования, сформулированной выше, и возьмем в каче-
стве алгебры наблюдаемых алгебру AS = L∞(S1,C). Справедлива следующая
интерпретация соболевского пространства V C

S в терминах квантового соответ-
ствия.

Теорема 6. Функция f принадлежит соболевскому пространству V C
S тогда

и только тогда, когда ее квантовый дифференциал dqSf является оператором
Гильберта–Шмидта на V C

S . Более того, норма Гильберта–Шмидта оператора
dqSf совпадает с соболевской нормой ‖f‖1/2.

Напомним, что dqSf := [SS,Mf ] является интегральным оператором на V C
S с

ядром, равным
kf (φ, ψ) = KS(φ, ψ)(f(φ)− f(ψ))

Этот оператор есть оператор Гильберта–Шмидта тогда и только тогда, когда
его ядро kf (φ, ψ) квадратично интегрируемо на S1×S1, что эквивалентно усло-
вию ∫ 2π

0

∫ 2π

0

|f(φ)− f(ψ)|2

sin2
(
φ−ψ

2

) dφ dψ <∞. (4.6)

Последний интеграл совпадает согласно формуле Дугласа с ‖f‖2
1/2.

Аналогичный результат имеет место и для пространства V C
R , нужно только

использовать формулу Дугласа (4.5) для вещественной прямой.
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4.3 Интерпретация классов Шэттена
Введенные квантовые дифференциалы тесно связаны с операторами Ганкеля,
которые определяются следующим образом.

Пусть функция ϕ принадлежит пространству V C
S . Обозначим через P± ор-

тогональные проекторы P± : V C
S → W±. Оператор Ганкеля Hϕ : W+ → W−

задается формулой
Hϕh := P−(ϕh).

Известно (см. [25]), что этот оператор ограничен в W+, если P−ϕ ∈ BMO(S1).
Аналогичным образом можно ввести оператор Ганкеля H̃ϕ : W− → W+, зада-
ваемый формулой: H̃ϕh := P+(ϕh).

Квантовый дифференциал

(dqSf)h = [SS,Mf ]h, f ∈ AS, h ∈ V C
S ,

можно переписать, пользуясь хорошо известными соотношениями: SS = P+ −
P−, P+ + P− = I и P+P− = P−P+ = 0, в следующем виде

[SS,Mf ]h = −2P−fP+h+ 2P+fP−h.

Последнее выражение совпадает с −2P−fh при h ∈ W+ и с 2P+fh при h ∈ W−.
Иными словами, оператор dqSf с f ∈ AS является прямой ортогональной суммой
двух операторов Ганкеля и описание идеалов квантовых дифференциалов dqSf
сводится к описанию соответствующих классов операторов Ганкеля. В случае
идеалов Шэттена такое описание получено Пеллером в [25].

Для того, чтобы сформулировать его результат, напомним определение про-
странств Бесова Bp. Пространство Bp, 1 < p <∞, есть

Bp =

{
f ∈ Lp(S1) :

∫
S1

‖f(ζ)− f(z)‖pp
|1− ζ|2

dϑ <∞
}
, ζ = eiϑ.

Теорема 7 (Пеллер). Пусть f ∈ AS. Оператор Ганкеля Hf принадлежит
классу Шэттена Lp с 1 < p <∞ тогда и только тогда, когда P−f ∈ Bp.

Из этой теоремы следует, что квантовый дифференциал dqSf принадлежит
классу Lp тогда и только тогда, когда P±f ∈ Bp, т.е. имеет место следующая

Теорема 8. Квантовый дифференциал dqSf принадлежит классу Шэттена Lp
с 1 < p <∞ тогда и только тогда, когда f ∈ Bp.

Оставляем формулировку аналогичного результата для квантовых диффе-
ренциалов dqRf читателю.
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4.4 Квантовые дифференциалы в пространствах
функций нескольких вещественных перемен-
ных

Перейдем теперь к рассмотрению функций от n переменных. Напомним, что в п.
3.2 мы построили по заданному набору матриц Дирака γ1, . . . , γn оператор сим-
метрии SN , действующий в пространстве вектор-функций h ∈ HN = (L2(Rn))

N

по формуле

SNh :=
n∑
j=1

γjRjh,

где Rj, 1 ≤ j ≤ n, – операторы Рисса. Ассоциированный квантовый дифферен-
циал dqNf = [SN ,Mf ] равен

(dqNf)(h) =
n∑
j=1

cnγj

∫
Rn
kjf (x, t)h(t)dnt, (4.7)

где

kjf (x, t) =
[f(t)− f(x)] (tj − xj)

|t− x|n+1
.

Введенный квантовый дифференциал можно рассматривать как квантовый
аналог оператора Дирака

D =
n∑
j=1

γj∂j, ∂j := ∂/∂xj,

ассоциированного со спинорным представлением алгебры Клиффорда ClC(Rn),
задаваемым матрицами γ1, . . . , γn (см. [19]).

Для оператора симметрии SN имеется следующий результат Янсона–Вольфа
[13], который можно рассматривать как n-мерный аналог теоремы Пеллера.

Теорема 9 (Янсон–Вольф). Пусть f ∈ L1
loc(Rn), где n ≥ 2. Для того, чтобы

квантовый дифференциал dqNf принадлежал идеалу Шэттена Lp с 1 < p <∞,
необходимо и достаточно, чтобы

1. f ≡ const при p ≤ n;

2. f ∈ Bp при p < n.
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Глава 5

КВАНТОВАНИЕ
УНИВЕРСАЛЬНОГО
ПРОСТРАНСТВА
ТЕЙХМЮЛЛЕРА

5.1 Квазисимметричные гомеоморфизмы
Напомним, что сохраняющий ориентацию гомеоморфизм w : ∆ → ∆ еди-
ничного круга D на себя с локально интегрируемыми производными назы-
вается квазиконформным, если существует ограниченная измеримая функция
µ ∈ L∞(∆,C), имеющая норму ‖µ‖∞ =: k < 1 такая, что следующее уравнение
Бельтрами

wz̄ = µwz

выполняется почти всюду в ∆. Функция µ называется дифференциалом Бель-
трами.

В случае, когда k = 0, т.е. µ = 0, уравнение Бельтрами совпадает с урав-
нением Коши–Римана, поэтому в этом случае отображение w является кон-
формным. Как известно, такие гомеоморфизмы w характеризуются следующим
свойством: касательное к w отображение в произвольной точке z ∈ ∆ переводит
окружности с центром в нуле касательного пространства Tz∆ снова в окружно-
сти на Tw(z)∆ с центром в нуле. Гладкие квазиконформные гомеоморфизмы w
характеризуются аналогичным свойством, а именно касательное отображение
к такому гомеоморфизму w в произвольной точке z ∈ ∆ посылает окружности
с центром в начале на Tz∆ в эллипсы на Tw(z)∆ с центром в начале и отноше-
нием большой полуоси к малой, ограниченным общей константой K < ∞, не

59
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зависящей от z.
Приведем несколько основных свойств квазиконформных отображений, до-

казательство которых можно найти в книге [1].

1. Квазиконформные гомеоморфизмы w : ∆ → ∆ непрерывно (на самом
деле, непрерывно по Гельдеру) продолжаются на границу S1 = ∂∆ до
гомеомоморфизмов S1 → S1.

2. Композиция квазиконформных отображений ∆→ ∆ является снова ква-
зиконформным отображением. То же самое верно для отображений, об-
ратных к квазиконформным. Тем самым, квазиконформные автоморфиз-
мы круга ∆ образуют группу относительно операции композиции.

3. Решения уравнения Бельтрами однозначно определены с точностью до
конформных отображений. Более подробно, если имеются два решения
этого уравнения с одним и тем же дифференциалом Бельтрами µ, то оба
отображения w1 ◦ w−1

2 и w2 ◦ w−1
1 являются конформными.

4. Для любой измеримой ограниченной функции µ на расширенной ком-
плексной плоскости C с ‖µ‖∞ < 1 найдется решение w уравнения Бель-
трами

∂̄w = µ∂w,

являющееся квазиконформным отображением, дифференциал которого
почти всюду совпадает с µ.

Согласно свойству 1) произвольный квазиконформный гомеоморфизм w :
∆ → ∆ единичного круга ∆ на себя непрерывно продолжается на границу S1

до гомеоморфизма замыканий ∆ → ∆. Спрашивается, когда верно обратное
утверждение, т.е. когда заданный гомеоморфизм единичной окружности S1 на
себя продолжается до квазиконформного гомеоморфизма ∆→ ∆?

Разберем этот вопрос сначала в случае верхней полуплоскости H = {z ∈
C : Im z > 0}. Назовем монотонно возрастающий гомеоморфизм f : R → R
квазисимметричным, если найдется 0 < k < 1 такое, что

1

k
≤ f(x+ t)− f(x)

f(x)− f(x− t)
≤ k, x ∈ R, (5.1)

для всех t > 0.

Теорема 10 (Берлинг–Альфорс). Пусть f : R→ R есть квазисимметричный
гомеоморфизм. Тогда найдется квазиконформный гомеоморфизм w : H → H,
граничное значение которого совпадает с f
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Приведем идею доказательства этого результата (полное доказательство см.
в [1]).

Определим отображение w, заданное на замыкании H, по формуле

w(x+ iy) =
1

2

∫ 1

0

[f(x+ ty) + f(x− iy)] dt+
i

2

∫ 1

0

[f(x+ ty)− f(x− iy)] dt.

Очевидно, что на вещественной оси w(x) = f(x). Если ввести обозначение

α(x, y) =

∫ 1

0

f(x+ ty)dt =
1

y

∫ x+y

x

f(t)dt,

β(x, y) =

∫ 1

0

f(x− ty)dt =
1

y

∫ x

x−y
f(t)dt,

то формула для w запишется в виде

w(x+ iy) =
α + β

2
+ i

α− β
2

.

Геометрический смысл функций α и β очевиден: функция α(x, y) сопоставляет
точке x + iy ∈ H среднее значение функции f на отрезке [x, x + y], а функция
β(x, y) – среднее значение f на отрезке [x− y, x].

Функции α и β непрерывно дифференцируемы по x и y и определяемое
ими отображение w : H → H имеет положительный якобиан (вычисленный
в [1]). Из этого факта и того, что граничное значение w, совпадающее с f ,
является монотонно возрастающим гомеоморфизмом R → R, следует, что w
задает гомеоморфизм H → H. Условие квазиконформности w переписывается
в терминах неравенства, связывающего значения функции f в точках x, x + y
и x− y, выполнение которого обеспечивается условием (5.1).

В случае единичного круга ∆ условие квазисимметричности Берлинга–Аль-
форса (5.1) удобно формулировать в терминах перекрестного отношения. На-
помним, что перекрестным (или двойным) отношением четырех попарно раз-
личных точек z1, z2, z3, z4 на комплексной плоскости называется величина

CR(z1, z2, z3, z4) :=
z4 − z1

z4 − z2

:
z3 − z1

z3 − z2

.

Совпадение перекрестных отношений CR(z1, z2, z3, z4) = CR(w1, w2, w3, w4) яв-
ляется необходимым и достаточным условием существования конформного пре-
образования комплексной плоскости, переводящего точки (z1, z2, z3, z4) в точки
(w1, w2, w3, w4).
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Назовем сохраняющий ориентацию гомеоморфизм f единичной окружности
S1 на себя квазисимметричным, если при некотором 0 < ε < 1 он удовлетворяет
условию

1

2
(1− ε) ≤ CR (f(z1), f(z2), f(z3), f(z4)) ≤ 1

2
(1 + ε) (5.2)

для любой четверки попарно различных точек z1, z2, z3, z4 на S1 с перекрестным
отношением CR(z1, z2, z3, z4) = 1

2
.

Условие (5.2) является аналогом условия Берлинга–Альфорса (5.1) для еди-
ничного круга ∆. Как и в случае верхней полуплоскости H, оно гарантиру-
ет квазиконформную продолжаемость квазисимметричного гомеоморфизма f :
S1 → S1 внутрь ∆.

Поскольку любой диффеоморфизм окружности S1 на себя, сохраняющий
ориентацию, очевидно, удовлетворяет условию (5.2), то он квазисимметричен,
т.е. допускает продолжение до квазиконформного диффеоморфизма единично-
го круга ∆.

Пользуясь геометрическим определением квазиконформных отображений
(см.[21]), нетрудно показать, что граничное значение произвольного квазикон-
формного гомеоморфизма единичного круга на себя является квазисимметрич-
ным гомеоморфизмом единичной окружности S1. Теорема Берлинга–Альфорса
утверждает, что верно и обратное: любой квазисимметричный гомеоморфизм
окружности продолжается до квазиконформного гомеоморфизма круга. Тем
самым, квазисимметричные гомеоморфизмы S1 можно определить также, как
граничные значения квазиконформных гомеоморфизмов ∆.

5.2 Определение универсального пространства
Тейхмюллера

Так как квазиконформные гомеоморфизмы единичного круга ∆ образуют груп-
пу относительно композиции, то и квазисимметричные гомеоморфизмы еди-
ничной окружности S1 образуют группу относительно этой операции. Мы обо-
значаем ее через QS(S1). Как было отмечено выше, группа QS(S1) содержит
группу Diff+(S1) диффеоморфизмов S1, сохраняющих ориентацию. Тем самым,
имеется цепочка вложений

Möb(S1) ⊂ Diff+(S1) ⊂ QS(S1) ⊂ Homeo+(S1),

где Homeo+(S1) обозначает группу гомеоморфизмов S1, сохраняющих ориента-
цию, а Möb(S1) — группу дробно-линейных автоморфизмов единичного круга
∆, суженных на S1.
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Определение 29. Пространство

T = QS(S1)/Möb(S1)

называется универсальным пространством Тейхмюллера.

Пространство T можно отождествить с подпространством QS(S1), состо-
ящим из нормализованных квазисимметричных гомеоморфизмов окружности,
оставляющих три точки окружности S1 неподвижными. В качестве таких точек
принято выбирать ±1 и −i.

Универсальное пространство Тейхмюллера T содержит в качестве подпро-
странства пространство

S = Diff+(S1)/Möb(S1),

которое можно отождествить с пространством нормализованных квазисиммет-
ричных диффеоморфизмов окружности.

Поскольку понятие квазиконформности определяется через дифференциа-
лы Бельтрами, удобно иметь определение универсального пространства Тейх-
мюллера T непосредственно в терминах этих дифференциалов.

Обозначим пространство дифференциалов Бельтрами в единичном круге
∆ через B(∆). Его можно отождествить с единичным шаром в комплексном
банаховом пространстве L∞(∆).

Пусть µ ∈ B(∆) есть дифференциал Бельтрами в круге ∆. Продолжим его
до дифференциала Бельтрами µ̂ во всей расширенной комплексной плоскости
C с помощью симметрии относительно окружности S1, полагая

µ̂(
1

z
) := µ(z)

z2

z̄2
при z ∈ ∆.

Применяя теорему существования квазиконформных отображений к уравне-
нию Бельтрами с продолженным дифференциалом Бельтрами µ̂, найдем нор-
мализованный квазиконформный гомеоморфизм wµ расширенной комплексной
плоскости C с дифференциалом Бельтрами µ̂. В силу теоремы единственности
этот гомеоморфизм wµ должен быть симметричен относительно S1 и, следова-
тельно, отображать окружность S1 в себя. Таким образом, мы можем сопоста-
вить исходному дифференциалу Бельтрами µ нормализованный квазисиммет-
ричный гомеоморфизм окружности wµ|S1 :

B(∆) 3 µ 7−→ wµ|S1 ∈ T .
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Это отображение взаимнооднозначно по модулю следующего отношения экви-
валентности дифференциалов Бельтрами:

µ ∼ ν ⇐⇒ wµ|S1 ≡ wν |S1 .

Следовательно, универсальное пространство Тейхмюллера T можно отожде-
ствить с фактором

T = B(∆)/ ∼ .

По-другому заданный дифференциал Бельтрами µ ∈ B(∆) можно продол-
жить на расширенную комплексную плоскость C до дифференциала Бельтрами
µ̌, полагая:

µ̌(z) ≡ 0 при z ∈ ∆− := C \∆.

Применяя теорему существования квазиконформных отображений к уравне-
нию Бельтрами с продолженным дифференциалом Бельтрами µ̌, получим ква-
зиконформный гомеоморфизм wµ расширенной комплексной плоскости C с диф-
ференциалом Бельтрами µ̌. Удобно нормализовать его условием фиксации то-
чек 0, 1,∞. Построенный нормализованный квазиконформный гомеоморфизм
wµ будет конформным на дополнении ∆− к замкнутому единичному кругу ∆.

Назовем квазикругом образ единичного круга ∆ при квазиконформном отоб-
ражении, а квазиокружностью образ единичной окружности S1 при таком
отображении. С учетом этого определения мы только что построили отобра-
жение

B(∆) 3 µ 7−→ квазикруг ∆µ := wµ(∆) в C.

Это отображение взаимнооднозначно по модулю следующего отношения экви-
валентности дифференциалов Бельтрами:

µ ≈ ν ⇐⇒ wµ|∆− ≡ wν |∆− .

Можно показать (см. [31]), что введенные отношения эквивалентности диф-
ференциалов Бельтрами совпадают, т.е.

µ ∼ ν ⇐⇒ µ ≈ ν.

Благодаря этому факту, получаем еще две интерпретации универсального
пространства Тейхмюллера:

T = {пространство нормализованных квазикругов в C} =

= {пространство нормализованных квазиконформных

отображений C→ C, конформных в круге ∆−}. (5.3)
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Связь между двумя реализациями универсального пространства Тейхмюл-
лера в виде пространства нормализованных квазисимметричных гомеоморфиз-
мов окружности S1 и пространства нормализованных квазикругов в Ĉ может
быть установлена и непосредственным образом.

Для этого воспользуемся следующей задачей факторизации, представляю-
щей самостоятельный интерес. Пусть f – сохраняющий ориентацию гомеомор-
физм окружности S1 на себя. Требуется найти конформные отображения w+ и
w−, заданные соответственно в круге ∆+ ≡ ∆ и его внешности ∆−, такие что

f = w−1
+ ◦ w− на S1 (5.4)

Пара отображений (w+, w−) называется нормализованной, если отображения
w± оставляют на месте точки ±1,−i.

Лемма 1. Пусть f есть нормализованный квазисимметричный гомеомор-
физм окружности S1 на себя. Тогда задача факторизации (5.4) допускает
единственное нормализованное решение.

Действительно, для данного гомеоморфизма f по теореме Берлинга–Альфорса
найдется нормализованный квазиконформный гомеоморфизм w : ∆+ → ∆+ та-
кой, что w|S1 = f . Обозначим через µ его дифференциал Бельтрами. Продол-
жим µ на C нулем вне ∆+ до дифференциала Бельтрами µ̌ и обозначим через w̃µ
квазиконформный гомеоморфизм C, дифференциал Бельтрами которого совпа-
дает с µ̌, оставляющий на месте точки ±1,−i ∈ S1. Тогда отображения

w+ : = w̃µ|∆+ ◦ w−1
µ : ∆+ −→ квазикруг ∆̃µ

+ (5.5)

w− : = w̃µ|∆− : ∆− −→ квазикруг ∆̃µ
− (5.6)

конформны соответственно в ∆+ и ∆− (конформность w+ вытекает из того, что
гомеоморфизмы w̃µ и wµ имеют один и тот же дифференциал Бельтрами µ в
круге ∆+). Поэтому они задают нормализованное решение задачи факториза-
ции (5.4).

Вернемся к интересующему нас соответствию

{нормализованные квазисимметричные гомеоморфизмы S1} ←→
←→ {нормализованные квазикруги в C}. (5.7)

Если f – нормализованный квазисимметричный гомеоморфизм S1 → S1, то он
допускает единственную нормализованную факторизацию вида

f = w−1
+ ◦ w−,
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где w+ = w̃µ|∆+◦w−1
µ , w− = w̃µ|∆− . Сопоставим ему нормализованный квазикруг

∆µ = w̃µ(∆+).
Обратно, если ∆µ есть нормализованный квазикруг, отвечающий квазикон-

формному отображению wµ с дифференциалом Бельтрами µ, рассмотрим отоб-
ражения

w+ = w̃µ ◦ w−1
µ на ∆+ и w− = w̃µ на ∆−.

Эти отображения конформны и оставляют на месте точки ±1,−i на S1. Сопо-
ставим им квазисимметричный гомеоморфизм окружности S1 на себя, задава-
емый формулой

f = w−1
+ ◦ w− на S1.

Это и есть искомый нормализованный квазисимметричный гомеоморфизм S1 →
S1.

5.3 Свойства универсального пространства Тейх-
мюллера

Универсальное пространство Тейхмюллера T обладает естественной метрикой,
называемой расстоянием Тейхмюллера, которое определяется следующим об-
разом. Будем представлять точки T в виде классов [f ] квазисимметричных
гомеоморфизмов S1 → S1. Тогда расстояние между двумя точками [w1], [w2]
пространства T можно определить как

τ([w1], [w2]) :=
1

2
inf{logKw2◦w−1

1
: w1 ∈ [w1], w2 ∈ [w2]},

где Kw есть константа квазиконформности квазиконформного отображения w.
Введенная метрика превращает T в метрическое пространство. Перечислим его
основные свойства, доказательства которых можно найти в книге [20].

1. Пространство T линейно связно.

2. Пространство T полно, т.е. любая последовательность Коши в T сходится.

3. Пространство T стягиваемо.

4. Пространство T не является топологической группой. Иными словами,
операция композиции нормализованных квазисимметричных гомеомор-
физмов S1 → S1 не является непрерывной в топологии, задаваемой рас-
стоянием Тейхмюллера.
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Для того, чтобы ввести на универсальном пространстве Тейхмюллера T
комплексную структуру, построим его вложение в пространство голоморфных
квадратичных дифференциалов в круге.

Для этого напомним, прежде всего, определение и свойства производной
Шварца. Производной Шварца конформного отображения f называется вели-
чина

S[f ] =

(
f ′′

f ′

)′
− 1

2

(
f ′′

f ′

)2

= (log f ′)′ − 1

2
(log f ′)2 =

f ′′′

f ′
− 3

2

(
f ′′

f ′

)2

.

Она обладает следующими свойствами (см. [20]).

1. Если f – дробно-линейное отображение, то S[f ] = 0.

2. Формула композиции:

S[f ◦ g] = (S[f ] ◦ g) g′2 + S[g].

В частности,

S[f ] = S

[
af + b

cf + d

]
для

az + b

cz + d
∈ Möb(C).

Пусть точке [µ] ∈ T отвечает нормализованный квазиконформный гомео-
морфизм wµ. Тогда wµ конформен во внешности ∆− единичного круга ∆, по-
этому мы можем рассмотреть его производную Шварца

S
[
wµ|∆−

]
.

Полученная функция на ∆− не зависит от выбора µ ∈ [µ] и голоморфна по
z ∈ ∆−. Более того, при конформных заменах координат она преобразуется как
квадратичный дифференциал. Отображение [µ] 7−→ S

[
wµ|∆−

]
является вложе-

нием, поскольку из равенства

S
[
wµ|∆−

]
= S

[
wν |∆−

]
следует, что wµ|∆− = wν |∆− , т.е. µ ∼ ν.

Итак, мы построили вложение

Ψ : T −→ B2(∆−)

универсального пространства Тейхмюллера T в пространство B2(∆−) голо-
морфных квадратичных дифференциалов в круге ∆−, называемое вложением
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Берса. Множество B2(∆−) является комплексным банаховым пространством,
наделенным естественной гиперболической нормой:

B2(∆−) = {ψ = ψ(z)dz2 : ‖ψ‖B2 := sup
z∈∆−

(1− |z|2)2|ψ(z)| <∞}.

Вложение Ψ является гомеоморфизмом пространства T на его образ вB2(∆−),
описываемый следующей теоремой.

Теорема 11. Образ Ψ(T ) в B2(∆−) является связным открытым стягива-
емым подмножеством в B2(∆−), которое содержит открытый шар B(0, 2)
радиуса 2 с центром в начале и содержится в замкнутом шаре B(0, 6).

Доказательство этой теоремы можно найти в книге [20].
Введем комплексную структуру на пространстве T , индуцированную ком-

плексной структурой на комплексном банаховом пространстве B2(∆−) посред-
ством вложения Берса.

По-другому, на T можно было бы ввести комплексную структуру, индуци-
рованную естественной проекцией

B(∆) −→ T = B(∆)/ ∼ .

Оба способа дают один и тот же результат, в том смысле, что композиция есте-
ственной проекции B(∆)→ T с вложением Берса, задающая отображение

F : B(∆) −→ B2(∆−),

является голоморфным отображением комплексных банаховых пространств.
Пользуясь приведенными результатами, попытаемся ввести кэлерову мет-

рику на пространстве T . Для этого воспользуемся отображением Альфорса

Φ : L∞(∆) −→ B2(∆),

сопоставляющим функции µ ∈ L∞(∆) интеграл

Φ[µ](z) ≡ ϕ(z) =

∫
∆

µ(ζ)

(1− zζ̄)4
dξdη. (5.8)

Образом функции µ при этом отображении является голоморфный квадратич-
ный дифференциал ϕ = ϕ(z)dz2 в круге ∆.

Нам хотелось бы определить эрмитову метрику на пространстве T , поль-
зуясь формулой (5.8). Попробуем сначала определить ее в нуле, чтобы затем
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разнести в другие точки T с помощью действия группы QS(S1) на T левы-
ми сдвигами. Эрмитову метрику на касательном пространстве T0T естественно
определять, полагая ее равной на касательных векторах [µ], [ν] ∈ T0T двойному
интегралу

(µ, ν) ≡ 〈µ,Φ[ν]〉 =

∫
∆

∫
∆

µ(z)ν(ζ)

(1− zζ)4
dξdη dxdy. (5.9)

Однако, введенная таким образом метрика оказывается корректно определен-
ной только на плотном подмножестве в T0T . Причина в том, что для общего
ν ∈ L∞(∆) его образ Φ[ν] в B2(∆) может оказаться не интегрируемым, и в этом
случае интеграл в формуле (5.9) разойдется. На самом деле, формула (5.9) кор-
ректно определена только для достаточно гладких касательных векторов [µ], [ν]
из T0T .

Сформулируем это утверждение более точно. Рассмотрим отображение

dβ : T0 (B(∆)/ ∼) −→ T[id]
(
QS(S1)/Möb(S1)

)
, (5.10)

касательное к изоморфизму

β : B(∆)/ ∼ −→ QS(S1)/Möb(S1).

Будем называть векторные поля на S1, являющиеся образами элементов [µ] ∈
T0T при отображении dβ, квазисимметричными. Оказывается, интеграл в фор-
муле (5.9) сходится, если векторам [µ], [ν] отвечают векторные поля на S1 с
гладкостью класса C3/2+ε с любым ε > 0.

Несмотря на то, что формула (5.9) задает только плотно заданную квази-
метрику на пространстве T , ее сужение на классические пространства Тейх-
мюллера T (G) и на пространство нормализованных диффеоморфизмов S ока-
зывается уже корректно определенной кэлеровой метрикой (мы обсудим этот
вопрос более подробно в следующем параграфе).

Вернемся к соответствию (5.10), рассмотренному выше, и дадим внутреннее
описание квазисимметричных векторных полей на S1, являющихся образами
векторов [µ] ∈ T0(B(∆)/ ∼) при отображении (5.10). Поскольку в этом описа-
нии существенную роль играет условие Берлинга–Альфорса, удобно начать со
случая верхней полуплоскости H.

Введем пространство Зигмунда Λ(R), состоящее из непрерывных функций
f(x), удовлетворяющих условию:

|f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)| ≤ C|t|
равномерно по x ∈ R, t > 0. Пространство Λ(R) является (не сепарабельным)
банаховым пространством с нормой

‖f‖Λ := sup
x,t

∣∣∣∣f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)

t

∣∣∣∣ .
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Оказывается, квазисимметричные векторные поля на R отвечают в точности
функциям из пространства Зигмунда Λ(R).

Отсюда нетрудно получить аналог пространства Λ(R) для окружности S1,
пользуясь преобразованием Кэли.

5.4 Подпространства универсального пространства
Тейхмюллера

Классические пространства Тейхмюллера T (G), где G ⊂ Möb(S1) – фуксова
группа (см. [10]), вкладываются в универсальное пространство Тейхмюллера в
виде комплексных подмногообразий.

Напомним, что квазисимметричный гомеоморфизм f ∈ QS(S1) называется
G-инвариантным относительно фуксовой группы G, если

fGf−1 ⊂ Möb(S1).

(Понятие G-инвариантного дифференциала Бельтрами является дифференци-
альным аналогом этого определения, см. [31].) Обозначим подгруппуG-инвариантных
квазисимметричных гомеоморфизмов в QS(S1) через QS(S1)G и определим клас-
сическое пространство Тейхмюллера T (G) как

T (G) = QS(S1)G/Möb(S1).

Пространство Тейхмюллера T (G) есть комплексное банахово многообразие,
комплексная структура которого индуцируется вложением Берса или естествен-
ной проекцией пространстваG-инвариантных дифференциалов БельтрамиB(∆)G

на T (G):
B(∆)G −→ T (G) = B(∆)G/ ∼ .

Вложение B(∆)G → B(∆) порождает вложение пространства Тейхмюллера
T (G) в универсальное пространство Тейхмюллера T , отвечающее фуксовой
группе {1}.

Пусть риманова поверхность S0 униформизуется фуксовой группой G, т.е.

S0 = ∆/G.

По каждому классу [µ] ∈ T (G) мы можем построить новую риманову поверх-
ность

Sµ = ∆/Gµ,
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где Gµ = wµGw
−1
µ . Эту же поверхность можно записать в виде

Sµ = ∆µ/Gµ,

где ∆µ := wµ(∆), Gµ = wµG(wµ)−1. Поверхности Sµ = ∆µ/Gµ гомеоморфны
друг другу и различаются только своими комплексными структурами. (В то
же время риманова поверхность ∆µ

−/G
µ, где ∆µ

− := wµ(∆−), биголоморфно эк-
вивалентна ∆−/G, поскольку wµ конформно на ∆− .)

Иными словами, пространство T (G) параметризует, посредством сопостав-
ления [µ] 7→ Gµ, различные комплексные структуры на римановой поверхности
S0 = ∆/G, получающиеся из исходной квазиконформными деформациями.

Все свойства универсального пространства Тейхмюллера, изложенные вы-
ше, переносятся и на классические пространства Тейхмюллера, нужно только
добавлять всюду условие G-инвариантности.

Так, вложение Берса в случае единичного круга ∆ задается отображением

F : B(∆)G −→ B2(∆−)G ,

сопоставляющим дифференциалу Бельтрами µ ∈ B(∆)G голоморфный квад-
ратичный дифференциал S[wµ|∆− ] на ∆− . Пространство B2(∆−)G состоит по
определению из G-инвариантных голоморфных квадратичных дифференциа-
лов в ∆−, имеющих конечную норму

‖ψ‖2 := sup
z∈∆−

(1− |z|2)2|ψ(z)| <∞.

Как и в случае универсального пространства Тейхмюллера, имеется отоб-
ражение Альфорса, задаваемое формулой

L∞(∆)G 3 µ 7−→ Φ[µ](z) =

∫
∆

µ(ζ)

(1− zζ̄)4
dξdη.

Попытаемся, как и выше, ввести с помощью этого отображения кэлерову мет-
рику на пространстве T (G), задавая ее на векторах [µ], [ν] из
T0T (G) формулой

(µ, ν)G = 〈µ,Φ[ν]〉G :=

∫
∆/G

∫
∆

µ(z)ν(ζ)

(1− zζ̄)4
dξdη dxdy. (5.11)

В случае классических пространств Тейхмюллера T (G) пространство B2(∆)G

совпадает с пространством интегрируемых голоморфных квадратичных диф-
ференциалов, поэтому формула (5.11) корректно определена для всех µ, ν ∈
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L∞(∆)G и задает эрмитову метрику на пространстве T0T (G), называемую мет-
рикой Вейля–Петерсона.

Что можно сказать об образе классических пространств T (G) в универсаль-
ном пространстве Тейхмюллера T ? Имеется любопытный результат Боуэна [7],
показывающий, что этот образ не принадлежит регулярной части T .

Более точно, будем называть точку из T регулярной, если ей отвечает глад-
кий нормализованный квазисимметричный гомеоморфизм из QS(S1) или, что
то же самое, квазикруг с гладкой границей. Боуэн показал, что каждой точке
из T (G) \ {0} отвечает квазикруг с фрактальной границей, хаусдорфова раз-
мерность dH которой находится в пределах 1 < dH < 2 и может быть любым
числом из этого промежутка.

Обратимся теперь к подпространству T иного рода, а именно к пространству
нормализованных диффеоморфизмов

S = Diff+(S1)/Möb(S1) ⊂ T = QS(S1)/Möb(S1). (5.12)

Оно целиком лежит в регулярной части пространства T и вложение (5.12) на-
деляет его индуцированной комплексной структурой. Однако эту структуру на
S можно ввести и более непосредственным образом.

Прежде всего заметим, что указанную комплексную структуру достаточно
определить в начале [id] ∈ S, а затем разнести в другие точки S с помощью
действия группы Diff+(S1). Построенная таким образом комплексная структура
будет, тем самым, Diff+(S1)-инвариантной. Касательное пространство

T[id]S = T[id]

(
Diff+(S1)/Möb(S1)

)
можно отождествить с фактором алгебры Ли группы Ли Diff+(S1) по ее по-
далгебре sl(2,R), совпадающей с алгеброй Ли группы Ли Möb(S1). Алгебра Ли
группы Ли Diff+(S1) совпадает с алгеброй Ли Vect(S1) гладких векторных по-
лей на S1, а ее элементы v = v(θ)∂/∂θ удобно задавать разложениями Фурье
вида

v =
∑
n∈Z

vnen

с комплексными коэффициентами, удовлетворяющими условию v̄n = v−n, где
en – базисные векторные поля

en = einθ∂/∂θ = izn+1∂/∂z, n ∈ Z, z = eiθ.

Тогда элементы v ∈ T[id]S будут задаваться рядами вида

v =
∑

n6=0,±1

vnen.
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Комплексная структура J на пространстве T[id]S определяется формулой

Jv = −i
∞∑
n=2

vnen + i
−1∑

n=−∞

vnen. (5.13)

Введенная комплексная структура эквивалентна построенной ранее комплекс-
ной структуре на пространстве T .

Пространство S обладает Diff+(S1)-инвариантной симплектической формой
ω. Эта форма определяется однозначно с точностью до умножения на константу
и ее значения на базисных векторных полях en ∈ TC

[id]S равны (см. [32]):

ω(em, en) = α(m3 −m)δm,−n, m, n ∈ Z \ {0,±1}, α ∈ C \ {0}.

По форме ω и комплексной структуре J можно построить согласованную с
ними риманову метрику gR, задаваемую на касательных векторах u, v ∈ T[id]S
формулой

gR(u, v) = aRe

[
∞∑
n=2

ūnvn(n3 − n)

]
, a ∈ R \ {0},

где
u =

∑
n6=0,±1

unen, v =
∑

n6=0,±1

vnen.

Кэлерова метрика

g(u, v) = a
∞∑
n=2

ūnvn(n3 − n) (5.14)

является комплексификацией построенной римановой метрики gR. Заметим,
что ряд в правой части (5.14) абсолютно сходится, если векторные поля u, v
принадлежат классу C3/2+ε с любым ε > 0.

Образ вложения S ↪→ T лежит, как указывалось ранее, в регулярной части
пространства T . С другой стороны, образы вложений классических пространств
Тейхмюллера T (G) \ {0} принадлежат нерегулярной части T . Тем самым, эти
подмногообразия пересекаются только в начале [id] ∈ T .

5.5 Грассманова реализация универсального про-
странства Тейхмюллера

В п.4.2 было введено соболевское пространство полудифференцируемых функ-
ций на окружности

VS = H
1/2
0 (S1,R),
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состоящее из функций f ∈ L2(S1,R), ряды Фурье которых имеют вид

f(z) =
∑
n6=0

fnz
n, f̄n = f−n, z = eiθ,

с конечной соболевской нормой порядка 1/2

‖f‖2
1/2 =

∑
n 6=0

|n||fn|2 = 2
∞∑
n=1

n|fn|2 <∞.

Положим V := VS и введем на этом пространстве симплектическую 2-форму,
которая определяется в терминах коэффициентов Фурье формулой

ω(ξ, η) = −i
∑
n 6=0

nξnη−n = 2 Im
∞∑
n=1

nξnη̄n,

где ξ, η ∈ V . Она корректно определена, поскольку

|ω(ξ, η)| ≤ ‖ξ‖1/2 · ‖η‖1/2.

Пространство V обладает также комплексной структурой J0, которая опре-
деляется в терминах разложений Фурье формулой

ξ(z) =
∑
n6=0

ξnz
n 7−→ (J0ξ)(z) = −i

∞∑
n=1

ξnz
n + i

−1∑
n=−∞

ξnz
n. (5.15)

Эта комплексная структура совместима с симплектической формой ω в том
смысле, что вместе они определяют риманову метрику на V вида g0(ξ, η) :=
ω(ξ, J0η), или в терминах коэффициентов Фурье

g0(ξ, η) =
∑
n6=0

|n|ξnη̄n = 2Re
∞∑
n=1

nξnη̄n. (5.16)

Иными словами, V является кэлеровым гильбертовым пространством.
Для того, чтобы построить грассманову реализацию пространства V , рас-

смотрим действие гомеоморфизмов f : S1 → S1 на этом пространстве. А имен-
но, сопоставим f оператор замены переменной Tf

(Tfξ)(z) = ξ(f(z))− 1

2π

∫ 2π

0

ξ(f(eiθ))dθ, z = eiθ,

действующий на функциях ξ ∈ V .
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Теорема 12 (Наг–Сулливан, см.[24]). Оператор Tf корректно определен и дей-
ствует из пространства V в себя тогда и только тогда, когда f ∈ QS(S1).
Действие операторов Tf : V → V с f ∈ QS(S1) сохраняет симплектическую
структуру ω, т.е.

ω(Tfξ, Tfη) = ω(ξ, η) для любых ξ, η ∈ V. (5.17)

Более того, комплексно-линейное продолжение оператора Tf на комплексифи-
цированное пространство V C сохраняет подпространства W± тогда и только
тогда, когда f ∈ Möb(S1) и в этом случае Tf действует на W± как унитарный
оператор.

Из приведенной теоремы вытекает, что имеется вложение

T = QS(S1)/Möb(S1) −→ Sp(V )/U(W+), (5.18)

где Sp(V ) обозначает симплектическую группу пространства V , состоящую из
ограниченных линейных операторов на V , сохраняющих симплектическую фор-
му ω, а U(W+) – ее подгруппа, состоящая из унитарных операторов, т.е. опера-
торов, комплексно-линейные продолжения которых на V C сохраняют подпро-
странство W+ (и, следовательно, W−).

Опишем эти группы более подробно. В терминах разложения V C = W+⊕W−
любой линейный оператор A : V C → V C может быть записан в блочной форме

A =

(
a b
c d

)
=

(
a : W+ → W+ b : W− → W+

c : W+ → W− d : W− → W−

)
В частности, линейные операторы на V C, получаемые комплексно-линейным
продолжением операторов A : V → V , имеют блочные представления вида

A =

(
a b
b̄ ā

)
,

где мы отождествляем пространство W− с комплексно сопряженным простран-
ством W+. Линейный оператор A : V → V принадлежит симплектической
группе Sp(V ), если он сохраняет симплектическую форму ω. Это условие экви-
валентно следующим соотношениям на блочные компоненты A:

A =

(
a b
b̄ ā

)
∈ Sp(V )⇐⇒ āta− btb̄ = 1, ātb = btā, (5.19)

где at : W ′
+ → W ′

+ и bt : W ′
+ → W ′

− обозначают транспонированные опера-
торы, а пространство W ′

±, двойственное к W±, отождествляется с простран-
ством W∓ с помощью скалярного произведения < · , · > на V C, задаваемого
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комплексно-линейным продолжением на V C римановой метрики g0. Унитарная
группа U(W+) вкладывается в симплектическую группу Sp(V ) в виде подгруп-
пы блочно-диагональных матриц вида

A =

(
a 0
0 ā

)
.

Вернемся к отображению (5.18). Пространство

Sp(V )/U(W+)

в правой части (5.18) можно отождествить с пространством J (V ) комплекс-
ных структур на пространстве V C, совместимых с симплектической формой ω.
Действительно, любая комплексная структура J такого вида определяет раз-
ложение

V C = W ⊕W (5.20)

в прямую сумму собственных (∓i)-подпространств оператора J , изотропных
относительно ω. Обратно, любое разложение вида (5.20) пространства V C в
прямую сумму подпространств, изотропных относительно ω, определяет ком-
плексную структуру J на V C, равную −iI на W и +iI на W и совместимую
с ω. Тем самым, группа Sp(V ) действует транзитивно на пространстве J (V )
комплексных структур J на V , совместимых с ω.

Чтобы получить однородное представление для пространства J (V ), нужно
профакторизовать группу Sp(V ) по ее подгруппе, состоящей из преобразований,
сохраняющих исходную комплексную структуру J0 или, другими словами, со-
храняющих подпространства W±. Указанная подгруппа состоит в точности из
унитарных преобразований из группы U(W+), откуда следует, что

J (V ) = Sp(V )/U(W+).

Пространство J (V ) допускает интерпретацию в виде бесконечномерного зи-
гелева диска. По определению, зигелев диск D состоит из ограниченных линей-
ных операторов вида

D = {Z : W+ → W− есть ограниченный линейный симметричный
оператор, удовлетворяющий Z̄Z < I}.

Симметричность Z означает, что Zt = Z, а условие Z̄Z < I равносильно тому,
что симметричный оператор I − Z̄Z положительно определен.
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Для того, чтобы отождествить пространство J (V ) с зигелевым диском D,
рассмотрим действие группы Sp(V ) на D, задаваемое операторными дробно-
линейными преобразованиями вида

Sp(V ) 3 A =

(
a b
b̄ ā

)
: Z 7−→ (āZ + b̄)(bZ + a)−1.

Нетрудно проверить, что сопоставление операторуA ∈ Sp(V ) указанного дробно-
линейного преобразования зигелева диска D задает взаимно-однозначное отоб-
ражение

J (V ) = Sp(V )/U(W+) −→ D.

Зигелев диск D естественным образом вкладывается в грассманиан Grb(V C)
гильбертова пространства V C, состоящий из замкнутых подпространств W ⊂
V C, получаемых из W+ действием ограниченных линейных операторов. Ука-
занное вложение задается отображением

D 3 Z 7−→ график отображения Z : W+ → W−.

Грассманиан Grb(V C) является комплексным банаховым многообразием (см.
[32]), а сквозное отображение

T = QS(S1)/Möb(S1) −→ Sp(V )/U(W+) = D −→ Grb(V C)

является эквивариантным голоморфным вложением комплексных банаховых
многообразий.

Построенное вложение T ↪→ Grb(V C) порождает вложение пространства
нормализованных диффеоморфизмов

S = Diff+(S1)/Möb(S1) ⊂ T

в ”регулярную часть” грассманиана Grb(V C), совпадающую с грассманианом
Гильберта–Шмидта GrHS(V ), который определяется следующим образом.

Определение 30. Грассманианом Гильберта–Шмидта GrHS(V ) называется
множество, состоящее из замкнутых подпространств W ⊂ V C таких, что ор-
тогональная проекция π+ : W → W+ является фредгольмовым оператором, а
ортогональная проекция π− : W → W− — оператором Гильберта–Шмидта.

Грассманиан GrHS(V ) является кэлеровым гильбертовым многообразием,
имеющим в качестве локальной модели гильбертово пространство HS(W+,W−)
операторов Гильберта–Шмидта.
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Введем теперь симплектическую группу Гильберта–Шмидта SpHS(V ), ко-
торая состоит из преобразований

A =

(
a b
b̄ ā

)
∈ Sp(V ),

для которых b является оператором Гильберта–Шмидта. Унитарная группа
U(W+) содержится в SpHS(V ) в виде подгруппы блочно-диагональных матриц.

Построенное вложение T ↪→ J (V ) индуцирует вложение

S = Diff+(S1)/Möb(S1) ↪→ SpHS(V )/U(W+).

Пространство
JHS(V ) := SpHS(V )/U(W+)

отождествляется, как и выше, с некоторым пространством комплексных струк-
тур на V C, совместимых с симплектической формой ω. Будем называть ком-
плексные структуры из JHS(V ) комплексными структурами Гильберта–Шмид-
та. Также, как выше, пространство JHS(V ) допускает реализацию в виде зиге-
лева диска Гильберта–Шмидта, определяемого как

DHS = {Z : W+ → W− – симметричный оператор Гильберта–Шмидта
с Z̄Z < I}.

Указанный зигелев дискDHS вкладывается, как и выше, в грассманиан Гильбер-
та–Шмидта GrHS(V ) так, что сквозное отображение

S = Diff+(S1)/Möb(S1) ↪→ JHS(V ) = SpHS(V )/U(W+) = DHS ↪→ GrHS(V )

является эквивариантным голоморфным вложением комплексного простран-
ства Фреше S в комплексное гильбертово многообразие GrHS(V ).

5.6 Квантование пространства нормализованных
диффеоморфизмов

Конечномерная классическая система задается парой (M,A), состоящей из фа-
зового пространства M и алгебры наблюдаемых A.

Фазовое пространство M есть гладкое симплектическое многообразие чет-
ной размерности 2n с симплектической формой ω. Локально, оно изоморфно
стандартной модели M0 := (R2n, ω0), где ω0 – стандартная симплектическая
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форма на R2n, задаваемая в канонических координатах (pi, qi), i = 1, . . . , n, на
R2n формулой

ω0 =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi.

Алгебра наблюдаемых A есть произвольная подалгебра Ли в алгебре Ли
C∞(M,R) гладких вещественнозначных функций на фазовом пространстве M
относительно скобки Пуассона, определяемой симплектической формой ω. В
частности, A может совпадать со всей алгеброй Пуассона C∞(M,R). В слу-
чае стандартной модели M0 = (R2n, ω0) в качестве алгебры наблюдаемых мож-
но взять алгебру Гейзенберга heis(R2n), которая порождается координатными
функциями pi, qi, i = 1, . . . , n, и 1, удовлетворяющими коммутационным соот-
ношениям:

{pi, pj} = {qi, qj} = 0 ,

{pi, qj} = δij при i, j = 1, . . . , n.

Алгебры наблюдаемых возникают обычно следующим образом. Пусть Γ есть
некоторая группа Ли, действующая на односвязном фазовом многообразии M
симплектическими преобразованиями. Тогда ее алгебру Ли Lie(Γ) можно рас-
сматривать как подалгебру алгебры Ли гамильтоновых векторных полей Xf на
M , порождаемых гладкими функциями f ∈ C∞(M,R). В этом случае за ал-
гебру наблюдаемых ham(Γ), отвечающую группе Γ, можно взять алгебру Ли,
состоящую из функций f , для которых Xf ∈ Lie(Γ), и наделенную скобкой
Пуассона в качестве скобки Ли.

Пусть (M,A) есть некоторая классическая система. Квантованием этой сиc-
темы называется неприводимое линейное представление

r : A −→ End∗H

наблюдаемых из A самосопряженными линейными операторами, действующи-
ми в комплексном гильбертовом пространстве H, называемом пространством
квантования. При этом требуется, чтобы

r ({f, g}) =
1

i
[r(f), r(g)] =

1

i
(r(f)r(g)− r(g)r(f)) (5.21)

для любых f, g ∈ A и r(1) = I.
Операторы квантования r(f), возникающие в конкретных примерах, оказы-

ваются, как правило, неограниченными, поэтому необходимо требовать, чтобы
все они были определены на общей области определения, плотной в H.
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Часто бывает удобнее иметь дело с комплексифицированными алгебрами
наблюдаемых AC или, более общим образом, с комплексными алгебрами на-
блюдаемых AC, наделенными инволюцией. В этом случае квантование алгебры
наблюдаемых AC будет задаваться неприводимым линейным представлением
r : AC → EndH замкнутыми линейными операторами на H, удовлетворяющи-
ми помимо условия (5.21) и нормировки r(1) = I еще и правилу сопряжения:
инволюция в AC переходит под действием r в эрмитово сопряжение.

Мы будем применять приведенное определение квантования к бесконечно-
мерным классическим системам, в которых как фазовые пространства, так и
алгебры наблюдаемых являются бесконечномерными. Для бесконечномерных
алгебр Ли A более естественно искать не обычные, а проективные представле-
ния. Если нам удастся найти такое представление для заданной алгебры наблю-
даемых A, то это будет означать, что мы построили квантование не исходной
системы (M,A), а ее расширения (M, Ã), где Ã – подходящее центральное рас-
ширение алгебры A, которое определяется коциклом проективного представле-
ния.

В случае пространства нормализованных диффеоморфизмов

S = Diff+(S1)/Möb(S1)

роль бесконечномерной классической системы будет играть пара(
S,Vect(S1)

)
,

где S – фазовое пространство системы, а Vect(S1) – алгебра наблюдаемых, яв-
ляющаяся алгеброй Ли группы Diff+(S1). Эта алгебра совпадает с алгеброй Ли
гладких векторных полей на S1.

Мы построим квантование указанной системы, предварительно расширив
ее до системы, ассоциированной с соболевским пространством V . Для этого
воспользуемся построенным выше вложением

S ↪→ JHS(V ) = SpHS(V )/U(W+).

При таком вложении группа Diff+(S1) реализуется в виде подгруппы симплек-
тической группы Гильберта–Шмидта SpHS(V ). В качестве расширенной клас-
сической системы берется пара

(JHS(V ) = DHS, spHS(V )) ,

где spHS(V ) есть алгебра Ли симплектической группы Гильберта–Шмидта
SpHS(V ).
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Приступая к квантованию расширенной системы (JHS(V ), spHS(V )), необхо-
димо прежде всего указать пространство квантованияH, в котором реализуется
представление алгебры наблюдаемых spHS(V ). Роль этого пространства в рас-
сматриваемом случае будет играть фоковское пространство, ассоциированное с
соболевским пространством V .

Для того, чтобы определить указанное пространство, фиксируем некоторую
комплексную структуру J ∈ J (V ), совместимую с симплектической формой ω.
Эта структура порождает разложение комплексифицированного пространства
V C в прямую сумму

V C = W ⊕W

собственных (∓i)-подпространств оператора J . Указанное разложение ортого-
нально относительно эрмитова скалярного произведения на V C, порождаемого
J и ω:

< z,w >J := ω(z, Jw).

Фоковское пространство F (V C, J) является пополнением алгебры симмет-
ричных полиномов от переменных z ∈ W по норме, порожденной скалярным
произведением < ·, · >J .

Более подробно, обозначим через S(W ) алгебру симметричных полиномов
от переменных z ∈ W и введем на ней скалярное произведение, порождаемое
скалярным произведением < ·, · >J . На мономах одинаковой степени оно зада-
ется формулой

〈z1 ⊗ . . .⊗ zn, z′1 ⊗ . . .⊗ z′n >J :=
∑

{i1,...,in}

< z1, z
′
i1
>J · . . . · < zn, z

′
in >J ,

где суммирование ведется по всем перестановкам {i1, . . . , in} множества {1, . . . , n}
(скалярное произведение мономов разных степеней полагается равным нулю).
Скалярное произведение на мономах продолжается затем по линейности на всю
алгебру S(W ).

Фоковское пространство

FJ = F (V C, J)

есть замыкание алгебры S(W ) по норме < ·, · >J .
Если {wn}∞n=1 есть ортонормированный базис пространстваW , то в качестве

ортонормированного базиса фоковского пространства FJ можно взять мономы
вида

PK(z) =
1√
k!
< z,w1 >

k1
J · . . . · < z,wn >

kn
J , z ∈ W, (5.22)
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где K = (k1, . . . , kn, 0, . . .) – финитный набор натуральных чисел ki ∈ N, и
k! = k1! · . . . · kn!. Тем самым, фоковское пространство разлагается в прямую
сумму

FJ =
∞⊕
k=0

Sk(W ),

где Sk(W ) есть подпространство полиномов степени k в S(W ).
Алгеброй Гейзенберга heis(V ) гильбертова пространства V называется цен-

тральное расширение абелевой алгебры Ли V , порождаемой координатными
функциями. Другими словами, как векторное пространство, эта алгебра совпа-
дает с

heis(V ) = V ⊕ R

и наделяется скобкой Ли вида

[(x, s), (y, t)] := (0, ω(x, y)) , x, y ∈ V, s, t ∈ R.

Построим неприводимое представление алгебры Гейзенберга heis(V ) в фо-
ковском пространстве FJ . Заметим, прежде всего, что элементы алгебры S(W )
можно рассматривать как голоморфные функции на пространстве W , отож-
дествляя z ∈ W с голоморфной функцией

W 3 w̄ 7−→< z,w >J на W.

Соответственно, пространство FJ можно рассматривать как пространство функ-
ций, голоморфных на W .

С учетом этого отождествления, представление Гейзенберга rJ алгебры Гей-
зенберга heis(V ) в фоковском пространстве FJ будет задаваться формулой

V 3 v 7−→ rJ(v)f(w̄) = ∂vf(w̄)+ < v,w >J f(w̄), (5.23)

где ∂v есть оператор дифференцирования в направлении вектора v. Продол-
жая rJ на комплексифицированную алгебру heisC(V ) той же формулой (5.23),
получим, что

rJ(z̄)f(w̄) = ∂z̄f(w̄) при z̄ ∈ W,

rJ(z)f(w̄) =< z,w >J f(w̄) при z ∈ W.

Представление Гейзенберга удобно описывать в терминах операторов рож-
дения и уничтожения на пространстве FJ , которые задаются формулами

a∗J(v) =
rJ(v) + irJ(Jv)

2
, aJ(v) =

rJ(v)− irJ(Jv)

2
,
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где v ∈ V C. Отсюда

a∗J(z)f(w̄) =< z,w >J f(w̄) при z ∈ W,
aJ(z̄)f(w̄) = ∂z̄f(w̄) при z̄ ∈ W.

Выбирая ортонормированный базис {wn}∞n=1 в пространстве W , введем опера-
торы

a∗n := a∗(wn), an := a(w̄n) при n = 1, 2, . . . .

Эти операторы удовлетворяют коммутационным соотношениям вида

[am, an] = [a∗m, a
∗
n] = 0, [a∗m, an] = δmnI при m,n ∈ N. (5.24)

Вектор fJ ∈ FJ \ {0} называется вакуумом, если он аннулируется всеми
операторами уничтожения, т.е.

anfJ = 0 при всех n = 1, 2, . . . . (5.25)

Такой вектор определяется представлением rJ однозначно с точностью до муль-
типликативной константы. В случае исходного фоковского пространства F0 =
F (V, J0) в качестве вакуума берется f0 ≡ 1.

Действуя на вакуум fJ операторами рождения a∗n, мы получим множество
векторов в FJ вида (a∗1)k1 · . . . · (a∗n)knfJ , замкнутая линейная оболочка которого
совпадает со всем пространством FJ , откуда вытекает неприводимость пред-
ставления rJ . Заметим, что мономы PK(z), задаваемые формулой (5.22), кото-
рые были выбраны нами в качестве ортонормированного базиса пространства
FJ , построены именно таким способом.

Мы хотим построить унитарный оператор UJ : F0 → FJ , сплетающий пред-
ставления Гейзенберга r0 в пространстве F0 и rJ в пространстве FJ .

Теорема 13 (Шейл–Березин, см. [6]). Пусть комплексная структура J ∈
J (V ) получается из комплексной структуры J0 действием элемента A ∈
Sp(V ). Тогда представления r0 в пространстве F0 и rJ в пространстве FJ
унитарно эквивалентны тогда и только тогда, когда A ∈ SpHS(V ). Другими
словами, при выполнении последнего условия существует унитарный сплета-
ющий оператор UJ : F0 → FJ , такой что

rJ = UJ ◦ r0 ◦ U−1
J .

Приведем идею доказательства этой теоремы. Для того, чтобы построить
сплетающий оператор UJ , достаточно, согласно рассуждению, приведенному
выше, построить вакуум в пространстве FJ . Указанный вакуум можно искать,
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раскладывая его по базису пространства F0, образованному векторами
1√
k!

(a∗1)k1 · . . . · (a∗n)knf0, и подставляя полученный ряд в соотношения (5.25).
Искомый вакуум fJ будет задаваться формулой

fJ = ce−
1
2
a∗J (a−1b)a∗Jf0, (5.26)

если A =

(
a b
b̄ ā

)
. Коэффициент c в этой формуле равен c = θ(det aāt)−1/4, где

θ – комплексное число, по модулю равное 1. Заметим, что из описания группы
Sp(V ), даваемого соотношением (5.19), следует, что оператор a обратим. Бо-
лее того, вектор fJ , задаваемый формулой (5.26), принадлежит пространству
FJ тогда и только тогда, когда a−1b есть оператор Гильберта–Шмидта ⇐⇒ b
есть оператор Гильберта–Шмидта, т.е. A ∈ SpHS(V ). В этом случае оператор
aāt = 1 + bb̄t имеет вид ”1 + ядерный” и потому его детерминант имеет смысл.
Неопределенный коэффициент θ возникает из-за того, что вакуум fJ определя-
ется только с точностью до мультипликативной константы, по модулю равной
1. Имея формулу (5.26) для вакуума fJ , можно найти и явное представление
для сплетающего оператора UJ , которое выписано в [6]. Этот оператор, так-
же как и вакуум, определяется однозначно с точностью до мультипликативной
константы, по модулю равной 1.

Объединим все фоковские пространства FJ с J ∈ JHS(V ) в единое фоковское
расслоение

F =
⋃

J∈JHS(V )

FJ −→ JHS(V ) = DHS.

Предложение 3. Фоковское расслоение F → JHS(V ) является эрмитовым
голоморфным гильбертовым расслоением над зигелевым диском DHS. На нем
имеется унитарное проективное действие группы SpHS(V ), накрывающее есте-
ственное действие этой группы на JHS(V ) = DHS.

Голоморфность фоковского расслоения устанавливается также, как голо-
морфность детерминантного расслоения над грассманианом Гильберта–Шмидта
GrHS(V ) (см. [32]). Поскольку зигелев диск DHS является стягиваемым (и даже
выпуклым) множеством, то это расслоение тривиально. Более того, действие
группы SpHS(V ), определяемое теоремой Шейла–Березина, задает его явную
тривиализацию.

Инфинитезимальным вариантом действия симплектической группы Гильбер-
та–Шмидта SpHS(V ) на фоковском расслоении является проективное представ-
ление ее алгебры Ли spHS(V ) в слое F0 = F (V C, J0) фоковского расслоения над
точкой J0.
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Симплектическая алгебра Ли spHS(V ) состоит из ограниченных линейных
операторов A, действующих в пространстве V C и имеющих блочные представ-
ления вида

A =

(
α β
β̄ ᾱ

)
,

где α – ограниченный косоэрмитов оператор, β – симметричный оператор Гиль-
берта–Шмидта. Комплексифицированная алгебра Ли spHS(V )C состоит из опе-
раторов вида

A =

(
α β
γ̄ −αt

)
,

где α – ограниченный оператор, а β и γ̄ являются симметричными операторами
Гильберта–Шмидта.

Проективное представление комплексифицированной симплектической ал-
гебры spHS(V )C в пространстве F0 задается формулой

spHS(V )C 3 A =

(
α β
γ̄ −αt

)
7−→ ρ(A) = Dα +

1

2
Mβ +

1

2
M∗

γ . (5.27)

Здесь, Dα – оператор дифференцирования, порождаемый оператором α : W+ →
W+ и определяемый посредством

Dαf(w̄) =< αw, ∂w > f(w̄).

Оператор Mβ, порождаемый оператором β : W− = W+ → W+, имеет вид

Mβf(w̄) =< β̄w,w > f(w̄),

а оператор M∗
γ , сопряженный к Mγ, действует по формуле

M∗
γf(w̄) =< γ∂w, ∂w > f(w̄).

Теорема 14 ([29]). Формула (5.27) задает унитарное проективное представ-
ление симплектической алгебры Ли spHS(V )C в фоковском пространстве F0 с
коциклом

[ρ(A1), ρ(A2)]− ρ([A1, A2]) =
1

2
tr(γ̄2β1 − γ̄1β2)I. (5.28)

Это представление сплетается с представлением Гейзенберга r0 алгебры Гей-
зенберга heis(V ) в пространстве F0.
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Проективное представление алгебры Ли spHS(V ) определяет квантование
расширенной системы (

JHS(V ) = DHS, ˜spHS(V )
)

где ˜spHS(V ) есть центральное расширение алгебры Ли spHS(V ), задаваемое ко-
циклом (5.28).

Одновременно мы построили квантование еще одной классической системы,
тесно связанной с теорией струн. А именно, системы (V,A), фазовое простран-
ство которой совпадает с соболевским пространством V = H

1/2
0 (S1,R), а алгеб-

ра наблюдаемых A есть полупрямая сумма A = heis(V ) o spHS(V ). Указанную
алгебру наблюдаемых можно рассматривать как бесконечномерный аналог ал-
гебры Пуанкаре пространства Минковского. Напомним, что алгебра Пуанкаре
есть полупрямая сумма алгебры трансляций и алгебры гиперболических пово-
ротов пространства Минковского. В случае соболевского пространства V роль
алгебры трансляций играет алгебра Гейзенберга, а роль алгебры поворотов —
симплектическая алгебра Ли spHS(V ). В случае пространства Минковского пре-
образования из алгебры сдвигов линейно зависят от координат, а преобразова-
ния из алгебры поворотов зависят от них квадратично. Эта закономерность со-
храняется и в бесконечномерном случае — представление Гейзенберга линейно
по переменным w̄ и ∂w̄, а представление алгебры Ли spHS(V ) по ним квадратич-
но.

Сужение конструкции фоковского расслоения F → DHS, приведенной выше,
на подмногообразие

S = Diff+(S1)/Möb(S1) ⊂ JHS(V ) = DHS

дает фоковское расслоение

FS :=
⋃
J∈S

FJ −→ S

над пространством S.

Предложение 4. Фоковское расслоение FS → S является эрмитовым го-
ломорфным гильбертовым расслоением над пространством S. На этом рас-
слоении имеется унитарное проективное действие группы диффеоморфизмов
Diff+(S1), накрывающее естественное действие этой группы на S.

Фоковское расслоение FS → S тривиально, поскольку пространство S стя-
гиваемо. Действие группы Diff+(S1) на расслоении FS задается ограничением
SpHS(V )-действия на фоковском расслоении F → DHS, построенного выше.
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Инфинитезимальным вариантом действия группы Diff+(S1) на фоковском
расслоении FS является проективное представление алгебры Ли Vect(S1) этой
группы в фоковском пространстве F0. Конструкцию этого представления, на-
зываемого представлением Вирасоро, удобно описать в терминах операторов
рождения и уничтожения a∗n, an на пространстве F0, введенных выше. Допол-
ним это определение, полагая a0 = λI, λ ∈ R, и a−n := na∗n, n ∈ N, так что
для полученных операторов будут выполняться следующие коммутационные
соотношения

[am, an] = mδm,−nI при m,n ∈ Z.

Представление Вирасоро алгебры Ли VectC(S1) порождается операторами
Вирасоро Ln, являющимися образами базисных элементов en алгебры VectC(S1).
Эти операторы задаются формулой

Ln =
1

2

∞∑
i=−∞

: a−iai+n : , n ∈ Z,

где знак : : означает нормальное упорядочение, определяемое правилом

: aiaj :=

{
aiaj при i ≤ j,

ajai при i > j.

В частности, оператор энергии L0 имеет вид L0 = λ2/2 +
∑

i>0 a−iai. Из-за нор-
мального упорядочения, при применении оператора Ln к любому полиному P
из алгебрыS(W+) только конечное число членов в бесконечном ряде, задающем
LnP , будет отлично от нуля, т.е. действие операторов Ln корректно определено
на алгебре S(W+) и продолжается на все фоковское пространство F0 = Ŝ(W+)
по замыканию.

Операторы Ln, удовлетворяющие коммутационным соотношениям

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n + δm,−n
m3 −m

12
(5.29)

порождают унитарное проективное представление алгебры Ли Vect(S1) в фо-
ковском пространстве F0.

Построенное проективное представление алгебры Ли Vect(S1) в фоковском
пространстве F0 задает квантование системы (S, vir), где vir есть централь-
ное расширение алгебры Ли Vect(S1). Это расширение называется алгеброй
Вирасоро и определяется коциклом представления (5.29). Заметим, что цен-
тральное расширение Vect(S1) определяется по существу единственным обра-
зом (см. [32]).
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5.7 Квантование универсального пространства Тейх-
мюллера

В основе квантования расширенной системы (JHS(V ), spHS(V )), а следовательно
и пространства нормализованных диффеоморфизмов (S,Vect(S1)) лежал тот
факт, что естественное действие группы SpHS(V ) на пространстве
JHS(V ) = SpHS(V )/U(W+) удалось поднять с помощью теоремы Шейла–Берези-
на до проективного действия этой группы на фоковском расслоении

F =
⋃

J∈JHS(V )

FJ −→ JHS(V ).

Однако этот метод не применим для всего универсального пространства Тейх-
мюллера T . Хотя у нас по-прежнему имеются вложение T ↪→ J = Sp(V )/U(W+)
пространства T в пространство J комплексных структур на V , совместимых с
симплектической формой ω, и фоковское расслоение

FJ :=
⋃

J∈J (V )

FJ −→ J (V ),

мы не можем поднять естественное действие группы Sp(V ) на J (V ) до проек-
тивного действия этой группы на FJ , накрывающего ее действие на базе J (V ).
Это запрещается теоремойШейла–Березина. Поэтому приходится использовать
другой подход к квантованию T , основанный на соображениях из некоммута-
тивной геометрии.

Напомним, что в изложенном выше дираковском подходе квантованию под-
вергались классические системы (M,A), задаваемые фазовым пространством
M и алгеброй наблюдаемых A = AC, являющейся инволютивной алгеброй Ли,
состоящей из гладких функций на M . Квантование такой системы задается
неприводимым линейным представлением r наблюдаемых из A замкнутыми ли-
нейными операторами, действующими в пространстве квантования H, перево-
дящим скобку Пуассона {f, g} наблюдаемых f, g ∈ A в коммутатор 1

i
[r(f), r(g)]

отвечающих им операторов. В подходе Конна классическая система задается
парой (M,A), где M снова фазовое пространство, а алгебра наблюдаемых A
есть ассоциативная инволютивная алгебра, состоящая из гладких функций на
M . Квантованием такой системы по Конну называется неприводимое линей-
ное представление π наблюдаемых из A замкнутыми линейными операторами,
действующими в пространстве квантования H, переводящее оператор внешнего
дифференцирования d в коммутатор с оператором симметрии S:

π : df 7−→ dqf = [S, π(f)], f ∈ A.
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Если все наблюдаемые являются гладкими функциями на M (как предпо-
лагалось выше), то между двумя подходами к квантованию нет большого раз-
личия. Действительно, дифференциал df наблюдаемой f является симплекти-
чески двойственным к гамильтонову векторному полю Xf , что устанавливает
связь между ассоциативной алгеброй наблюдаемых A 3 f и алгеброй Ли га-
мильтоновых векторных полей A 3 Xf или двойственной к ней алгеброй Ли
гамильтонианов f , порождающих векторные поля Xf . Оператор симметрии S
определяется в этом случае поляризацией

H = H+ ⊕H− (5.30)

пространства квантования H, т.е. разложением H в прямую ортогональную
сумму замкнутых бесконечномерных подпространств H±. Отвечающий поля-
ризации оператор симметрии полагается равным S = ±I на H±. Этот оператор
тесно связан с оператором комплексной структуры J на H, задаваемым разло-
жением (5.30), а именно, S = iJ , так что J = ±iI на H±.

Однако в случае, если мы разрешим алгебре наблюдаемых A содержать
негладкие функции, дираковское определение потеряет смысл. В конновском
подходе дифференциал негладкой наблюдаемой f ∈ A также не определен в
классическом смысле, тем не менее его квантовый аналог

dqf = [S, π(f)]

может быть корректно определен, как мы видели в п.4.1 на примере алгебры
AS = L∞(S1,C).

Обратимся к квантованию системы, имеющей в качестве фазового простран-
ства соболевское пространство V . Мы должны выбрать естественную алгебру
наблюдаемых A на этом пространстве. По причинам, которые выяснятся поз-
же, мы предпочитаем начать с группы G симплектических преобразований про-
странства V .

Группа G состоит из двух компонент. Первая задается группой Гейзенберга
Heis(V ). Эта группа является центральным расширением абелевой группы V .
Другими словами, Heis(V ) есть прямое произведение Heis(V ) = V × S1, наде-
ленное групповой операцией, задаваемой формулой

(v1, s1) · (v2, s2) =
(
v1 + v2, s1s2e

iω(v1,v2)
)
.

В качестве второй компоненты группы G возьмем группу QS(S1) квазисим-
метричных гомеоморфизмов окружности S1, действующую на V с помощью
репараметризации, т.е. замены переменной (см. п.5.5). По определению, G есть
полупрямое произведение группы Heis(V ) и группы QS(S1). Группу G можно
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рассматривать как бесконечномерный аналог группы Пуанкаре, совпадающей
с полупрямым произведением группы трансляций и группы гиперболических
поворотов.

Если бы G была группой Ли, действующей на V гладкими симплектиче-
скими преобразованиями, мы могли бы взять в качестве алгебры наблюдаемых
A алгебру Ли этой группы. Однако, ни группа G, ни ее действие на соболев-
ском пространстве V не являются гладкими. По этой причине мы не можем
построить классическую систему, отвечающую фазовому пространству V с дей-
ствующей на нем группой G. Вместо этого мы определим напрямую кванто-
вую систему, ассоциированную с V . Иными словами, мы меняем нашу исход-
ную точку зрения на квантование и будем строить сначала квантовую систему,
ассоциированную с пространством V и группой G, минуя стадию построения
классической системы.

Перейдем к построению квантовой алгебры наблюдаемых, ассоциированной
с соболевским пространством V и группой G.

Начнем с первой компоненты, отвечающей группе Гейзенберга Heis(V ). Обо-
значим, как и ранее, через Mf ограниченный оператор умножения в гильберто-
вом пространстве V C, а в качестве оператора симметрии возьмем преобразова-
ние Гильберта. Дифференциал общей функции f ∈ V C не определен в классиче-
ском смысле, однако его квантовый аналог dqf := [S,Mf ] корректно определен
и является ограниченным линейным оператором в V C. Как мы видели ранее в
п.4.1, он задается формулой

(dqf)(h)(φ) =
1

2π

∫ 2π

0

kf (φ, ψ)h(ψ)dψ, h ∈ V C,

где kf (φ, ψ) = K(φ, ψ)(f(φ)−f(ψ)). Квазиклассический предел этого оператора,
получаемый его сужением на гладкие функции с последующим взятием следа
на диагонали φ = ψ, совпадает с оператором умножения h 7→ f ′ · h. Операторы
dqf есть квантовые наблюдаемые, отвечающие элементам f ∈ V .

Для того, чтобы определить квантовые наблюдаемые, отвечающие элемен-
там g ∈ QS(S1), удобно перейти от окружности S1 к вещественной прямой
R. Тогда пространство V заменится соболевским пространством H1/2(R) ве-
щественнозначных полудифференцируемых функций на вещественной прямой
(по-прежнему обозначаемом через V ), а QS(S1) — группой QS(R) квазисим-
метричных гомеоморфизмов прямой R, продолжающихся до квазиконформных
гомеоморфизмов верхней полуплоскости.

Согласно теореме Реймана [27], касательное пространство к QS(R) в начале
совпадает с пространством Зигмунда Λ(R), состоящим из непрерывных функ-
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ций f(x), удовлетворяющих условию:

|f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)| ≤ C|t|

равномерно по x ∈ R, t > 0.
Это мотивирует определение оператора дифференцирования dqg для g ∈

QS(R) как

dqg(v) =

∫
R

g(x+ t) + g(x− t)− 2g(x)

t
v(t)dt, v ∈ V C.

Пользуясь этим оператором, мы можем ввести квантовые наблюдаемые, от-
вечающие элементам g ∈ QS(R), как операторы T qg h := dqh(g) ◦ dqg. Квази-
классический предел оператора h 7→ T qg h совпадает с оператором умножения
h 7→ h′(g)g′h.

Этот оператор можно продолжить на все фоковское пространство F0 следу-
ющим образом. Мы определяем его вначале на элементах ортонормированного
базиса пространства F0, задаваемых мономами PK(z) (см. формулу (5.22)), по
правилу Лейбница. Затем продолжаем на всю алгебру симметричных полино-
мов по переменнымW+ по линейности. Замыкание полученного оператора дает
оператор T qg h в фоковском пространстве F0. Таким же образом оператор dqh
продолжается до замкнутого оператора dqh в пространстве F0.

Искомая квантовая алгебра наблюдаемых, ассоциированная с соболевским
пространством V , наделенным действием группы G, есть алгебра Ли, порож-
денная операторами dqh и T qg h, действующими в F0, с g ∈ QS(R), h ∈ V .



92Глава 5. КВАНТОВАНИЕ УНИВЕРСАЛЬНОГОПРОСТРАНСТВА ТЕЙХМЮЛЛЕРА



Глава 6

КВАНТОВЫЙ ЭФФЕКТ ХОЛЛА

Эта глава посвящена интерпретации квантового эффекта Холла в терминах
некоммутативной геометрии. В ней излагаются главные идеи, лежащие в основе
указанной интерпретации.

6.1 Классический и квантовый эффекты Холла

Квантовый эффект Холла был открыт в 1980 г. фон Клитцингом и его колле-
гами. Проведенные ими эксперименты показали, что при очень низких темпе-
ратурах порядка 1◦K проводимость Холла "квантуется" , т.е. принимает цело-
численные значения (в подходящих единицах e2/h). Этот феномен был назван
квантовым эффектом Холла и за его открытие фон Клитцинг был награжден
Нобелевской премией по физике 1985 г. Уже начиная с первых теоретических
работ [18], [36], посвященных этому эффекту, стало ясно, что он имеет топо-
логическую природу. В статьях [5] и [37] было предложено его объяснение в
терминах некоммутативной геометрии.

Классический эффект Холла был открыт в 1880 г. при проведении следу-
ющего физического эксперимента. Тонкая прямоугольная пластина толщины δ
и ширины l помещалась параллельно (x, y)-плоскости в постоянное однородное
магнитное поле ~B, направленное вдоль оси (z), перпендикулярной пластине. В
направлении оси (x) запускался постоянный электрический ток с плотностью ~j.
Свободные электроны под действием силы Лоренца, индуцированной магнит-
ным полем, начинали двигаться вдоль оси (y). В результате возникала разность
потенциалов в направлении оси (y) между краями пластины и сопутствующее
ей электрическое поле ~E.

93
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Из уравнений Максвелла вытекает, что

ne ~E +~j × ~B = 0, (6.1)

где n – плотность электронов, e – заряд электрона. Отсюда

~j =
ne

B2
~B × ~E = σ ~E, (6.2)

где σ – тензор проводимости, задаваемый 2× 2-матрицей вида

σ =
1

δ

(
0 σH
−σH 0

)
.

Здесь, δ – толщина пластины, а величина σH называется проводимостью Холла.
Из уравнения (6.2) следует, что

σH =
neδ

B
. (6.3)

Ток в направлении оси (y) равен Jy = jδl, а потенциал в этом направлении
задается формулой Vy = −lE. Из уравнения (6.1) получаем

Vy =
BJy
neδ

=
Jy
σH

. (6.4)

Последнее соотношение можно рассматривать как 2-мерный аналог класси-
ческого закона Ома. Из него вытекает, в частности, что проводимость Холла
σH имеет размерность обратного сопротивления. Ее принято характеризовать
безразмерной величиной

ν :=
nδh

eB
,
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называемой коэффициентом заполнения. В его терминах приведенную выше
формулу (6.3) для проводимости Холла можно переписать в виде

σH =
ν

RH

, (6.5)

где RH := h/e2 – универсальная постоянная, называемая сопротивлением Хол-
ла.

Согласно формуле (6.5), график зависимости проводимости Холла σH от
ν представляет собой прямую линию. Однако такая зависимость, диктуемая
классическим эффектом Холла, не сохраняется для квантовых систем.

А именно, упомянутый выше эксперимент Клитцинга показывает, что при
температурах порядка 1◦K на этом графике появляются некие горизонтальные
"плато" , отвечающие целочисленным значениям σH (в единицах e2/h). Про-
дольная проводимость σ‖ в направлении оси (x) на таких интервалах зануляет-
ся.

Для указанных температур система электронов, заключенных в двумерной
плоскости, начинает вести себя как квантовая система и должна исследоваться
квантовыми методами. Описанный феномен был назван квантовым эффектом
Холла.

Более тщательные эксперименты, выполненные Цуем и Штермером при еще
более низких температорах, показали, что горизонтальные плато на графике
проводимости Холла наблюдаются не только для целочисленных значений σH ,
но и при некоторых дробных значениях, более точно, при значениях σH , равных
p
q

(
e2

h

)
с взаимно простыми p, q и нечетными q. Этот эффект был назван дроб-

ным эффектом Холла и за его открытие Цуй и Штермер вместе с Лафлином
получили Нобелевскую премия по физике 1998 г.

6.2 Классическая и магнитная теории Блоха

Исследование поведения систем электронов естественно начать с классической
теории Блоха. Главным целью этой теории является объяснение природы кри-
сталлов (см. [16], [2]).

Физический кристалл характеризуется своей решеткой Бравэ, т.е. решеткой
Γ в пространстве d = 3 измерений, описывающей симметрии кристалла. Ма-
тематически, решетка Γ в Rd есть дискретная абелева группа, изоморфная Zd,
которая действует на Rd трансляциями. Поведение свободного электрона в кри-
сталле определяется его взаимодействием с ионами кристаллической решетки.
В одно-электронном приближении оно описывается оператором Шредингера
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вида
H = −∆ + V

с потенциалом V , задаваемым ограниченной функцией, инвариантной относи-
тельно Γ.

Оператор Шредингера H коммутирует со всеми операторами трансляции
Tγ, γ ∈ Γ, и эти операторы порождают унитарное представление группы Γ в
пространстве L2(Rd).

Обозначим через Γ′ двойственную решетку в двойственном пространстве
(Rd)′, определяемую как

Γ′ = {k ∈ (Rd)′ : (k, γ) ∈ 2πZ для любых γ ∈ Γ}.

Блоховские собственные функции оператора H – это функции вида

ψjk(x) = ei(k,x)ϕjk(x),

где вектор k принадлежит зоне Бриллюэна, т.е. фундаментальной области F ′

двойственной решетки Γ′, а ϕjk(x) являются собственными функциями опера-
тора Hk, определяемого соотношением

H
(
ei(k,x)ϕ(x)

)
= ei(k,x)Hkϕ(x).

Область определения оператора Hk совпадает с подпространством

D(Hk) =

{
ϕ : ϕ(x) =

∑
γ′∈Γ′

cγ′e
i(γ′,x) с

∑
γ′∈Γ′

(1 + |γ′|2)|cγ′|2 <∞

}
.

Оператор Hk имеет дискретный спектр и полную ортогональную систему соб-
ственных функций ϕjk с собственными значениями Ej(k):

Hkϕjk = Ej(k)ϕjk, j = 1, 2, . . . ,

такими, что Ej(k) → +∞ при j → ∞ (см. [3]). Функции ϕjk являются C∞-
гладкими, если потенциал V является таковым.

Спектр H состоит из конечного числа непересекающихся отрезков

σ(H) = [c1, d1] ∪ [c2, d2] ∪ . . . [cl, dl] ∪ [cl+1,+∞),

где c1 < d1 < c2 < d2 < . . . < dl < cl+1. Интервалы (−∞, c1), (d1, c2), (d2, c3),. . . ,
свободные от спектра, называются лакунами или запрещенными зонами. Бло-
ховские собственные функции образуют полную систему обобщенных собствен-
ных функций оператора H ([3]).
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Предположим теперь, что B есть вещественная 2-форма на Rd, инвариант-
ная относительно действия группы Γ. Эту форму, играющую роль магнитного
поля, можно представить в виде

B = dA

для некоторой вещественной 1-формы A, играющей роль электромагнитного
вектор-потенциала. Магнитный оператор Шредингера – это оператор вида

H = −(d+ iA)∗(d+ iA) + V.

Как и в случае классической теории Блоха, мы можем построить операторы,
называемые магнитными трансляциями, которые коммутируют с магнитным
оператором Шредингера. Именно, магнитная форма B инвариантна относи-
тельно действия группы Γ, так что

0 = B − γ ·B = d(A− γ · A)

для любого γ ∈ Γ. Иными словами, форма A− γ · A замкнута и потому может
быть представлена в виде

A− γ · A = dhγ

для некоторой гладкой вещественной функции hγ, заданной с точностью до
аддитивной константы.

Магнитный оператор Шредингера H инвариантен относительно магнитных
трансляций вида

Tγ : f 7−→ Tγf = eihγγ · f.
В отличие от классической теории Блоха магнитные трансляции Tγ удовлетво-
ряют соотношению

Tγ1Tγ2 = σ(γ1, γ2)Tγ1γ2 с σ(γ1, γ2) ∈ U(1).

Другими словами, они порождают проективное унитарное представление груп-
пы Γ в пространстве L2(Rd). Оно становится настоящим представлением группы
Γ только в случае, когда форма A инвариантна относительно действия группы
Γ.

6.3 Алгебра наблюдаемых
При естественных условиях на потенциал V (см.[15]) магнитный оператор Шре-
дингера H является самосопряженным оператором в L2(Rd). При этом его спек-
тральные проекторы есть ограниченные операторы в L2(Rd), также коммути-
рующие с магнитными трансляциями Tγ.
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Это наблюдение мотивирует введение следующей алгебры ограниченных
операторов, ассоциированной с H:

A(σ) = {A – ограниченный оператор вL2(Rd),

коммутирующий с Tγ для любого γ ∈ Γ}.

Указанная алгебра полностью определяет оператор H. Ниже мы дадим ее опи-
сание в терминах групповых алгебр фон Неймана.

Построим по заданному проективному представлению T группы Γ естествен-
ное левое проективное представление TL этой группы в пространстве `2(Γ), дей-
ствующее по правилу:

TLγ f(γ′) = f(γ−1γ′)σ(γ, γ−1γ′), γ, γ′ ∈ Γ.

По этому представлению можно построить правую групповую алгебру фон Ней-
мана. Она определяется как

aR(σ) = {A – ограниченный оператор в `2(Γ),

коммутирующий с TLγ для любого γ ∈ Γ}.

Аналогично строится левая групповая алгебра фон Неймана aL(σ), ассоции-
рованная с правым проективным представлением TR группы Γ в пространстве
`2(Γ). Это представление задается формулой

TRγ f(γ′) = f(γ′γ)σ(γ, γ′γ), γ, γ′ ∈ Γ,

а ассоциированная левая групповая алгебра фон Неймана есть

aL(σ) = {A – ограниченный оператор в `2(Γ),

коммутирующий с TRγ для любого γ ∈ Γ}.

Алгебра aR(σ) порождается операторами {TRγ : γ ∈ Γ}, тогда как алгебра
aL(σ) порождается операторами {TLγ : γ ∈ Γ}.

Чтобы определить след на введенных алгебрах, фиксируем естественный
ортонормированный базис в `2(Γ), образованный функциями eγ, γ ∈ Γ, опреде-
ляемыми как

eγ(γ
′) =

{
1 если γ′ = γ,
0 в противоположном случае.

Обозначим через 1 единицу группы Γ и определим след на групповых алгебрах
по формуле

traA := (Ae1, e1).
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Функции {eγ : γ ∈ Γ} порождают групповую алгебру C0(σ), которая состоит
из комплекснозначных функций на Γ с конечными носителями. На этой алгебре
имеется операция свертки, задаваемая посредством

(f ∗ g)(γ) =
∑

γ1γ2=γ

σ(γ1, γ2)f(γ1)g(γ2).

Аналогичным образом, заменяя σ комплексно сопряженным коциклом σ, мы
можем определить групповую алгебру C0(σ).

Отображения γ 7→ TLγ и γ 7→ TRγ задают представления групповых алгебр
C0(σ) и C0(σ) соответственно в пространстве `2(Γ). Слабые замыкания обра-
зов этих отображений в алгебре L(`2(Γ)) ограниченных операторов в `2(Γ) сов-
падают с введенными алгебрами фон Неймана aL(σ) и aR(σ) соответственно.
Замыкания образов этих отображений по норме являются C∗-алгебрами, обо-
значаемыми соответственно через C(σ) и C(σ).

Для того, чтобы дать интерпретацию алгебры A(σ), нам понадобятся также
групповые алгебры фон Неймана с коэффициентами в алгебре ограниченных
линейных операторов, действующих в комплексном гильбертовом пространстве
H. Для этого продолжим построенные проективные представления TL и TR,
действующие в пространстве `2(Γ), тривиальным образом на тензорное произ-
ведение `2(Γ)⊗H, полагая

Γ 3 γ 7−→ TLγ ⊗ id, Γ 3 γ 7−→ TRγ ⊗ id.

Эти проективные представления определяют, также как и выше, соответству-
ющие групповые алгебры фон Неймана aLH(σ) и aRH(σ) с коэффициентами в H:

aLH(σ) = aL(σ)⊗ L(H), aRH(σ) = aR(σ)⊗ L(H).

Согласно теореме из [15], любой оператор A ∈ aLH(σ) может быть представлен
в виде

A =
∑
γ∈Γ

TLγ ⊗ A(γ),

где A(γ) – ограниченный оператор в H и ряд в правой части сходится в сильной
операторной топологии.

Определим след на алгебрах aLH(σ) и aRH(σ), полагая

TrH := tra ⊗ Tr,

где Tr обозначает обычный след на алгебре L(H) ограниченных операторов,
принимающий конечные значения на ядерных операторах.
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Вернемся к алгебре A(σ) ограниченных операторов в L2(Rd), коммутирую-
щих с магнитными трансляциями, и дадим ее интерпретацию в терминах груп-
повых алгебр фон Неймана.

Для этого обозначим через F фундаментальную область группы Γ и рас-
смотрим гильбертово пространство H = L2(F ) квадратично интегрируемых
функций на F . Обозначим через i : F ↪→ Rd естественное вложение и рассмот-
рим отображение

W : f 7−→ W (f) =
∑
γ∈Γ

δγ ⊗ i∗(Tγf)

из пространства L2(Rd) в пространство `2(Γ) ⊗ H. Это отображение является
изометрией, порождающей изоморфизм между алгебройA(σ) и алгеброй aLH(σ).

Пользуясь этим изоморфизмом, мы можем перенести след TrH с алгебры
aLH(σ) на алгебру A(σ). Тогда спектральные проекторы E(λ) магнитного опера-
тора Шредингера H будут иметь конечный след и спектральная плотность

NH(λ) = TrHE(λ)

корректно определена. Спектр H состоит из точек роста этой функции.
Теперь мы можем ввести алгебру наблюдаемых. Ее роль будет играть C∗-

алгебра
C(σ)⊗K(H),

где K(H) – алгебра компактных операторов в гильбертовом пространстве H.
Эта алгебра совпадает с замыканием по норме алгебраического тензорного

произведения C0(σ)⊗K(H). Она содержит, в частности, все операторыA ∈ aLH(σ)
вида

A =
∑
γ∈Γ

TLγ ⊗ A(γ)

с коэффициентами A(γ) ∈ K(H), для которых сходится ряд
∑

γ ‖A(γ)‖.
Построим на введенной алгебре наблюдаемых инварианты, которые задают-

ся циклическими коциклами Хохшильда (см. п.3.4).
Такие коциклы строятся, исходя из коциклов ϕ на группе Γ, удовлетворя-

ющих следующему условию: ϕ(γ1, . . . , γk) = 0, если по крайней мере один из
элементов γi или их произведение γ1 . . . γk равны единице. По любому такому
коциклу ϕ можно построить циклический коцикл τϕ на алгебре C0(σ), задавае-
мый на базисных функциях формулой

τϕ(eγ0 , . . . , eγk) ={
ϕ(γ1, . . . , γk)tra(eγ0 ∗ . . . ∗ eγk) если γ0γ1 . . . γk = 1,

0 в противоположном случае.
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Коцикл τϕ можно продолжить до циклического коцикла τϕ ⊗ Tr на подал-
гебре C0(σ)⊗S алгебры наблюдаемых C(σ)⊗K(H), где S подалгебра Шварца в
алгебре K(H), определяемая ниже. Циклический коцикл τϕ ⊗Tr задается фор-
мулой

τϕ ⊗ Tr(a0, . . . , ak) =
∑

γ0·...·γk=e

Tr (a0(γ0) · . . . · ak(γk)) τϕ(eγ0 , . . . , eγk),

где
ai =

∑
γ∈Γ

eγ ⊗ ai(γ) ∈ C(σ)⊗K(H), i = 0, 1, . . . , k.

Дадим теперь определение подалгебры Шварца S в алгебре K(H). Она со-
стоит из операторов T ∈ K(H) с матричными компонентами Tij := (Tei, ej),
i, j ∈ N, удовлетворяющими следующему условию: для любых фиксированных
натуральных чисел k, l ∈ N выполняется следующее неравенство

sup
{
ikjl|Tij| : i, j ∈ N

}
<∞.

Как показано в [15], построенный коцикл τϕ ⊗ Tr, определенный выше на
подалгебре C0(σ)⊗ S, можно продолжить на всю алгебру наблюдаемых C(σ)⊗
K(H).

6.4 Интерпретация квантового эффекта Холла
Применим теперь развитую технике к математическому объяснению целочис-
ленного квантового эффекта Холла. В этом случае d = 2 и Γ = Z2.

Выберем в пространстве H квадратично интегрируемых блоховских функ-
ций ортонормированный базис, составленный из собственных блоховских функ-
ций {ψj} оператора Шредингера H и фиксируем унитарный изоморфизм H →
`2, переводящий функции ψj в функции ej. Композиция этого изоморфизма с
унитарным изоморфизмом W : L2(R2) → `2(Γ) ⊗H задает унитарный изомор-
физм

U : L2(R2) −→ `2(Γ)⊗ `2.

Обозначим через δ1 = δx (соотв. δ2 = δy) операторы дифференцирования
в алгебре наблюдаемых C(σ) ⊗ K(H). Зададим их снова сначала на гладкой
подалгебре C0(σ) ⊗ S, а затем продолжим до замкнутых операторов на всей
алгебре наблюдаемых.

Величина тока jk в состоянии, описываемом спектральным проектором P ,
дается выражением

iTrH(P [∂tP, δkP ]), k = 1, 2.
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Если зависимость jk от времени t порождается только изменением l-й компо-
ненты вектор-потенциала A с l 6= k, l = 1, 2, то последнее выражение можно
переписать в виде

−iElTrH(P [δlP, δ2P ]),

где El = −∂Al/∂t. Отсюда следует, что проводимость Холла в k-м направле-
нии, индуцированная изменением электрического поля в l-м направлении, равна
−iTrH(P [δlP, δkP ]).

Введем следующий циклический 2-коцикл

c(T0, T1, T2) = TrH(T0[δlT1, δ2T2]), (6.6)

определенный на операторах T0, T1, T2 ∈ C(σ) ⊗ K(H). Снова определяем его
сначала на операторах из гладкой подалгебры C0(σ) ⊗ S, а затем продолжа-
ем на произвольные операторы из алгебры наблюдаемых. Полученный коцикл
называется коциклом Холла.

Он совпадает с циклическим коциклом τϕ ⊗ Tr, введенным ранее, если в
качестве 2-коцикла ϕ : Γ× Γ→ R на группе Γ взять коцикл

ϕ(γ1, γ2) = площадь треугольника ∆(γ1, γ2)

с вершинами в точках O, γ1 ·O, γ2 ·O,

где O – начало координат.
Для того, чтобы получить из формулы (6.6) выражение для проводимости

Холла, достаточно взять в качестве операторов дифференцирования δj ковари-
антные производные ∂A,j, а в качестве операторов T0 = T1 = T2 спектральный
проектор PF на уровень Ферми (см. [16], [2]). В результате придем к формуле
Кубо–Черна для проводимости Холла:

σH =
e2

h

1

2πi
TrH (PF [∂A,1PF , ∂A,2PF ]) ,

где

Ch(PF ) =
1

2πi
TrH (PF [∂A,1PF , ∂A,2PF ])

называется характером Черна проектора PF . Это целочисленный топологиче-
ский инвариант, ответственный зп целочисленный квантовый эффект Холла.

В работе [8] (см. также [22]) было высказано предположение, что дробный
эффект Холла можно описать магнитным оператором Шредингера, определен-
ным на гиперболической плоскости H вместо R2, инвариантным относительно
дискретной группы Γ, действующей на этой плоскости.
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Более подробно, отождествим H с верхней полуплоскостью в C, наделенной
гиперболической метрикой

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Обозначим через Γ дискретную фуксову группу, действующую на H. Более точ-
но, Γ ≡ Γ(g; ν1, . . . , νn) есть дискретная подгруппа группы PSL(2,R) с образую-
щими ai, bi, cj, где i = 1, . . . , g, j = 1, . . . , n, удовлетворяющими соотношениям

g∏
i=1

[ai, bi]c1 · . . . · cn = 1, c
νj
j = 1.

Фактор Σ ≡ Σ(g; ν1, . . . , νn) = H/Γ является компактным орбифолдом рода
g, т.е. компактной римановой поверхностью рода g с n сингулярными точками,
являющимися образами точек из H с нетривиальными стабилизаторами. Для
орбифолдов указанного типа можно ввести понятие эйлеровой характеристи-
ки, принимающей рациональные значения. В нашем случае эта характеристика
равна

χ (Σ(g; ν1, . . . , νn)) = 2− 2g + ν − n,

где ν = 1/ν1 + . . .+ 1/νn.
Магнитный оператор Шредингера

H = −(d+ iA)∗(d+ iA) + V

с потенциалом V , инвариантным относительно Γ, задает самосопряженный опе-
ратор, коммутирующий с проективным действием Γ с коциклом σ, задаваемым
магнитными трансляциями Tγ.

Выбирая вновь ортонормированный базис ψj в гильбертовом пространстве
H, состоящий из квадратично интегрируемых блоховских собственных функций
{ψj} оператора H и фиксируя унитарный изоморфизм H → `2, переводящий
ψj в функции ej, получим унитарный изоморфизм

U : L2(H) −→ `2(Γ)⊗ `2.

Введем снова операторы дифференцирования на алгебре наблюдаемых C(σ)⊗
K(H), ассоциированные с образующими группы Γ. Обозначим через δi опера-
торы дифференцирования, отвечающие образующим ai, i = 1, . . . , g, и через
δi+g операторы дифференцирования, отвечающие образующим bi, i = 1, . . . , g.
(Снова эти операторы определяются сначала на гладкой подалгебре C0(σ)⊗S, а
затем продолжаются до замкнутых операторов на всей алгебре наблюдаемых.)
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Введем, как и в случае целочисленного эффекта Холла, циклические 2-
коциклы

cl,k(T0, T1, T2) = TrH(T0[δlT1, δkT2]),

определенные на операторах T0, T1, T2 ∈ C(σ)⊗K(H), где l, k = 1, . . . , 2g.
Коцикл Холла задается теперь формулой

c(T0, T1, T2) =

g∑
l=1

cl,l+g.

Предполагается, что этот коцикл, как и в случае целочисленного эффекта Хол-
ла, отвечает за дробный эффект Холла.
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