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Неравенства для модулей рациональных
функций

В работе получены неравенства для модулей рациональных функций с
предписанными полюсами, лежащими во внешности единичного круга.
Рассмотрен также случай, когда рациональная функция не имеет нулей
в единичном круге.
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Введение
Введем обозначения

Pc
n :=

{
p(z) : p(z) =

n∑
k=0

ckz
k, ck ∈ C, cn ̸= 0

}
,

Rc
n,m :=

r(z) : r(z) =
p(z)

n∏
k=1

(z − ak)
, p(z) ∈ Pc

m, ak ∈ C, |ak| > 1, k = 1, n

 .

Для функции r(z) ∈ Rc
n,m определим функцию

B(z) =
n∏

k=1

1− akz

z − ak

и положим
||f || := max

|z|=1
|f(z)|,

r∗(z) = B(z)r

(
1

z

)
,
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а для полинома p(z) ∈ Pc
n рассмотрим “взаимный” полином [3, c. 256]

p∗(z) = znp

(
1

z

)
.

Оценкам роста полиномов и рациональных функций посвящено большое коли-
чество работ (см., например, статьи [1]–[5], а также монографию [6, глава 12] и
библиографию в них). Классическим является неравенство

max
|z|=ρ≥1

|p(z)| ≤ ρn||p||,

справедливое для всех полиномов класса Pc
n. Если также известно, что у полино-

ма указанного класса нет нулей в единичном круге, то справедливо неравенство
Анкени — Ривлина (см. [1])

max
|z|=ρ≥1

|p(z)| ≤ ρn + 1

2
||p||.

Усиление этого неравенства было получено в работе [7].
Для функций r(z) ∈ Rc

n,m справедливо неравенство (см. [3], [8])

|r(z)| ≤ |z|(m−n)+ |B(z)| ||r||, |z| > 1, (1)

где x+ = max(x, 0). Равенство в (1) достигается при r(z) = zkB(z), k ∈ N0. Если
у рациональной функции класса Rc

n,m, m ≤ n, нет нулей в единичном круге, то
верно неравенство

|r(z)| ≤ |B(z)|+ 1

2
||r||, |z| > 1, (2)

с равенством для функции r(z) = αB(z) + β, где |α| = |β| (см. [3]).
В недавней работе автора [9] были получены точные двусторонние неравенства

при дополнительном ограничении на |z|, дополняющие и уточняющие неравен-
ство (1). Цель настоящей заметки – усиление и дополнение результатов работ [3]
и [9] без дополнительных ограничений на |z|. Нам понадобится следующая лемма
1, вытекающая из леммы Шварца (см. [10, стр. 320]). Другие приложения этого
результата можно найти, например, в работах [7], [11].

Лемма 1. Пусть f(z) — аналитическая в единичном круге |z| < 1 функция
такая, что |f(z)| < 1 при |z| < 1. Тогда при |z| < 1

|f(z)| ≤ |z|+ |f(0)|
1 + |f(0)||z|

, (3)

причем при z ̸= 0 равенство в (3) будет достигаться только в том случае, когда

f(z) = ε
z + a

1 + az
, |ε| = 1, |a| < 1, и arg z = arg a, если a ̸= 0.



Неравенства для модулей рациональных функций 3

Основные результаты
Теорема 1. Пусть рациональная функция r(z) принадлежит классу Rc

n,m и
||r|| = 1. Тогда справедливо неравенство

|r(z)| ≤

n∏
k=1

|ak|+ |cmz|

|cm|+ |z|
n∏

k=1

|ak|
|B(z)||z|m−n, |z| > 1. (4)

Если r(z) = zkB(z), k ∈ N0, то неравенство (4) становится равенством для
любого z, |z| > 1.

Доказательство. Рассмотрим функцию

f(ζ) = ζm−nr

(
1

ζ

)
B(ζ) =

cm

(−1)n
n∏

k=1

ak

+ ....

Она аналитическая в единичном круге, так как полюса функции r(1/ζ) явля-
ются нулями функции ζm−nB(ζ) с учетом кратности. Тогда из того, что

|f(ζ)| = |ζm−n|

∣∣∣∣∣r
(
1

ζ

)∣∣∣∣∣ |B(ζ)| =

∣∣∣∣∣r
(
1

ζ

)∣∣∣∣∣ ≤ 1, |z| = 1,

следует, что f(z) ограничена по модулю единицей в единичном круге и, таким

образом, удовлетворяет условиям леммы 1, при этом f(0) = (−1)ncm/

(
n∏

k=1

ak

)
.

Выпишем неравенство (3) для функции f(ζ)

|ζm−nr

(
1

ζ

)
B(ζ)| ≤

|ζ|+ |cm|/
(

n∏
k=1

|ak|
)

1 + |ζ||cm|/
(

n∏
k=1

|ak|
) , |ζ| < 1.

Делая замену переменной z = 1/ζ, приходим к неравенству

|r(z)B(1/z)| ≤ |zm−n|
1 + |z||cm|/

(
n∏

k=1

|ak|
)

|z|+ |cm|/
(

n∏
k=1

|ak|
) , |z| > 1,

а замечая, что B(1/z) = 1/B(z), получаем неравенство (4).

Пусть теперь r(z) = zkB(z), k ∈ N0, тогда ясно, что m− n = k, а |cm| =
n∏

k=1

|ak|,

и равенство в (4) очевидно. Теорема доказана.
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Из принципа максимума модуля и убывания при x ≥ 1 функции h(x) =
1 + ax

a+ x
, 0 <

a < 1, получаем, что

n∏
k=1

|ak|+ |cmz|

|cm|+ |z|
n∏

k=1

|ak|
≤ 1, для всех z таких, что |z| > 1.

Таким образом, неравенство (4) улучшает неравенство (1).

Следствие 1. Пусть полином p(z) принадлежит классу Pc
n и ||p|| = 1, тогда

выполняется неравенство

|p(z)| ≤ 1 + |cnz|
|cn|+ |z|

|z|n, |z| > 1.

Равенство для любой точки z : |z| > 1 достигается в случае полинома P (z) =
cnz

n, |cn| = 1.

Следствие 2. Пусть рациональная функция r(z) принадлежит классу Rc
n,m

и ||r|| = 1. Тогда для |z| > 1 справедливо неравенство

|r∗(z)| ≤

n∏
k=1

|ak|+ |c0z|

|c0|+ |z|
n∏

k=1

|ak|
|B(z)|.

Доказательство. Из того, что r(z) ∈ Rc
n,m, следует

r(z) =
p(z)

n∏
k=1

(z − ak)
.

Тогда
r∗(z)

zn−m
= zm−nB(z)r

(
1

z

)
=

p∗(z)
n∏

k=1

(z − ak)
,

то есть функция r∗(z)/zn−m принадлежит классу Rc
n,m. Так как ||r∗|| = ||r|| = 1,

то к r∗(z)/zn−m применима теорема 1. Следствие доказано.

Лемма 2. Пусть r(z) ∈ Rc
n,m. Если функция r(z) не имеет нулей в единичном

круге |z| < 1, то
|zn−mr(z)| ≤ |r∗(z)|, |z| > 1. (5)

Для функции r(z) = αB(z) + β, где |α| = |β|, справедливо равенство в (5).
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Доказательство. Так как функция r не имеет нулей в единичном круге, то раци-
ональная функция

r∗(z)

zn−m
= zm−nB(z)r

(
1

z

)
=

p∗(z)
n∏

k=1

(z − ak)

имеет конечные нули только в замкнутом единичном круге. Следовательно, функ-
ция
zn−mr(z)/r∗(z) аналитическая в |z| ≥ 1. На единичной окружности |z| = 1∣∣∣∣zn−mr(z)

r∗(z)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ p(z)p∗(z)

∣∣∣∣ = 1.

Из принципа максимума модуля следует

|zn−mr(z)|
|r∗(z)|

≤ 1, |z| ≥ 1,

что эквивалентно неравенству (5). Случай равенства проверяется непосредственно.
Лемма доказана.

Из следствия 2 и леммы 2 вытекает теорема.

Теорема 2. Пусть рациональная функция r(z) принадлежит классу Rc
n,m, не

имеет нулей в отрытом единичном круге, и ||r|| = 1. Тогда справедливо неравен-
ство

|r(z)| ≤

n∏
k=1

|ak|+ |c0z|

|c0|+ |z|
n∏

k=1

|ak|
|B(z)||z|m−n, |z| > 1. (6)

Неравенство (6) в условиях предыдущего следствия, как и неравенство (4),
улучшает неравенство (1). Следующая теорема уточняет неравенство (2).

Теорема 3. Пусть рациональная функция r(z), не имеющая нулей в отры-
том единичном круге, принадлежит классу Rc

n,m, m ≤ n. Тогда для z : |z| > 1
справедливо неравенство

|r(z)| ≤ |B(z)|+ 1

|z|n−m + 1
||r||.

Равенство достигается для функции r(z) = αB(z) + β, где |α| = |β|.

Доказательство немедленно следует из леммы 2 и следующего утверждения.

Лемма 3. [3] Пусть рациональная функция r(z) принадлежит классу Rc
n,m,

m ≤ n и ||r|| = 1. Тогда для z : |z| > 1 справедливо неравенство

|r(z)|+ |r∗(z)| ≤ (|B(z)|+ 1) .
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ABSTRACT

Inequalities for modulus of rational functions with prescribed poles lying
in the exterior of the unit disk were obtained in this research. The case
when the rational function has no zeros in the unit disk has also been
considered.
Key words: inequalities for rational functions, Blaschke product, Schwarz
lemma.


