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Описывается применение метода возмущений в теории двойственной регуляризации для ли­
нейно-выпуклой задачи оптимального управления с сильно выпуклым функционалом каче­
ства и с поточечными фазовыми ограничениями, понимаемыми как ограничения в про­
странстве L 2 . Основное внимание уделяется изучению качественных свойств метода двой­
ственной регуляризации в зависимости от дифференциальных свойств функции значений 
(^-функции) оптимизационной задачи. Устанавливается теснейшая связь свойств сходимо­
сти метода с принципом Лагранжа и принципом максимума Понтрягина. Показывается, что 
схема двойственной регуляризации дает новый способ доказательства принципа максимума 
в задаче с поточечными фазовыми ограничениями, понимаемыми как в пространстве Ь2, так 
и в пространстве С. Обсуждаются так называемые регуляризованные принцип Лагранжа в не­
дифференциальной форме и принцип максимума Понтрягина. Рассматриваются иллюстра­
тивные примеры. Библ. 26. 

Ключевые слова: оптимальное управление, поточечные фазовые ограничения, метод возму­
щений, минимизирующая последовательность, параметрическая двойственная регуляриза­
ция, принцип Лагранжа, прицип максимума Понтрягина. 

В В Е Д Е Н И Е 

Д в о й с т в е н н ы е алгоритмы т р а д и ц и о н н о я в л я ю т с я о д н и м и из наиболее п о п у л я р н ы х и э ф ф е к ­
т и в н ы х при р е ш е н и и о п т и м и з а ц и о н н ы х задач с о г р а н и ч е н и я м и (см. [1], [2]). Ц е л е н а п р а в л е н н о е 
изучение и п р и м е н е н и е метода д в о й с т в е н н о с т и в т е о р и и а л г о р и т м о в р е ш е н и я задач математиче ­
ского п р о г р а м м и р о в а н и я началось , по-видимому, с работ Удзавы [3], [4]. К о с н о в н ы м п р о б л е ­
мам , с в я з а н н ы м с к л а с с и ч е с к и м алгоритмом Удзавы, как о т м е ч е н о в [5], м о ж н о отнести его н е ­
устойчивость к о ш и б к а м исходных д а н н ы х и потребность в с у щ е с т в о в а н и и седловой т о ч к и 
ф у н к ц и и Л а г р а н ж а о п т и м и з а ц и о н н о й задачи при доказательстве с х о д и м о с т и (соответствующие 
т е о р е м ы сходимости могут быть н а й д е н ы , н а п р и м е р , в [6], [7]). Подход к п р е о д о л е н и ю у к а з а н ­
ных трудностей п р и м е н е н и я метода д в о й с т в е н н о с т и для р е ш е н и я о п т и м и з а ц и о н н ы х задач с 
о г р а н и ч е н и я м и был предложен в [8]—[11] на пути его о б ъ е д и н е н и я с методами регуляризации 
р е ш е н и я н е к о р р е к т н ы х задач (см. [12]). В то же время , как и з в е с т н о (см. , н а п р и м е р , [13], [14]), 
д в о й с т в е н н о с т ь н е р а з р ы в н о связана и с с а м и м методом р е г у л я р и з а ц и и Тихонова (см. [12]). 

Статья п о с в я щ е н а и з у ч е н и ю метода д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и (см. [5], [8]—[11]) п р и м е н и ­
тельно к п а р а м е т р и ч е с к о й л и н е й н о - в ы п у к л о й задаче о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я с с и л ь н о в ы п у к -

^Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (коды проектов 07-01-00495, 09-01-97019-р_поволжье), ана­
литической ведомственной целевой программы "Развитие научного потенциала высшей школы (2009—2010 годы)" 
Минобрнауки РФ (регистрационный № 2.1.1/3927) и федеральной целевой программы "Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России" на 2009—2013 годы (проект НК-13П(9)). 
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л ы м ц е л е в ы м ф у н к ц и о н а л о м и с п о т о ч е ч н ы м и ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и т и п а равенства и н е р а ­
венства , п о н и м а е м ы м и к а к о г р а н и ч е н и я в гильбертовом пространстве Ж = L2(X): 

т 

g0(u) SE j((F(t)x[u](t)9x[u](t)) + (G(t)u(t% u(t)))dt— min , и G Э С L 2 ( 0 , 7 ) , 

£I(I0(0=<9I(0,*[K](0> = A(0+/K0, &(и)(0 = ф 2 и *[«](')) ^ KO п р и п . в . / е ! 

Здесь /? G Ж, г G Ж — п а р а м е т р ы , g 0 : L 2 ( 0 , Т) — • [R1 — с и л ь н о в ы п у к л ы й ф у н к ц и о н а л , ф ь h G 

G LOO(0, 7 ) — з а д а н н ы е ф у н к ц и и , ф 2 : [ 0 , 7 ] х IRf1 — • [R1 — в ы п у к л а я п о х, н е п р е р ы в н а я вместе с 

градиентом У х ф 2 ф у н к ц и я , 2) = {и е 7 , 2 ( 0 , 7 ) : «(/) е Uпри п. в. / Е ( 0 , 7 ) } , £/<z Rm — в ы п у к л ы й к о м ­
пакт, Ха [ 0 , 7 ] , Х = c l in tX, x[u](t), t G [ 0 , 7 ] , — р е ш е н и е задачи К о ш и 

х = ^(0x + 5(/)w(0, х ( 0 ) = J C 0 G R \ / G [ 0 , 7 ] . 

Д в о й с т в е н н а я р е г у л я р и з а ц и я (см. [ 5 ] , [ 8 ] — [ 1 1 ]) для задачи (Рр г) з а к л ю ч а е т с я в н е п о с р е д с т в е н ­
н о м р е ш е н и и д в о й с т в е н н о й к ( Р А Г ) и р е г у л я р и з о в а н н о й п о Тихонову задачи 

Кг(^^)= УР,Г(К ц ) - а | | Д , |LI ) | | 2 ^ s u p , (X, jLi) ^ЖхЖ+, 

Vp,r(K | i ) = m i n L ( и Д , ( i ) , L (u9X, \x)=g0(u)+ {X,gx{u)-h-p) + < ц , £ 2 ( м ) - г ) , 

M e 2) 

u[X, ц ] = a r g m i n { l A / . ( " 3 ^ , | i ) : w G 2)}, ( À ^ r , = a rgmax{ /?^ r (À , (i) : (A,, G ЖХ Ж+}, 

Ж+ = {z G L 2 ( X > : z(0 > 0 при п.в. / E l } , 
в результате чего п р о и с х о д и т а п п р о к с и м а ц и я в м е т р и к е L 2 ( 0 , 7 ) при а — • 0 р е ш е н и я и р г з адачи 

(Р^ г) э л е м е н т а м и и[Хр r , [ipr ] . Н а л и ч и е п а р а м е т р о в (р, г) G Ж хЖв исходной задаче обусловли­
вает в о з м о ж н о с т ь п р и м е н е н и я для ее изучения идеологии метода в о з м у щ е н и й (см. , н а п р и м е р , 
[ 1 5 ] ) , что п о з в о л я е т исследовать з а в и с и м о с т ь свойств сходимости метода д в о й с т в е н н о й регуля­
р и з а ц и и от параметров : связь с д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы м и с в о й с т в а м и ф у н к ц и и з н а ч е н и й ( ^ - ф у н к -
ц и и ) с р а з р е ш и м о с т ь ю д в о й с т в е н н о й задачи , п р и н ц и п о м Л а г р а н ж а и п р и н ц и п о м м а к с и м у м а 
П о н т р я г и н а . 

В а ж н е й ш е е п р е и м у щ е с т в о р а с с м о т р е н и я о г р а н и ч е н и й задачи (Ppt) к а к о г р а н и ч е н и й в п р о ­
странстве L2(X) з а к л ю ч а е т с я , прежде всего , в т о м , что это п р и в о д и т к устойчивому к о ш и б к а м и с ­
ходных д а н н ы х алгоритму ее р е ш е н и я . К а к и в у к а з а н н ы х работах, а л г о р и т м д в о й с т в е н н о й регу­
л я р и з а ц и и для р е ш е н и я задачи (Рр г) ведет себя д в о я к о в з а в и с и м о с т и от того , р а з р е ш и м а и л и нет 

д в о й с т в е н н а я к ( Р А Г ) задача. В п е р в о м случае с е м е й с т в о д в о й с т в е н н ы х п е р е м е н н ы х ( к р г , \хрг ) , 
а — • 0 , о г р а н и ч е н о в Ж х Ж, во втором — нет. О д н а к о в обоих случаях " п а р а л л е л ь н о " с п о с т р о ­
е н и е м м и н и м и з и р у ю щ е г о п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я в с м ы с л е Варги (см. [ 1 6 ] ) д в о й с т в е н н ы й ал ­
горитм ведет и к с о о т в е т с т в у ю щ и м н е о б х о д и м ы м условиям — так н а з ы в а е м о м у р е г у л я р и з о в а н -
н о м у п р и н ц и п у Л а г р а н ж а в н е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ф о р м е в задаче (РРуГ) и , с о о т в е т с т в е н н о , регу-
л я р и з о в а н н о м у п р и н ц и п у м а к с и м у м а П о н т р я г и н а . А н а л о г и ч н ы й р е г у л я р и з о в а н н ы й п р и н ц и п 
Л а г р а н ж а в н е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й и д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ф о р м а х в случае л и н е й н о - в ы п у к л о й за­
дачи м а т е м а т и ч е с к о г о п р о г р а м м и р о в а н и я в гильбертовом пространстве р а с с м а т р и в а л с я н а м и 
р а н е е (см. [ 1 4 ] ) . Главное о т л и ч и е р е г у л я р и з о в а н н ы х п р и н ц и п а Л а г р а н ж а и п р и н ц и п а м а к с и м у м а 
от их к л а с с и ч е с к и х а н а л о г о в з аключается в т о м , что , во -первых , о н и з а п и с ы в а ю т с я в т е р м и н а х 
м и н и м и з и р у ю щ и х последовательностей (а не о п т и м а л ь н ы х у п р а в л е н и й ) , а во -вторых , в ы п о л н я ­
ются в л ю б о й задаче ( Р А Г ) , и м е ю щ е й р е ш е н и е . П р и э т о м , к а к известно , э т и к л а с с и ч е с к и е а н а л о ­
ги в задачах (Рр г ) с о г р а н и ч е н и я м и в L2(X) могут не быть с п р а в е д л и в ы м и , что , в частности , п о д ­
тверждается и л л ю с т р а т и в н ы м п р и м е р о м (см. п р и м е р 2 . 1 ) и в д а н н о й работе . З а м е т и м , что п р о ­
странство L2 в качестве пространства , в к о т о р о м р а с с м а т р и в а ю т с я п о т о ч е ч н ы е ф а з о в ы е 
о г р а н и ч е н и я задачи , и с п о л ь з о в а л о с ь ранее с ц е л ь ю доказательства н е о б х о д и м ы х условий о п т и ­
м а л ь н о с т и на о с н о в е метода ш т р а ф о в м н о г и м и авторами (см. , н а п р и м е р , [ 1 7 ] ) . 

Ж У Р Н А Л В Ы Ч И С Л И Т Е Л Ь Н О Й М А Т Е М А Т И К И И М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Й Ф И З И К И том 49 № 12 2009 
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В н а с т о я щ е й работе ц е н т р а л ь н о е в н и м а н и е уделяется о б с у ж д е н и ю р е г у л я р и з о в а н н ы х п р и н ­
ц и п а Л а г р а н ж а и п р и н ц и п а м а к с и м у м а П о н т р я г и н а в задаче (Ррг). В работе т а к ж е п о дч ер кив ает ­
ся , что эти п о н я т и я р а с ш и р я ю т в о з м о ж н о с т и п р и м е н и м о с т и а н а л о г и ч н ы х классических п о н я ­
т и й , обсуждается целесообразность их п р и м е н е н и я , в частности , для а н а л и з а и р е ш е н и я н е к о р ­
р е к т н ы х задач о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я и обратных задач, для которых характерно к а к раз 
в ы р о ж д е н и е в том или и н о м с м ы с л е классических условий о п т и м а л ь н о с т и в исходной ( точной) 
задаче (см. и л л ю с т р а т и в н ы й п р и м е р 4.1). 

Естественно , при о п р е д е л е н н ы х условиях на исходные д а н н ы е задачи (Ррг) е е о г р а н и ч е н и я , 
рассматриваемые в пространстве L2{X), м о ж н о трактовать и как ограничения в LJ^X) (p,r е L^X)) 
и С(Х) (ф , , А, /?, г G С(Х)). П р и этом п о н я т и я о п т и м а л ь н о с т и у п р а в л е н и я в у к а з а н н ы х частных слу­
чаях э к в и в а л е н т н ы п о н я т и ю о п т и м а л ь н о с т и для случая , когда "те ж е " о г р а н и ч е н и я р а с с м а т р и ­
ваются в L2(X). С о о т в е т с т в е н н о , совпадают и з н а ч е н и я задачи (Ррг) в этих частных случаях. З а ­
метим в этой с в я з и , что если в задаче отсутствует о г р а н и ч е н и е - р а в е н с т в о ((Ppr) = ( P r ) ) , а о г р а н и ­
ч е н и е - н е р а в е н с т в о п о н и м а е т с я к а к о г р а н и ч е н и е в С(А), г е С(А), то р е г у л я р и з о в а н н ы й п р и н ц и п 

м а к с и м у м а после н е к о т о р о й естественной п е р е н о р м и р о в к и м н о ж и т е л я |ьц , р а с с м а т р и в а е м о г о 
о д н о в р е м е н н о как э л е м е н т пространства LX(X), н е з а в и с и м о от того , р а з р е ш и м а или нет д в о й ­
с т в е н н а я задача, приводит к н е в ы р о ж д е н н о м у классическому п р и н ц и п у м а к с и м у м а П о н т р я г и н а 

о 
для о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я иг , в з аписи которого участвует т р а д и ц и о н н а я в т а к о м в а ж н о м 
частном случае мера Радона (см. , н а п р и м е р , [17]). При этом о д н о в р е м е н н о становится я с н ы м , в 
к а к о м с м ы с л е следует п о н и м а т ь " с х о д и м о с т ь " при а — • 0 м н о ж и т е л е й ^ е L2(X), н о р м ы к о т о ­
рых в L2(X) н е о г р а н и ч е н н о возрастают в случае н е р а з р е ш и м о с т и д в о й с т в е н н о й задачи. З а м е т и м , 
что такой же метод получения необходимых условий с п о м о щ ь ю естественной п е р е н о р м и р о в к и 
множителей Л а г р а н ж а в задачах оптимального управления с ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и , п о н и м а е ­
м ы м и к а к о г р а н и ч е н и я в пространстве С, посредством предварительного ее изучения с о г р а н и ­
ч е н и я м и , п о н и м а е м ы м и в L 2 , может п р и м е н я т ь с я и в н е л и н е й н ы х задачах о п т и м а л ь н о г о у п р а в ­
л е н и я (см. [18]). 

П о д ч е р к н е м , н а к о н е ц , что изучение метода д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и п р и м е н и т е л ь н о к 
р а с с м а т р и в а е м о й п а р а м е т р и ч е с к о й л и н е й н о - в ы п у к л о й задаче о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я в а ж н о 
и с т о ч к и з р е н и я л у ч ш е г о п о н и м а н и я того , как надо о р г а н и з о в ы в а т ь а л г о р и т м ы р е ш е н и я на о с ­
нове идеологии д в о й с т в е н н о й регуляризации в случае н е л и н е й н ы х задач о п т и м а л ь н о г о управле ­
н и я с ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и (см. [19]). 

Статья состоит из введения и пяти о с н о в н ы х разделов. Разд. 1 п о с в я щ е н п о с т а н о в к е л и н е й н о 
выпуклой задачи о п т и м а л ь н о г о управления с ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и . В разд . 2 д о к а з ы в а е т с я 
п а р а м е т р и ч е с к и й п р и н ц и п м а к с и м у м а П о н т р я г и н а в задаче с ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и , п о н и ­
м а е м ы м и к а к о г р а н и ч е н и я в пространстве суммируемых с квадратом ф у н к ц и й . Разд. 3 п о с в я щ е н 
алгоритму д в о й с т в е н н о й регуляризации для р а с с м а т р и в а е м о й л и н е й н о - в ы п у к л о й задачи с с и л ь ­
н о в ы п у к л ы м ц е л е в ы м ф у н к ц и о н а л о м . В разд. 4 д о к а з ы в а ю т с я так н а з ы в а е м ы е р е г у л я р и з о в а н -
н ы е п р и н ц и п Л а г р а н ж а и п р и н ц и п м а к с и м у м а П о н т р я г и н а в р а с с м а т р и в а е м о й задаче. И , н а к о ­
нец , в разд. 5 изучается связь регуляризованного п р и н ц и п а м а к с и м у м а с к л а с с и ч е с к и м п р и н ц и ­
пом м а к с и м у м а , ф о р м у л и р у е м ы м в случае, когда о г р а н и ч е н и я задачи п о н и м а ю т с я к а к 
о г р а н и ч е н и я в пространстве н е п р е р ы в н ы х ф у н к ц и й . 

Результаты работы б ы л и частично а н о н с и р о в а н ы в [20]. 

1. П О С Т А Н О В К А Л И Н Е Й Н О В Ы П У К Л О Й ЗАДАЧИ О П Т И М А Л Ь Н О Г О У П Р А В Л Е Н И Я 
В Г И Л Ь Б Е Р Т О В О М П Р О С Т Р А Н С Т В Е 

Р а с с м о т р и м в пространстве £ 2 ( 0 , 7) параметрическую задачу (Ррг) о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я 
с ф и к с и р о в а н н ы м временем и с п о т о ч е ч н ы м и ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и т и п а равенства и нера ­
венства , п о н и м а е м ы м и к а к о г р а н и ч е н и я в гильбертовом пространстве Ж = L2(X). 

В ней р G Ж, г G Ж — п а р а м е т р ы , g0 : L 2 (0 , 7) — • R 1 — с и л ь н о в ы п у к л ы й ф у н к ц и о н а л с п о с т о ­

я н н о й к, F, А : [0, 7] — - Rnxn, В: [0, 7] —* Ш"* т , G : [0, 7] — - Ш™* т - и з м е р и м ы е по Лебегу огра­

н и ч е н н ы е м а т р и ц ы , ф,, h G / ^ ( О , 7) - з а д а н н ы е ф у н к ц и и , ф 2 : [0, 7] х M" —- Ш — выпуклая пол:, 

н е п р е р ы в н а я вместе с градиентом У х ф 2 ф у н к ц и я , 2) = {и G А 2 (0 , 7) : u(t) G U при п. в. t G (0, 7)} , 
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U G IR — в ы п у к л ы й компакт , Ха [0, 7] — к о м п а к т без и з о л и р о в а н н ы х т о ч е к с непустой в н у т р е н ­
н о с т ь ю , Х= clinLY, x[u](t), t G [0, 7], — р е ш е н и е задачи К о ш и 

х = A(t)x + B(t)u(t), jc(0) = jc0 G U\ ÎG [0, 7 ] . (1.1) 

О ч е в и д н о , д л я к а ж д о г о у п р а в л е н и я и G 2) существует е д и н с т в е н н о е р е ш е н и е задачи К о ш и 
x[u](t), t е [0,7], п р и ч е м все эти р е ш е н и я р а в н о м е р н о о г р а н и ч е н ы . О б о з н а ч и м е д и н с т в е н н о е р е ­
ш е н и е задачи ( Р А Г ) , если о н о существует, через и р г . 

В а ж н о е з н а ч е н и е в к о н т е к с т е к о н с т р у и р о в а н и я алгоритма д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и в за ­
даче (Рр г) и м е е т п о н я т и е м и н и м и з и р у ю щ е г о п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я в с м ы с л е Варги (см. [16]). 
Н а п о м н и м , что под м и н и м и з и р у ю щ и м п р и б л и ж е н н ы м р е ш е н и е м п о н и м а е т с я т а к а я п о с л е д о в а ­
тельность и1 G 2), / = 1, 2 , д л я к о т о р о й с п р а в е д л и в ы соотношения£ 0 (У) ^ ß(̂ > г) + §\ и*

 е 2îp,г •> 

д л я н е к о т о р ы х последовательностей с х о д я щ и х с я к н у л ю н е о т р и ц а т е л ь н ы х чисел 5', е\ i = 1, 2 , . . . . 
Здесь ß(/?, г) — о б о б щ е н н а я н и ж н я я грань , т.е. 5 - ф у н к ц и я : 

ß ( A г) = ß + 0 ( />, г) = lim ße(p, г), 
е-> +0 

ßeO, г) = inf g0(w), ße(/?, г) = + 0 0 , если 3)* г = 0 , 

{и G 2) : | | £ , ( и ) - А - / > | | 2 ^ < € , mm\\g2(u)-r-z\\2,x^e}> е^°> 

= {z G L2(X) : z(0 < 0 при п.в. ÎGX}. 

О ч е в и д н о , в о б щ е й с и т у а ц и и ß(p, г) < ß0(/?, г), где ß0(p, г) — к л а с с и ч е с к о е з н а ч е н и е задачи . Н о в 
случае п о с т а в л е н н о й в ы ш е задачи (Ррг) имеет место равенство : ß(/?, г) = ß0(/?, г). 

С п р а в е д л и в а в а ж н а я для д а л ь н е й ш е г о и з л о ж е н и я (см. , н а п р и м е р , [5], [21]) 

Лемма 1.1. Функционал ß :Ж х Ж — • FS и {+оо} является выпуклым и полунепрерывным снизу. 
Если fi(p, г) < + 0 0 , то нижняя грань ß(/?, г) в задаче (Vp г) достигается и справедливо равенство 

Отсюда и из о п р е д е л е н и я м и н и м и з и р у ю щ е г о п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я ul,i=\,2,вытекает 
с п р а в е д л и в о с т ь п р е д е л ь н о г о с о о т н о ш е н и я 

£о(У) -^й(С) = ßoO>>*) = $(j>,r), i —(ю, (1.2) 

если р е ш е н и е задачи ( ¥ р г ) существует. 

Введем ф у н к ц и о н а л Л а г р а н ж а 

Lpr(u, X, \x)=g0(u)+ {Х9 gx{u) - h -р) + g2(u) - г), и G 2), 

и вогнутый д в о й с т в е н н ы й ф у н к ц и о н а л — ф у н к ц и о н а л з н а ч е н и й 

V Г(К Iх) = i R f LD r(u, Х9 X G Ж, \i G Ж+. 

Ввиду с и л ь н о й в ы п у к л о с т и ф у н к ц и о н а л а Л а г р а н ж а для л ю б о й п а р ы (X, (i) G Ж х где = 
= {z G L2(X) : z(0 > 0 п р и п. в. / G X), з н а ч е н и е Vp£X, ц) достигается н а е д и н с т в е н н о м э л е м е н т е 
и[Х, \i] = a rgminjZ^ r(w, X, (i), и G 2)}. В силу о г р а н и ч е н н о с т и м н о ж е с т в а 2), д в о й с т в е н н ы й ф у н к ­
ц и о н а л Vpn о ч е в и д н о , определен и к о н е ч е н д л я л ю б о г о э л е м е н т а (X, |u) G Ж х Ж. 

С п р а в е д л и в а с л е д у ю щ а я в а ж н а я для д а л ь н е й ш и х п о с т р о е н и й л е м м а , доказательство к о т о р о й 
м о ж е т б ы т ь п р о в е д е н о , н а п р и м е р , т о ч н о п о схеме доказательства а н а л о г и ч н о й л е м м ы 3 в [5]. 

Лемма 1.2. Супердифференциал (в смысле выпуклого анализа) функционала Ург:ЖхЖ — • в 
точке (X, \х) GЖx Ж+ определяется по формуле 

dVpr(kv) = (g\(u[X9\i])-h-p9g2(u[X,\i])-r) 



ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ДВОЙСТВЕННАЯ РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ 2087 

и удовлетворяет вЖх Ж+ условию Липшица 

\dVp>£k\ v ) - d V p ^ \ v)\ < (С/к)\\(Х\ц1) - ( Х \ »)\\, 

с некоторой постоянной С> 0, не зависящей от (Х\ ц 1 ) , (Х2

9 (i 2) G Ж х Ж+. 

2. П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К И Й П Р И Н Ц И П М А К С И М У М А П О Н Т Р Я Г И Н А В З А Д А Ч Е 
С О Г Р А Н И Ч Е Н И Я М И В Г И Л Ь Б Е Р Т О В О М П Р О С Т Р А Н С Т В Е 

Д л я ф о р м у л и р о в к и и доказательства о с н о в н о г о результата д а н н о г о раздела н а п о м н и м прежде 
всего п о н я т и е н о р м а л и (в с м ы с л е в ы п у к л о г о анализа ) к в ы п у к л о м у множеству. 

Лемма 2А. Для того чтобы ненулевой вектор v G H, где H — гильбертово пространство, был нор­
малью (в смысле выпуклого анализа) к выпуклому множеству Cl а H в точке х G Q , необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось неравенство ( v , с — х) < 0 Ус G Q . Множество всех таких норма­
лей к выпуклому множеству Q cz H в точке х G Q обозначим через NQ(x). Если f : H — • R u { +00 } — 
полунепрерывная снизу выпуклая функция, moÇ G df(x)9 где df(x) — субдифференциал в смысле выпук­
лого анализа функции/, тогда и только тогда, когда (Ç, — 1) G Nepïf(x9f(x))9 что, в свою очередь, эк­
вивалентно неравенству 

<(Ç, - 1 ), (у, г) - (xj(x))) < 0 V(y, г) G ep i / . 

С ф о р м у л и р у е м п р и н ц и п м а к с и м у м а П о н т р я г и н а в п а р а м е т р и ч е с к о й задаче (Ррг) с о г р а н и ч е ­
н и я м и , п о н и м а е м ы м и к а к о г р а н и ч е н и я в гильбертовом пространстве Ж, введя предварительно 
стандартное о б о з н а ч е н и е 

//(/,х, и, \|/, v, X(t)9 |LI(0) = (\\f,A(t)x +B(t)u)-v((F(t)x9x) + (G(t)u, u))-

- MO«<PI(O, x) - h(t)-p{t)) - ц (о (Ф 2 а x) - ко), x, il G L2(X). 

Здесь и н и ж е в случае, если ф у н к ц и и X, ц G L2(X) р ассматриваются на всем в р е м е н н о м интервале 
[0, 7 ] , то полагается , что X(t) = \i(t) = 0 при t G [0, Т\\Х, и о д н о в р е м е н н о для этих ф у н к ц и й , р а с ­
с м а т р и в а е м ы х на более ш и р о к о м интервале , сохраняется п р е ж н е е о б о з н а ч е н и е . 

Теорема 2.1 (параметрический принцип максимума). Пусть управление upr G 2)^г является оп­

тимальным в задаче (Рр г), т.е. go(u°p r) = ß(/7, г) и ß(/?, г) < +оо , 3)^г = {и G 2) : gx(u) = h + p,g2(u) — 

— r G Ж_ }. Тогда, если Ç G <3ß(/?, г), где dß(/?, г) — субдифференциал в смысле выпуклого анализа, то 

для множителей Лагранжа X G Ж, ju G Ж+9 (Х9 JI) = — Ç, V = 1 выполняются соотношения 

H(t9x[u°pr](t\ u°pr(t% \|/(0, v, М О , И(0) = т а х Я ( Г , jc[i /J r ](0, v, i|/(0, v, М О , ji(0) 
v е U 

прип.в. Г G [ 0 , 7 ] , ( 2 Л ) 

Ц(0(^2(^^[^,г] (0) -К0) = 0 " / Ю Л . * . ÎGX, 

где \\j(t) = \\fp Д ирг ](/) = v|/̂  r[u°pr, v, X, [0, 7 ] , — решение при и = ирг сопряженной задачи 

\|/ = - У Х Я ( / , Х [ ^ ] ( 0 , « ( 0 , М / , У , М 0 , Ц ( 0 ) , = 0 , (2.2) 
и при этом — Ç = (À,, |и) — вектор Куна—Таккера задачи (Рр г). 

Если же Ç G ö̂ ßOc?, г), где д^(р9 г) — сингулярный (асимптотический) субдифференциал, опреде­
ляемый формулой 

г) = {(X, \х) е Ж х Ж : ((X, ц), 0) е У У Е Р Ф ( ( А г), ß(/>, г))}, 

т о для множителей Лагранжа X G Ж, | i G ( À , Ц ) = — Ç , соотношения (2.1 ) выполняются при v = 0. 

Я , наоборот, если ир^ r G 2) ° г — такое управление, что при некоторых v>09X G Ж, ц G Ж+ выпол­
няются соотношения (2.1 ), то этот элемент оптимален в задаче (Рр г) и одновременно (—Х/\9 —ц/v) £ 
е ößfo г). 



Если же u p r G 2)°>г — такое управление, что при v = 0 и некоторых X G Ж, ц G Ж+9 (X, ц) Ф 0, 

выполняются соотношения (2.1) , т о (р, r) G ö d o m ß и одновременно (—X, — ji) G o°°ß(/?, r ) . 
Замечание 2 . 1 . Важно подчеркнуть, что этим классическим принципом максимума "не охватываются" задачи 

(Рр г), для которых множество Oß(/7, г) пусто и одновременно Ö°°ß(/?, г) = {0}, что вполне возможно для задач с огра­
ничениями, задаваемыми операторами с бесконечномерными образами. 

Пример 2.1. В качестве и л л ю с т р а т и в н о г о п р и м е р а к з а м е ч а н и ю 2 . 1 , р а с с м о т р и м п р о с т е й ш у ю 
задачу о п т и м а л ь н о г о у п р а в л е н и я с ф а з о в ы м о г р а н и ч е н и е м т и п а равенства , п о н и м а е м ы м к а к 
о г р а н и ч е н и е в L 2 ( 0 , 7) : 

1 

gQ(u)= ^u(t)dt—^inf, gi(u)=x[u](-) = p, p G L 2 [ 0 , 1 ] - п а р а м е т р , 

о (2.3) 
x = u(t), JC(0) = 0, tG [0, 1 ] , 

и GQ) = {VG L2(0, 1) : v(t) G [ - 1 , 1] п.в. на [0, 1 ] } . 

Пусть и — к у с о ч н о - н е п р е р ы в н а я ф у н к ц и я , и м е ю щ а я р а з р ы в ы 1 рода и п р и н и м а ю щ а я свои з н а ­
ч е н и я в интервале (—1, 1). Так к а к о п е р а т о р у : L2[0, 1] — • L2[0, 1] и н ъ е к т и в е н , то м н о ж е с т в о 

ЯЬ^) = {и G 2) :gi(u) =g\(u )} состоит л и ш ь из одного элемента и. Л е г к о показать , что в задаче (2.3) 

с p = gi(Up) п р и н ц и п м а к с и м у м а т е о р е м ы 2.1 не в ы п о л н я е т с я . Д е й с т в и т е л ь н о , если б ы это б ы л о 
не так, то существовали б ы н е р а в н ы е нулю о д н о в р е м е н н о м н о ж и т е л и Л а г р а н ж а v > 0 Д G Е2[0, I] 
т а к и е , что в ы п о л н я л и с ь б ы с о о т н о ш е н и я 

v(v 2 -ù(t)) + \\f(t)(v-ù(t))>0 V V G [ - 1 , 1 ] п.в. на [ 0 , 1 ] , ^ ^ 

V = МО, = 0, * е [ 0 , 1 ] , 

о з н а ч а ю щ и е , что w (/) п р и t G [0, 1] есть р е ш е н и е задачи 
2 

w + \\f(t)v — • m i n , v G [ - 1 , 1 ] . 
Р е ш е н и е же п о с л е д н е й задачи я в л я е т с я , о ч е в и д н о , в силу " з а г л а ж е н н о с т и " с о п р я ж е н н о й ф у н к ­
ц и и \|/ н е п р е р ы в н о й ф у н к ц и е й п р и v > 0, т.е. не может совпадать с и (t). В случае ж е v = 0 э то р е ­
ш е н и е может не п р и н и м а т ь з н а ч е н и я ±1 только в случае \\f(t) = 0, что в о з м о ж н о только для М О = 0. 
Так к а к т о ч к и и у к а з а н н о г о в ы ш е вида лежат всюду п л о т н о в 2), то п р и в е д е н н ы м и р а с с у ж д е н и я ­
м и п о к а з а н о , что для п л о т н о г о в dorn ß м н о ж е с т в а т о ч е к р в э т о м п р и м е р е п р и н ц и п м а к с и м у м а н е 
в ы п о л н я е т с я . 

Доказательство теоремы 2.1. Д о к а з ы в а е м первое утверждение п е р в о й части т е о р е м ы . В силу 
л е м м ы 2 .1 , м о ж н о записать 

<((-Х, -ц), - 1 ) , ( ( v, w), s) - ((р, г), ß(/>, г))> < 0 V(( v, w), s) е epi ß , (2.5) 

ИЛИ 

(X, v) + <ц, w) + s > (X9p) + <|i, r) + ß(/>, r) V(( v , w), s) G e p i ß . 

ка ( up r , (p, r)) G 2) x Ж x Ж доставляет м и ш 

g0(u, v, w) =g0(u) + (X,v) + (\i9w) m in , 

О т с ю д а следует, что т о ч к а (и°р r 9 (р9 r)) G ЯЬ х Ж х Ж доставляет м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е в задаче 

(2.6) 
gx(u)(t)-h(t) = v ( 0 , g2(u)(t)<w(t) п р и п . в . teX, ( w , ( v , w ) ) G 2) хЖхЖ. 

П о л у ч и м условия о п т и м а л ь н о с т и э т о й т о ч к и в задаче (2.6). О п р е д е л и м с э т о й ц е л ь ю с е м е й ­
ство з а в и с я щ и х от у > 0 в с п о м о г а т е л ь н ы х задач м и н и м и з а ц и и 

/ ( и , v , w) — inf, ( i i , v , w ) e § x l x Ж, (2.7) 

где 

/ ( и , v , w) = J(fju9 v , w; и° г , r ) ) 2 + p((gx(u) -h - v, g2(u) - w), M_f, 



fm(u9 v9w; upr9p9 r ) = max{0 ,g 0 (w , v,w)-g0(u°Ptnp9 r ) + y } , 

М_ = { ( v 9 w) G Ж x Ж : v(t) = 0, w(0 < 0 при п.в. teX}9 

p((v9w)9M.)= inf \\(v9w)-(x9y)l 
(x, j / ) e l 

Так как в ы п о л н я е т с я о ч е в и д н о е неравенство 

J \ u 9 p 9 r) < inf j\u9 v9 w) + y, 
(«, w) e 2) x ^ x Ж 

то , п р и м е н и в в задаче (2.7) к н е п р е р ы в н о м у на п о л н о м м е т р и ч е с к о м пространстве ЯЬ х Ж х Ж с 
метрикой d(u9 и) + | | ( v , w) — (v\ w')||, где d(w, и) G meas{/ G [0, 7] : w(/) Ф u(t)} — м е т р и к а Э к л а н д а 
(см. [22]), в а р и а ц и о н н ы й п р и н ц и п Э к л а н д а (см. [22]), м о ж е м утверждать , что существует э л е ­
мент (иу

9 v y , wy) G 2) х Ж х Ж9 к о т о р ы й является р е ш е н и е м задачи 

J\u9 v , w) + Jy(d(u9 иу) + ||( v9 w) - ( v\ wy)\\) — min , (u9 v9 w) G 2) x 3€ x ^ , (2.8) 

и удовлетворяет неравенству 

||(W

Y, v\W) - ( и ° „ p , 4<J~y. (2.9) 

Э л е м е н т а р н ы е в ы к л а д к и , с в я з а н н ы е с подсчетом первой в а р и а ц и и ф у н к ц и о н а л а Л после 
о б ы ч н о г о о д н о т о ч е ч н о г о игольчатого в а р ь и р о в а н и я у п р а в л е н и я иу и классического варьирова ­
ния э л е м е н т о в vy

9 wy

9 п о з в о л я ю т утверждать , что условия о п т и м а л ь н о с т и э л е м е н т а (иу

9 vy

9 wy) G 
G 2) x Ж x Ж в задаче (2.8) и м е ю т вид 

H(t9 x[uy](t)9 uy(t\ V(0 , v y , vï(/) , vy

2(t)) > 
(2.10) 

> m a x t f ( ; , x [ u y ] ( t ) 9 v9 yy(t)9 v y , v](t)9 vy

2(t)) - ô (y) при п.в. t G [0, T]9 

ve U 

\\vyX - v]\\ < ô ( y ) , |vYn - v2

Y|| < 8 ( y ) , (2.11) 

где ô(y) > 0, ô(y) — • 0, y — • 0, \\fy(t)9 t G [0, 7 ] , — р е ш е н и е с о п р я ж е н н о й задачи (2.2) при и = иу

9 

v = v y , X = v], ц = v\, и п р и н я т ы о б о з н а ч е н и я 

V Y _ m a x { 0 , g 0 ( w Y , v 9 wy) - g 0 ( w ° ( Г , p9 r) + y} 

7[/L(«Y Y 
, v 

,wy; ul„p, r)f + p((gl(uy)-h- v\g2(u)-wy), M_f 

p((gl(uy)-h-vy,g2(uy)-wy),M_) 

Y wy; u0

p%r, p, r ) ] 2 + p ( (g , ( и т ) - h - vy, g2(uy) - wy), M_f 

gx(uy)-h-vy 

|te,(» Y)- -h - vy, g2(uy) - wy) - ?хл (gl(uy) — h — vy, g2(uy) - wy)\\ ' 

p((g](uy)-fi-vy,g2(uy)-wy), M_) 

v\ wy; upnp, r)f + p((g](uy)-h- vy,g2(uy)-wy), M_f 

Е2(иУ)-м>у-Ргж (g2(uy)-wy) 

g, (uy) - h - v y , g2(uy) - w1) - ?хл (g{(uy) - h - v y , g2(uy) - w' 



Если v Y = 0, то | | (v[, v ^ l ^ x ^ = 1, что п р о т и в о р е ч и т н е р а в е н с т в а м (2.11) п р и всех д о с т а т о ч н о м а ­
л ы х у > 0. Если ж е v Y > 0, то , о ч е в и д н о , v Y — • 1 при у — • 0 и о д н о в р е м е н н о в силу (2.11) получаем 
п р е д е л ь н ы е с о о т н о ш е н и я 

v[ — - X, V2 — ц, у — 0. 

П о э т о м у с учетом о ц е н к и (2.9) получаем в результате п р е д е л ь н о г о перехода п р и у — • 0 в 

(2.10), (2.11) первое из с о о т н о ш е н и й (2.1), а в силу устройства э л е м е н т а v 2 — и с о о т н о ш е н и е д о ­
п о л н я ю щ е й н е ж е с т к о с т и в (2.1). 

З а м е т и м здесь ж е , что о д н о в р е м е н н о , в силу л и н е й н о й в ы п у к л о с т и задачи , н а м и д о к а з а н о , что 
э л е м е н т —Ç = (к, ц) я в л я е т с я и ее в е к т о р о м Куна—Таккера. Таким о б р а з о м , первое утверждение 
п е р в о й части т е о р е м ы д о к а з а н о . 

В случае второго утве ржд е н и я п е р в о й части и м е е м вместо неравенства (2.5) н е р а в е н с т в о 

(((-А., -ц), 0) , (( v , w), s) - ( ( / 7 , г), ß(/>, г))) < 0 V ( ( v , w), s) G ep iß 

и, соответственно , т о ч к а (ирг, (/?, r)) G 2) хЖхЖ доставляет м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е в задаче 

£ 0 ( и , v , w) = (X, v) + w) — min , 

^(и) (0 -А(0 = v(0, g 2 (w ) (0<w (0 при п.в. teX, (w, ( v , w)) G 2) x â€ x Ж. 

П о в т о р я я далее п р а к т и ч е с к и д о с л о в н о р а с с у ж д е н и я доказательства первого у т в е р ж д е н и я п е р в о й 
части , получаем , что д л я м н о ж и т е л е й Л а г р а н ж а X G Ж, ц G Ж+, (X, (i) = — Ç, с о о т н о ш е н и я (2.1) 
в ы п о л н я ю т с я п р и v = 0. 

Пусть , далее , г G 2)̂  г — т а к о й элемент , что п р и н е к о т о р ы х v>0,X еЖ, \х еЖ в ы п о л н я ю т с я 
с о о т н о ш е н и я (2.1). В э т о м случае в силу неравенства в (2.1 ) и л и н е й н о й выпуклости задачи м о ж -

н о утверждать , что эта ж е т о ч к а upr G xùpr доставляет м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е в задаче 

vg0(u)+ {X, gx(u) - h - p) + < | u , g 2 ( « ) - r } — min , и G 2). (2.13) 

Тогда с учетом условия д о п о л н я ю щ е й н е ж е с т к о с т и в (2.1) и м е е м 

V£oK°,) = vgv(ulr)+{X,gx(ulr)-h-p) + (\i9g2(u0

Ptr)-r) < 

<vg0(u)+ {X, gx(u) - h - p) + < | i , g 2 ( w ) - r > Vw G 2). 

П о э т о м у для всех и G 2)̂  г м о ж н о з а п и с а т ь vg 0 ( upr)< vg0(u), и , значит, в силу п о л о ж и т е л ь н о ­

сти v и м е е м go(upr) <go(u) \/и G ЯЬ°рг. З а м е т и м , что о д н о в р е м е н н о из (2.14) вытекает, что 

$(P,r) = g0(u°Pir)<g0(u)+ (X/vgx(u)-h-p) + < | u / v g 2 ( « ) - r > Vw G 2), 

т.е. (X/v, \x/v) — в ектор Куна—Таккера. И з п о с л е д н е г о неравенства в ы в о д и м т а к ж е 

ß(p, г) + <( Vv, ц/v), (р, r)> < g0(u) + <(У v, H/v), (gi(u) - h, g2(u))) V« G 2), 

откуда, в свою очередь, получаем 
Р(р, r)- (-(Vv, ц/v), G», г)><£ - <-(Vv, ц/v), (v, w)) V(v, w) e domß, g> ß( v, w), 

или 
<(-(Vv, Ц/v), - 1 ) , (( v, w),g) - ((p, r), ß0», r ) ) ) < 0 V( v, w ) ) , g ) G epiß, 

что в силу л е м м ы 2.1 означает справедливость в к л ю ч е н и я —(X/v, ц/v) G oß(p, r). 
Е с л и ж е v = 0, то вместо (2.14) и м е е м н е р а в е н с т в о 

0<(Kgx(u)-h-p) + <ц,g 2(i*)-r> Va G 2). (2.15) 

П е р е п и ш е м (2.15) в виде 

-(-(л, ц), (р, г)) <-(-(Х, ц), (*,(«)-*,&(«))> V H e 2), 



откуда, к а к и в ы ш е в случае v > 0, получаем 

- Н А . , ц), (p, г)) <-(-(X, ц), (р, г)) \/(р\ r) е domß. 

О т с ю д а и из л е м м ы 2.1 следует, что (—X, — |i) G Ndom[^(p, r ) , т.е. (/?, r) G ö d o m ß и о д н о в р е м е н н о 
-(X,, \i) G a°°ß(/>, r ) . 

Теорема п о л н о с т ь ю доказана . 

О б о з н а ч и м далее через Q м н о ж е с т в о всех з н а ч е н и й параметра (p, r) G Ж х у д о в л е т в о р я ю ­
щ и х условию ß(/?, г) < + 0 0 , для которых задача, д в о й с т в е н н а я к н е в о з м у щ е н н о й задаче (PPif), р а з ­
р е ш и м а , т.е. имеет место равенство 

max minL (и,Х, \i) = min max L (u,X, JLX), (2.16) 

э к в и в а л е н т н о е с у щ е с т в о в а н и ю седловой т о ч к и ф у н к ц и о н а л а Л а г р а н ж а L p r на множестве 2) х 
х Ж х С п р а в е д л и в а следующая л е м м а , доказательство которой проводится т о ч н о по схеме 
доказательства п о л н о с т ь ю а н а л о г и ч н о й л е м м ы 2.4 из [14]. 

Лемма 2.2. Включение (/?,/*) G ß условии ß(/?, г) < +оо имеет место тогда и только тогда, ко­
гда не пуст субдифференциал 9ß(/?, г). Множество Q плотно в d o m ß . 

3. П А Р А М Е Т Р И Ч Е С К А Я Д В О Й С Т В Е Н Н А Я Р Е Г У Л Я Р И З А Ц И Я 

О п и ш е м р е г у л я р и з о в а н н ы й д в о й с т в е н н ы й алгоритм (см. [5], [8]—[11]) д л я задачи о п т и м а л ь ­
ного у п р а в л е н и я с п о т о ч е ч н ы м и ф а з о в ы м и о г р а н и ч е н и я м и (РРчГ) и изучим его поведение в з а в и ­
с и м о с т и от параметров р, г и д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х свойств ф у н к ц и и з н а ч е н и й ß. 

О б о з н а ч и м через (Хрг, \хРчГ) е д и н с т в е н н у ю в Ж х Ж+ точку, д а ю щ у ю на э т о м множестве м а к ­
симум ф у н к ц и о н а л у 

RPir(K Ц)= Ур,ХК | i ) - a | |X | | 2 -a | | | i | | 2 , (А,, ц) ^ЖхЖ+. 

А п п р о к с и м а ц и я р е ш е н и я и р г задачи ( Р ^ г ) при а — • 0 п р о и с х о д и т е п о м о щ ь ю р е г у л я р и з о в а н -

н ы х э л е м е н т о в и [ Х р г , \^рг\. 

Н и ж е нам понадобится следующая вспомогательная п о л е з н а я л е м м а , утверждение которой 
есть частный случай более о б щ е г о утверждения , с о д е р ж а щ е г о с я в следствии 4.3.6(c) из [23]. 

Лемма 3.1. Пусть H — гильбертово пространство,/: H — • IR1 и {+оо} — собственная выпуклая 
полунепрерывная снизу функция, Q ci H — замкнутое выпуклое множество. Тогда x G Q — точка ми­
нимума j на Q # том и только том, если 0 G df(x) + Nn(x). 

За ме т им прежде всего, что с учетом л е м м 1.2, 3.1 в ы п о л н я ю т с я с о о т н о ш е н и я 

gx(u[Xa

p п \ха

р r]) - h -р = 2аХа

рг, (3.1) 

g2(u[Xlr,iipr])(t)-r(t)-2aVp,r(t) = 0 при п.в. t G {t G X: ^R(0 > 0 } , 

g2(u[KnVlr])(0-r(t)<0 п р и п . в . f G { f e * : ^ r ( 0 = <>}, 

откуда следуют равенства 

и и2 и il2 

(KngiiuiKn^rïï-h-p) = 2 a | | ^ a , | | , < | n p

a

n g 2 ( w [ ^ a

r , | u ^ ] ) - r ) = 2a | | |Li^ | | . (3.3) 

И з (3.2) следует т а к ж е , что если \i*r (t) > 0 для некоторого /, п р и н а д л е ж а щ е г о множеству п о л ­

ной меры в {t G X: [ipr (t) > 0}, то 

g2(u[Xln^r])(t)-r(t)-2aiilr(t) = О, Ы 4 С > С Ж О - К О ) С ( 0 > 0 (3.4) 



и, значит, п р и п.в . t G X таких , что g2(u[X* г , Н ^ г Ш0 - КО < °> в ы п о л н я е т с я р а в е н с т в о [iPR(0 = 0. 
И з (3.2) и (3.4) получаем о д н о в р е м е н н о , что 

С ( 0 ( & № , % f V l X O - КО) ^ 0 п р и п.в . / G X. (3.5) 
О д н о в р е м е н н о и з (3.3) получаем неравенство 

((gMlKn Vbr])-h-p,g2(u[X*n \ia

pr\)-r\ (Хрп Vp,r)) ^ 0 . (3.6) 

Д а л е е , т ак к а к 

L / г л ^ (X -I л (X (X \ 
p,AUl^p,n Vp^h Лр,п \Ьр,г) = 

= 8о(и[Хрп \ia

pr\) + {Xlngx(u[Xln \xlr])-h-p) + ([i*ng2(u[Xpn \ilr])-r) < 

^go(u°p,r)+ (K,ng\(u°P,r)-h-p) + {\ilng2(up^)-r) < g 0 ( w ° r ) , 

то получаем о ц е н к у 

<£о(и£г)-™П£оОО> 

из к о т о р о й , в с в о ю очередь , в силу равенств (3.3) вытекает о ц е н к а 

a I I 2 II а II2 ^ , 0 
2 a ( I K J + I K J )<g0(upr)-mmg0(u), 

и е 2) 

следствием к о т о р о й , в с в о ю очередь , является предельное с о о т н о ш е н и е 

adl^J + Î J) — 0 , а — 0 . (3.7) 
Н а к о н е ц , предельное с о о т н о ш е н и е (3.7) в с о в о к у п н о с т и с (3.1) — (3.3) позволяет утверждать , 

что 

g\(u[K,n\h,rV)-h-p — 0 , g2(u[Xpn ц £ г ] ) - г < ф а , | |ф а | | — 0 , а — 0 . (3.8) 

Здесь н е р а в е н с т в о g 2 ( w [ ^ r , Н^/- D ~ r - Фа п о н и м а е т с я в с м ы с л е у п о р я д о ч е н н о с т и п о конусу н е ­
п о л о ж и т е л ь н ы х ф у н к ц и й . 

О д н о в р е м е н н о м о ж н о заметить , что справедливо и о ч е в и д н о е предельное с о о т н о ш е н и е 

lim Vp,r(K,nVp,r) = sup Vp^(K^)<g0(4,r)- (3.9) 

П о к а ж е м , что из с о о т н о ш е н и й (3.6) и (3.8) следует, что 

go(u[K,n —* go(u°p,r) , а — * 0- (ЗЛО) 

Так к а к э л е м е н т и[Хр п ^ipr ] м и н и м и з и р у е т ф у н к ц и о н а л LPi r(u, Хрп [ipr ) , и G 2), то 

+ {vlngiW-giWK» C l » > 0 Vw G 2b, 

и л и , в силу неравенства (3.6) , 

gM-g^lKn Vp,r])+ (Kng\(U)~h-P) + < I V > S 2 ( K ) - ' " > ~ 0 V W G ® " ( З Л ! ) 

о 
П о д с т а в л я я в э то н е р а в е н с т в о w = r , получаем 

о 
П о с л е д н е е н е р а в е н с т в о в с о в о к у п н о с т и с с о о т н о ш е н и я м и (3.8) в силу л е м м ы 1.1 (см. п р е д е л ь ­

н о е с о о т н о ш е н и е (1.2)) и п р и в о д и т к п р е д е л ь н о м у с о о т н о ш е н и ю (3.10). 



Замечание 3.1. Заметим, что если функционал Vp г имеет на Ж х Ж+ точку максимума, то, очевидно, процесс ре­
гуляризации дает сильную сходимость 

(Кп vir) —* (С' а —* °> (3-12) 
где р | i^° r ) G З^х — минимальный по норме элемент среди всех элементов, доставляющих максимум функ­
ционалу Vpr 

П о к а ж е м , что о д н о в р е м е н н о справедлива и слабая сходимость 

и[Хр п [ipr] —• и р г слабо в L2(0, Г ) , а — • О . (3.13) 

П е р е п и ш е м для этого неравенство (3.11) в виде 

g0(u[Xpn \ilr])<g0(u)+ (Xlngx{u)-h-p) + {\xlng2{u)-r) Vw G 2 . (3.14) 

Будем, в силу (ЗЛО), без о г р а н и ч е н и я о б щ н о с т и считать , что 

и[Х^ п \ip А—^й слабо в L 2 (0 , Г), а — • О , w e â ) . (3.15) 

Тогда, пользуясь слабой п о л у н е п р е р ы в н о с т ь ю снизу с и л ь н о в ы п у к л о г о ф у н к ц и о н а л а g 0 , в ы в о ­

д и м из ( 3 . 14 )# 0 (й ) <go(u) У и G ЯЬ°РГ = {и G 2 : gx(u) — h — p = 0,g2(u) — r < 0}. Так к а к в то ж е время 

благодаря предельному с о о т н о ш е н и ю (3.8) и слабой сходимости (3.15) м о ж н о записать , что й G 

G xÈp^r, то в силу е д и н с т в е н н о с т и р е ш е н и я исходной задачи получаем и = ир г , т.е. предельное 
с о о т н о ш е н и е (3.13) д е й с т в и т е л ь н о справедливо . 

Так к а к с и л ь н о в ы п у к л ы й ф у н к ц и о н а л g0 является с у б д и ф ф е р е н ц и р у е м ы м (в с м ы с л е в ы п у к ­
лого анализа ) в точках 2 , то , используя критерий с и л ь н о й выпуклости с у б д и ф ф е р е н ц и р у е м о г о 
ф у н к ц и о н а л а (см. , н а п р и м е р , [1, с. 206, у п р а ж н е н и е 12]), в с о в о к у п н о с т и с ф а к т а м и (3.10) и 
(3.15) получаем, н а к о н е ц , 

ЫКп V^A-Up,г|| — а — 0 . (3.16) 

Таким о б р а з о м , п р и в е д е н н ы м и в ы ш е р а с с у ж д е н и я м и д о к а з а н а 
Теорема 3.1 ( регуляризующий д в о й с т в е н н ы й алгоритм) . Вне зависимости от того, разрешима 

или нет двойственная к (Р^ г) задача, выполняются соотношения 

Л(Кп lOll —* °> 8о("[К» vlA) — S o K ° , ) , ос — 0, 

gx{u[Xa

pn\ia

pr\)-h-p^Q, g2{u[Xln\ia

pr\)-r<Yi{a), | | к ( а ) | | — * 0 , а — 0. 

Одновременно, в силу субдифференцируемости функционала g0(e смысле выпуклого анализа) в точ­
ках 2 , справедливо и предельное соотношение 

\u[Kn\h4A-UpA —""О, а ^ 0 . 
Другими словами, вне зависимости от того, разрешима или нет двойственная задача, регуляризо­
ванный двойственный алгоритм представляет собой регуляризующий алгоритм {см. [12]). 

Одновременно, в силу леммы 2.2, можно утверждать, что двойственная к ( Р л г ) задача заведомо 
является разрешимой и соответственно конструируемое в настоящей теореме семейство двой­
ственных переменных ( X* п г ) , а G [0, а 0 ] , является ограниченным для любой пары (/?, r) е Q, т.е. 
для всех точек (/?, г) из плотного в d o m ß множества. 

Замечание 3.2. Легко сообразить, что если вместо функционала 

Rl,{\, ц ) = VPT,(K Ц) - а\\Х\\2 - а\Ы2, (X, ух)еЖхЖ+, 

использовать функционал 

Rl,(h Ц) - Vp,rfr> И) - <х||А. - XU' - <х||ц - Д | | 2 , (К ух)еЖхЖ+, 



где — произвольная фиксированная точка, то все утверждения последней теоремы останутся в силе, 
однако в случае, когда функционал Vpr достигает максимума на Ж х Ж+, вместо сходимости (3.12), в которой 
, « о о ч 

\Крп \Хр г ) — элемент, минимальный по норме среди всех элементов, максимизирующих функционал Vp п имеет 
место сходимость 

(К,п Ar) —* (£JL Ar), а — 0, 

где (hp, г, \1р г) — элемент, минимизирующий на множестве всех элементов максимизирующих функционал Vp п 

функционал квадрата нормы разности ||(À,, |i) — (X , Д ) | | 2 , (À,, |u) G Ж х Ж. 

4. Д В О Й С Т В Е Н Н А Я Р Е Г У Л Я Р И З А Ц И Я И П Р И Н Ц И П М А К С И М У М А П О Н Т Р Я Г И Н А 

И т а к , в з а в и с и м о с т и от того , имеет или нет р е ш е н и е д в о й с т в е н н а я к ( Р А Г ) задача, с к о н с т р у и ­
р о в а н н ы й в ы ш е д в о й с т в е н н ы й алгоритм ведет себя д в о я к о . В случае с у щ е с т в о в а н и я р е ш е н и я 
д в о й с т в е н н о й задачи генерируемое в соответствии с а л г о р и т м о м с е м е й с т в о д в о й с т в е н н ы х п е р е ­
м е н н ы х (кРгП lip г), а — • 0, о г р а н и ч е н о в Ж х Ж+. Если ж е такого р е ш е н и я нет, то н о р м ы э л е м е н ­
тов этого семейства н е о г р а н и ч е н н о возрастают при а — • 0. О д н а к о в о б о и х случаях, к а к будет 
п о к а з а н о в д а н н о м разделе , " п а р а л л е л ь н о " с п о с т р о е н и е м м и н и м и з и р у ю щ е г о п р и б л и ж е н н о г о 
р е ш е н и я в с м ы с л е Варги алгоритм д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и ведет и к с о о т в е т с т в у ю щ и м н е ­
о б х о д и м ы м условиям — так н а з ы в а е м о м у р е г у л я р и з о в а н н о м у п р и н ц и п у Л а г р а н ж а в н е д и ф ф е ­
р е н ц и а л ь н о й ф о р м е в задаче (Рр г) (в случае задачи м а т е м а т и ч е с к о г о п р о г р а м м и р о в а н и я в г и л ь ­
бертовом пространстве р е г у л я р и з о в а н н ы й п р и н ц и п Л а г р а н ж а в н е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ф о р м е 
п о л у ч е н в [14]) и , соответственно , р е г у л я р и з о в а н н о м у п р и н ц и п у м а к с и м у м а П о н т р я г и н а . Глав­
н о е о т л и ч и е п о с л е д н и х от их к л а с с и ч е с к и х аналогов заключается в т о м , что , в о - п е р в ы х , о н и за ­
п и с ы в а ю т с я в т е р м и н а х м и н и м и з и р у ю щ и х последовательностей (а не о п т и м а л ь н ы х у п р а в л е ­
н и й ) , а во -вторых , в ы п о л н я ю т с я в л ю б о й задаче (Рр г), и м е ю щ е й р е ш е н и е . В то ж е в р е м я , к а к и з ­
вестно (см. , в частности , и л л ю с т р а т и в н ы й п р и м е р 2.1), эти к л а с с и ч е с к и е а н а л о г и в задачах (Рр г) 
с о г р а н и ч е н и я м и вЖ = L2(X) могут не быть с п р а в е д л и в ы м и . 

Р а с с м о т р и м сначала случай , когда с у б д и ф ф е р е н ц и а л 9ß(/?, г) не пуст. В э т о м случае , в соответ ­
с т в и и с у т в е р ж д е н и е м л е м м ы 2.2, ф у н к ц и о н а л Vpr достигает м а к с и м у м а . Так к а к э л е м е н т 

и[Хр п А, А м и н и м и з и р у е т ф у н к ц и о н а л Л а г р а н ж а Lp г(и, Хрп Н ^ г ) , и G 2), то с п р а в е д л и в с л е д у ю ­
щ и й п р и н ц и п м а к с и м у м а п р и v = 1 : 

H(t,x[u[Xpn AM*), и[Ха

рп (i£r](0, 4 V ( 0 , v, X*r(t), \i*r(t)) = 
(4.1) 

= maxH(t,x[u[Xpn »v]](0>v, \|V(0> v, A£ r(f)> АЛО) при П.В. / G [0, 7 ] , 
v & U 

где y\tptr(t), t G [0, 7 ] , — а б с о л ю т н о н е п р е р ы в н о е р е ш е н и е с о п р я ж е н н о й задачи (2.2) п р и и = 
г « а а -, л л а а 

= и[Хр п\хр r\,v = v,X = XPtr,\i= \iPtr. 
В соответствии с (3.12) и (3.16), т а к к а к в э т о м случае ф у н к ц и о н а л Vpr достигает м а к с и м у м а , 

и м е е м п р е д е л ь н ы е с о о т н о ш е н и я 

(K,» Ar) — * (Кп \Lp,r)> Ar)] — a — о, 

где (kPtп \ip r) — м и н и м а л ь н ы й п о н о р м е элемент , м а к с и м и з и р у ю щ и й ф у н к ц и о н а л УргнаЖхЖ±. 
Поэтому, переходя к пределу в (4.1) п р и a — • 0, получаем п р и v = 1 

H(t,x[u0

pr](t), и° г(0, Vp,r(0» v> КМ, Vp,M) = maxH(t,x[u°p r](t), v , \|/лг(0> v, XPtr(t), \1Р,М) ( 4 9 ) 

при П.В. t G [0, Г ] , 

где \\fPir(t), t G [0, 7 ] , — а б с о л ю т н о н е п р е р ы в н о е р е ш е н и е с о п р я ж е н н о й задачи (2.2) п р и и = иРг •> 
v = vyX = Xpn\i = \xpr 



О д н о в р е м е н н о , п о с к о л ь к у в силу (3.4) в случае \x^r (t) > 0 с н е о б х о д и м о с т ь ю в ы п о л н я е т с я н е ­

равенство g2(u[X°p\п [ip r])(t) — r(i) > 0, то если g2(u°p r )(0 ~ КО < 0 , тогда при достаточно м а л ы х а 

имеем g2(u[Xp п \x^r ])(t) — r{t) < 0 и, значит, с необходимостью при таких / и при тех ж е а и м е е м 
а 0 

\xpr(t) = 0 и, как следствие, \хр r{t) = 0. Последними рассуждениями показано, что H ^ X O I & ^ r )(0 ~~ 
— r(t)] = 0 , / G I Таким о б р а з о м , алгоритм д в о й с т в е н н о й регуляризации е с т е с т в е н н ы м путем п р и ­
вел и к к л а с с и ч е с к и м н е о б х о д и м ы м условиям — п р и н ц и п у м а к с и м у м а в задаче (Р^ г) в случае, к о ­
гда с у б д и ф ф е р е н ц и а л dß(/?, г) не пуст или , другими с л о в а м и , когда ф у н к ц и о н а л Vp г достигает 
м а к с и м у м а . П р и этом э л е м е н т и р г доставляет м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е ф у н к ц и о н а л у Л а г р а н ж а 
LPi r{u, >у п (Lip г ) , и G 2 , а в качестве м н о ж и т е л е й Л а г р а н ж а (kPi п \хр г) в этом п р и н ц и п е м а к с и м у м а 
может быть , в соответствии с з а м е ч а н и е м 3.2, взята л ю б а я пара м н о ж и т е л е й (X, |и), на к о т о р о й д о ­
стигает м а к с и м у м а ф у н к ц и о н а л з н а ч е н и й Vpr 

З а м е т и м здесь ж е , что о д н о в р е м е н н о с доказательством п р и н ц и п а м а к с и м у м а , в силу л и н е й ­
ной выпуклости задачи, м ы , по сути дела, получаем, что л ю б о й такой э л е м е н т (Хрп | i A r ) является 
и вектором Куна—Таккера задачи ( Р ^ г ) (подробности см. в доказательстве л е м м ы 2.4 в [14]). Р а с ­
суждая далее , н а п р и м е р , так , как и при доказательстве второй части т е о р е м ы 2 .1 , м о ж н о утвер­
ждать , что - ( V " РР*Г) G ö ß ( A r ) -

Р а с с м о т р и м далее случай, когда с у б д и ф ф е р е н ц и а л <9ß(/?, г) пуст. П р и этом м ы находимся в с и ­
т у а ц и и , когда заведомо не имеет места к о м п а к т н о с т ь е д и н и ч н о й с ф е р ы пространства ЖхЖ. Тем 

не менее , так как э л е м е н т и[Х°р\п \i^r ] доставляет м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е ф у н к ц и о н а л у Л а г р а н ж а 

Lp г(и, ХрП [ХрГ ), и G 2 , то в ы п о л н я ю т с я с о о т о н о ш е н и я п р и н ц и п а м а к с и м у м а (4.1), а в силу (3.4) , 
(3.5) — и с о о т н о ш е н и я 

О 0 Ы 4 С > О(0-МО-/>('))> о, 
Vp,R(0(gi(u[K,n J V l X O - K O ^ O при п.в. teX. 

С другой с т о р о н ы , если н е к о т о р ы е э л е м е н т ы ик, к = 1, 2 , у д о в л е т в о р я ю т при v = 1 и п р и н е ­
которых (кк, [ i l ) e l x Ж+ с о о т н о ш е н и я м 

Н{и х[икШ u\t)9 y\tl v, x\î\ v\t)) = 
к к к к <4-4> 

= т а х Я ( / , x[u ] ( / ) , v , ц/ (/) , v, X ( / ) , JLX ( /)) при п.в. t e[Q, T], 
ve U 

где i|/*(0, t G [0, 7 ] , — абсолютно непрерывное р е ш е н и е с о п р я ж е н н о й задачи (2.2) при и = ик, v = v, 
X = Хк, \1 = |LlA, 

jXk(t)[g](uk)(t) - h(t)-p(t)]dt > 0, \\i\t)[g2(u)(t) - r(t)]dt > 0 (1.5) 

X X 

и удовлетворяют о г р а н и ч е н и я м задачи " в пределе" 

gl(uk)-h-p — - 0, g2(uk)-r<$k9 ||ф*|| — 0 , к^со, 

то, в силу л и н е й н о й выпуклости задачи (РР Г ) , из соотношения максимума (4.4) следует неравенство 

£ о ( и ) - £ о ( и * ) + < ^ £ i ( " ) - S i ( " * ) > + < ^ f t ( " ) - & ( « * ) > ^ 0 v " е ® > 

из которого , рассуждая , в силу неравенств (4.5), так же , как и при получении предельного соот ­
н о ш е н и я (3.10), в ы в о д и м , что последовательность w\ к = 1, 2 , е с т ь м и н и м и з и р у ю щ е е п р и б л и ­
ж е н н о е р е ш е н и е в задаче (PPtf). 

П о д е л и м с о о т н о ш е н и е м а к с и м у м а (4.1) на \\(ХрП ц ^ г ) | (считаем без о г р а н и ч е н и я о б щ н о с т и 

эту величину не р а в н о й нулю) и перейдем к пределу при а — • 0. Введя о б о з н а ч е н и я v a = 



= l/\\(K,n A,r)\\ > ^ = KÀliKn , Ц а = Vp,r/\\(K,n Vp,r)\\, считая без о г р а н и ч е н и я о б щ н о с т и 
в силу слабой к о м п а к т н о с т и ш а р а в гильбертовом пространстве , что 

v a — • v, ^ a — • Хрг слабо в Ж, Ц а — • \ipr слабо в Ж, v > 0 , ц р > г > 0 , 

и пользуясь д о к а з а н н ы м в ы ш е в э т о м случае п р е д е л ь н ы м с о о т н о ш е н и е м и[Хр\п ] — uPtf. — • 0, 
a — • 0, после у к а з а н н о г о предельного перехода получаем 

H(t,x[upr\{t\ u°Ptr(t), \|/ЛГ(0, v, KM, \iPtr(t)) = maxH(t,x[uPtr](t\ v> Ъ,М> v> KM, H*,r(0) 
V EL U 

при П.В. / G [0, 7 ] , 

где Д/), / G [0, 7 ] , определяется т а к ж е , как и в (4.2), а предельный н а б о р м н о ж и т е л е й (v, г , \хр г) 
м о ж е т б ы т ь и в ы р о ж д е н н ы м . Естественно , при э т о м , рассуждая , к а к и в ы ш е , в силу (3.4) , (3.5) 
м о ж н о показать , что в ы п о л н я е т с я и предельное с о о т н о ш е н и е д о п о л н я ю щ е й н е ж е с т к о с т и : 

Ц А г ( 0 Ы " р , г К О - К О ] = 0 п р и п.в . t G X. 

Т а к и м о б р а з о м , алгоритм д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и е с т е с т в е н н ы м путем п р и в е л и к к л а с ­
с и ч е с к и м н е о б х о д и м ы м условиям — п р и н ц и п у м а к с и м у м а в задаче (РР г ) , к о т о р ы й в о б щ е й ситу­
а ц и и м о ж е т б ы т ь и в ы р о ж д е н н ы м . П р и этом в а ж н ы м является то , что м ы а п п р о к с и м и р о в а л и р е ­
ш е н и е zPir задачи ( Р А Г ) т о ч к а м и , д о с т а в л я ю щ и м и м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е ф у н к ц и я м Л а г р а н ж а 

П р е д п о л о ж и м далее , что в р а с с м а т р и в а е м о й ситуации 5ß(/?, г) = 0 , а с и н г у л я р н ы й ( а с и м п т о ­
т и ч е с к и й ) с у б д и ф ф е р е н ц и а л 3°°ß(/?, г) содержит ненулевой элемент. В э т о м случае воспользуемся 
и з в е с т н ы м представлением для с у б д и ф ф е р е н ц и а л а в ы п у к л о г о п о л у н е п р е р ы в н о г о с н и з у ф у н к ­
ц и о н а л а (см. , н а п р и м е р , [24], [25, с. 82]) 

d™ß(p, г) = l imsup tdß(p\ r) = 
(p\r-)h(p, r), tio 

J w - lim (t&t) : i 0 , e < 3 ß ( / , / ) (p, r) 1, 
I k-^oo J 

где с и м в о л (p\ r) —^ (p, r) означает, что ((/?', r ) , ß(/?', r )) — • ((/?, r ) , ß(p , r ) ) , а с и м в о л / i 0 означает 
сходимость к н у л ю справа . 

У м н о ж и м с о о т н о ш е н и е м а к с и м у м а (4.2) п р и v = 1 на s > 0: 

H(t,x[uPt,](*)> и°р,М> Ъ,М>ЬзКМ,я\1р,М) = /А ,ч 

(4.6) 
= т а х # ( / , х [ и ° Г ] ( 0 , v,\\fp r{t\ s9 s \ r(t\ s\ipr{t)) 

v e U 
и п о с т у п и м с л е д у ю щ и м образом . Д л я л ю б о й слабой п р е д е л ь н о й т о ч к и вида 

(Kr,\Lp,r) = w- к sk{X\rk9\x\rk) 
к -> 00, (p , r ) -> (p, Г), i 0 

с (A,** ̂ , иД t ) e ö ß ( p \ r*) м о ж н о записать после о ч е в и д н о г о предельного перехода в (4.6) п р и 

(р, г) = гл), (А А п ц л г) = ( А Д г., *Л г» ) , Ä = ^ 

# ( / , дс[и° r](f), и° ,(')> 4 ^ ( 0 , О, Х Л ,(0, М О ) - т а х Я ( Г , х[м*Г](0, v, V,.r(0, О, iP,r(t), цЛ Г(0)- (4-7) 
v e t / 

О д н о в р е м е н н о , в силу условия д о п о л н я ю щ е й н е ж е с т к о с т и , 

Ц ^ / 0 [ й ( ^ Г 0 ( 0 - ^ ( 0 ] = 0 при п.в. / G J T 



в результате предельного перехода при к — • оо и предельного с о о т н о ш е н и я и к к — • ир^г,к — • оо, 

получаем 

М О Ы ^ Ж О - Ф ) ] = 0 , teX, 

что в с о в о к у п н о с т и с (4.7) и означает в ы п о л н и м о с т ь нерегулярного н е в ы р о ж д е н н о г о п р и н ц и п а 

максимума . П р и этом м ы а п п р о к с и м и р о в а л и р е ш е н и е и р г задачи ( Р ^ г ) т о ч к а м и и\ к , д о с т а в л я ­

ю щ и м и м и н и м а л ь н о е з н а ч е н и е ф у н к ц и я м Л а г р а н ж а 

L к к(и, X k к, и к к), и G 2 . 

И т а к , алгоритм д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и е с т е с т в е н н ы м образом п р и в о д и т в задаче (Ррг) 
к р е г у л я р и з о в а н н о м у п р и н ц и п у Л а г р а н ж а в н е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ф о р м е и, соответственно , к 
р е г у л я р и з о в а н н о м у п р и н ц и п у м а к с и м у м а П о н т р я г и н а , в которых о к а з ы в а ю т с я " задействован­
н ы м и " все т о ч к и (/?, r) G domß, в том числе и т а к и е , для которых о д н о в р е м е н н о с у б д и ф ф е р е н ц и ­
ал öß(/?, г) пуст, а а с и м п т о т и ч е с к и й с у б д и ф ф е р е н ц и а л d^fiip, г) с о с т о и т из о д н о г о нуля ( см . 
п р и м е р 2.1). Главное отличие п о с л е д н и х от их к л а с с и ч е с к и х аналогов заключается в т о м , что, в о -
первых, о н и з а п и с ы в а ю т с я в т е р м и н а х м и н и м и з и р у ю щ и х последовательностей (а не о п т и м а л ь ­
ных у п р а в л е н и й ) , а во -вторых , в ы п о л н я ю т с я в л ю б о й задаче ( Р ^ г ) , и м е ю щ е й р е ш е н и е . 

Суммируя п о л у ч е н н ы е в ы ш е в этом разделе результаты, м о ж е м с ф о р м у л и р о в а т ь следующее 
утверждение . 

Теорема 4.1 ( р е г у л я р и з о в а н н ы е п р и н ц и п Л а г р а н ж а в н е д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й ф о р м е и п р и н ц и п 
м а к с и м у м а ) . Если субдифференциал dß(p, г) не пуст, то найдется пара двойственных переменных 
(к, ju) G Ж х Ж+ такая, что 

(к, ц ) G argmaxj VprÇk\ ц ' ) • (к\ | ï ) G Ж х Ж+), 

а решение и р г задачи ( Р р > г ) доставляет минимальное значение функционалу Лагранжа Lp r{u, k, | i ) , 
и G 2 и удовлетворяет, естественно, регулярному принципу максимума Понтрягина теоремы 2 .1 . 

Если субдифференциал öß(/?, г) пуст, мы можем в общей ситуации лишь утверждать, что най­
дется последовательность (kk, ц*), k = 1,2, двойственных переменных такая, что 

Vp^r(kk, \ik) — ß(/?, r) = sup VPtr(X, Ю , k — - 00, 

а точки ик, к= 1,2, минимизирующие функционал Лагранжа Lp Дг/, kk, (i*), и G 2 , сходятся при 

k — • оо к решению и р г задачи ( Р ^ г ) . Одновременно выполняются соотношения регуляризованного 
принципа максимума 

H(Ux[uk}{t\ u\t), у*(0, 1, At), Ц*(0) = 
k k k k (4-8> 

= max#(/,.x|> ](0, v , \|/ (/) , 1, À, (О, Ц (0) при п.в. t G [О, Г ] , 
где i|/*(0, f e [0, 7 ] , — абсолютно-непрерывное решение сопряженной задачи (2.2) я/ш w = w*, v = 1, 
X = кк, ju = ^ с условиями 

"kk(t)[gx{u)(t)-h(t)-p{t)}>0, ц*(г)[й(и*)(0-/<0]^0 /1/иш.л / е * , (4.9) 

Ö следовательно, и с условиями 

jx\t)[gl(uk)(t) - h(t)-p(t)]dt > О, |ц*(0[*2(«*)(0 - К О ] * > 0 при п.в. t G X (4.10) 

Я/?г/ этом элемент и р г в совокупности с любой слабой предельной точкой, возможно вырожден­
ной (0, k, | i) нормированной последовательности 

^S(i/I(x*,n*)UVI(^n4)UVI(^»i4)l) 



удовлетворяет соотношениям нерегулярного принципа максимума теоремы 2 .1 , возможно вырож­
денного. 

Обратно, если последовательность uk,k = 1, 2 , у д о в л е т в о р я е т соотношениям (4.8) , (4.10) при 
некоторых (ÀA, \ik) G Ж х 3 € + и удовлетворяет ограничениям задачи "в пределе" 

g\{u)-h-p — 0, ^ 2 ( / ) - г < ф ь ||ф*|| — О, Л — оо, 
т о 0 /ш является минимизирующим приближенным решением в задаче (Рр г). 

Если же в случае dß(p, г) = 0 сингулярный (асимптотический) субдифференциал d^ß(p, г) состо­
ит не из одного нуля, то найдутся последовательность (рк, г*), к = 1, 2 , ( р к , г*) — • (/?, г), & — • оо, 
последовательность двойственных переменных (кк, \хк), к = 1, 2 , т а к и е , что V k k (АА, \xk) — • ß(/?, r ) , 

& — • оо, a минимизирующие функционал Лагранжа 

L k k{u, ? l \ | / ) , U G 2), 

точки uk, k = 1, 2, сходятся при k — • оо л:решению и р г задачи (Р ; , , г ) . э т о м элемент и р г в 
совокупности с любой существующей в этом случае ненулевой слабой предельной точкой (X, ц) по­
следовательности tk(kk, \ik), tk\rO,k — • оо, удовлетворяет соотношениям невырожденного принципа 
максимума теоремы 2.1 при v = 0. 

И т а к , в а ж н е й ш и м с в о й с т в о м алгоритма д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и я в л я е т с я то , что о н в ы ­
рабатывает последовательность uk, к= 1,2,удовлетворяющую с о о т н о ш е н и я м р е г у л я р и з о в а н -
н о г о п р и н ц и п а м а к с и м у м а П о н т р я г и н а (4.8) , (4.9) , к о т о р а я является м и н и м и з и р у ю щ и м п р и б л и ­
ж е н н ы м р е ш е н и е м в задаче (Рр г). С другой с т о р о н ы , если последовательность ик,к = 1, 2 , у д о ­
влетворяет э т и м с о о т н о ш е н и я м и удовлетворяет о г р а н и ч е н и я м задачи "в п р е д е л е " 

gx{uk)-h-p — - 0, g2(u)-r<§k9 ||<У — 0, £ — оо, 

то , в о - п е р в ы х , в силу л и н е й н о й в ы п у к л о с т и задачи (Р^,.) , и з с о о т н о ш е н и я м а к с и м у м а (4.8) с л е ­
дует неравенство 

£оО)-#о<У)+ <b\siOO-£i(w*)> + < n \ & 0 0 ^ 0 V w G S» 
и з которого , рассуждая , в силу н е р а в е н с т в (4.10), т а к ж е , к а к и п р и п о л у ч е н и и п р е д е л ь н о г о соот ­
н о ш е н и я (3.10), в ы в о д и м , что последовательность ик, к = 1, 2 , е с т ь м и н и м и з и р у ю щ е е п р и б л и ­
ж е н н о е р е ш е н и е в задаче (Р^ г ) . П р и э т о м о б ы ч н ы й п р и н ц и п м а к с и у м а для э л е м е н т а и°^ г в задаче 
(Pp^r) с о г р а н и ч е н и я м и , п о н и м а е м ы м и в пространстве Ж = L2(X), м о ж е т не б ы т ь в е р н ы м . С ф о р ­
м у л и р о в а н н о е обстоятельство является в а ж н ы м с т о ч к и з р е н и я п р и м е н и м о с т и р е г у л я р и з о в а н -
н о г о п р и н ц и п а м а к с и м у м а П о н т р я г и н а для а н а л и з а и р е ш е н и я н е к о р р е к т н ы х о б р а т н ы х задач. 
Д л я и л л ю с т р а ц и и в е р н е м с я к и л л ю с т р а т и в н о м у п р и м е р у из з а м е ч а н и я 2 .1 , к о т о р ы й н а м будет 
у д о б н о трактовать к а к о б р а т н у ю н е к о р р е к т н у ю задачу п о и с к а р е ш е н и я п р о с т е й ш е г о д и ф ф е р е н ­
ц и а л ь н о г о у р а в н е н и я п о н а б л ю д е н и ю его т р а е к т о р и и . 

Пример 4.1. Рассматриваем п р о с т е й ш у ю о б р а т н у ю задачу п о и с к а в о з м у щ а ю щ е г о воздействия 
( у п р а в л е н и я ) , п р и в е д ш е г о к н а б л ю д е н и ю p(t) (для п р о с т о т ы о ш и б к у н а б л ю д е н и я считаем р а в ­
н о й нулю) т р а е к т о р и и x(t), 0<t< 1, д л я задачи К о ш и 

х = u(t), jc(0) = 0, / G [0, 1 ] , 

с о г р а н и ч е н и е м н а у п р а в л я ю щ и е воздействия u(t) G [—1, 1]. Естественно , эта о б р а т н а я задача э к ­
в и в а л е н т н а задаче м и н и м и з а ц и и (2.3) с п о т о ч е ч н ы м ф а з о в ы м о г р а н и ч е н и е м т и п а равенства , п о ­
н и м а е м ы м к а к о г р а н и ч е н и е в L2(0, 1): 

1 

g0(u)= ju\t)dt — inf, g\{u)=x[u}{') = p, pe L 2 [ 0 , 1 ] - п а р а м е т р , (4.11) 

о 
x = u(t), JC(0) = 0, te [0, 1 ] , и G 2 = {ve L 2 ( 0 , 1) : v(t) G [ - 1 , 1] п.в. на [0, 1 ] } . 

К а к п о к а з а н о п р и анализе п р и м е р а 2 .1 , к л а с с и ч е с к и й п р и н ц и п м а к с и м у м а в этой задаче п р и р = 
= gi(u), где и — к у с о ч н о - н е п р е р ы в н а я ф у н к ц и я , и м е ю щ а я р а з р ы в ы I рода и п р и н и м а ю щ а я с в о и 
з н а ч е н и я в интервале (— 1, 1 ) , не верен . В то ж е в р е м я , алгоритм д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и в ы -



рабатывает в ней сходящееся к о метрике L2(0, 1) м и н и м и з и р у ю щ е е п р и б л и ж е н н о е р е ш е н и е и, 
наоборот, л ю б а я последовательность в о з м у щ е н и й - у п р а в л е н и й в этой задаче , п р и в о д я щ а я в п р е ­
деле к д а н н о м у н а б л ю д е н и ю или , другими с л о в а м и , у д о в л е т в о р я ю щ а я в пределе ф а з о в о м у огра­
ничению-равенству , для которой в ы п о л н я ю т с я соответствующие с о о т н о ш е н и я р е г у л я р и з о в а н ­
ного п р и н ц и п а м а к с и м у м а , сходится к элементу и . 

Возьмем для о п р е д е л е н н о с т и u(t) = {1/2, 0 < t< 1/2;—1/2, 1/2 <t< 1}. Э л е м е н т а р н ы й подсчет 
приводит к p(t) = x[u]{t) = {1/2/, 0 < t< 1/2; 1/2(1 — / ) , 1/2 < t< 1}. Р е г у л я р и з о в а н н ы й п р и н ц и п 
м а к с и м у м а в этом п р и м е р е п р и в о д и т к тому, что э л е м е н т ы uk(t), 0 < / < 1 ,к = 1, 2, м и н и м и з и ­
р у ю щ е г о п р и б л и ж е н н о г о р е ш е н и я удовлетворяют с о о т н о ш е н и я м (см. п р и м е р 2.1) 

v + v > {u)\t) + м А о Л о V V <Е [ - 1 , 1 ] П р и П .В . 

v}/ = X\t), v | / ( l ) = 0, / е [ 0 , 1 ] , 

/ е (0 , 1), 

\ \ х [ и ] ~ Л | 2 , ( 0 , 1 ) • 

Тогда можем записать 

0 , jXk(t)(x[uk](t)-p(t))dt>0, к ^ а о . 

(4.12) 

(4.13) 

= jkk(s)ds, uk{t) 1, 

1 - 1 , -\/2y(t)<-\. 

Пусть ф у н к ц и о н а л ь н ы й м н о ж и т е л ь Хк e L2(0, 1) задается ф о р м у л о й 

- l /2v | /V) , -lu-\/2y\t)<\, 

-\/2y(t)>\, 
к, 

0, 0 < / < 1 / 2 - 1 Д , 

-2к, 1 / 2 - ! / * < / < 1 /2 , 

0, \/2<t< 1 - 1/к, 

к, \-\/k<t<\. 

При э т о м , о ч е в и д н о , \\Х ||2, (о, 

- 1 / 2 У ( 0 = 

оо, к — - со. Н е п о с р е д с т в е н н ы е в ы ч и с л е н и я в силу (4.12) д а ю т 

1/2, 0<t< 1 / 2 - \ / к , 

-kt+\/2(k-l), 1 / 2 - 1 / £ < / < 1/2, 

- 1 / 2 , 1/2 < / < 1 - l/k, 

k/2(t-\), \-\/k<t<\, 

и, значит, uk(t) = -\/2\yk(t), 0 < / < 1, 

4 « K O = 

1/2/, 0 < / < 1 / 2 - 1 A , 

-k/2t2+ \/2{k- \)t- kß - l/(2Jfc) + 1/4, \/2-\/k<t< 1/2, 

- l / 2 f + 1 / 2 - 1 / ( 2 * ) , \/2<t<\-\/k, 

k/4t2 -k/2t + k/4- 1/(4*), \-\/k<t<\. 

Непосредственной проверкой л е г к о убедиться , что в ы п о л н я ю т с я и с о о т н о ш е н и я (4.13). Та­
ким о б р а з о м , последовательность ик,к= 1, 2 , в силу р е г у л я р и з о в а н н о г о п р и н ц и п а м а к с и м у м а 
т е о р е м ы 4.1 сходится в L 2 ( 0 , 1) к в ы б р а н н о м у к о н к р е т н о м у р е ш е н и ю и исходной обратной зада­
чи. При э т о м , как п о к а з а н о в ы ш е , п р и н ц и п м а к с и м у м а т е о р е м ы 2.1 в задаче м и н и м и з а ц и и (4.11) 
не в ы п о л н я е т с я . З ам етим в з а к л ю ч е н и е , что в силу простоты в ы б р а н н о г о к о н к р е т н о г о п р и м е р а 
л е г к о показать , что с о о т н о ш е н и я (4.12), (4.13) м о ж н о " з а м к н у т ь " и получить " к л а с с и ч е с к и й " 



п р и н ц и п м а к с и м у м а в задаче (4.11) с п о т о ч е ч н ы м ф а з о в ы м о г р а н и ч е н и е м т и п а равенства , п о н и ­
м а е м ы м к а к о г р а н и ч е н и е в пространстве С[0, 1]. С о о т в е т с т в у ю щ и е с о о т н о ш е н и я и м е ю т вид 

1 

v2 + \\i(t)v> ù\t) + \\f(t)ù(t) V V E [ - 1 , 1 ] п р и п . в . / Е ( 0 , 1 ) , \\f(t) = ^dX, / G [ 0 , 1 ] , 

t 
где X — з н а к о п е р е м е н н а я мера Радона: X = — 2 5 1 / 2 + 5 j , о, — мера Дирака , сосредоточенная в точке L 

5. Д В О Й С Т В Е Н Н А Я Р Е Г У Л Я Р И З А Ц И Я И К Л А С С И Ч Е С К И Й П Р И Н Ц И П М А К С И М У М А 
В ЗАДАЧЕ С П О Т О Ч Е Ч Н Ы М И Ф А З О В Ы М И О Г Р А Н И Ч Е Н И Я М И Т И П А Н Е Р А В Е Н С Т В А 

К а к уже отмечалось в ы ш е , в а ж н е й ш е е п р е и м у щ е с т в о р а с с м о т р е н и я о г р а н и ч е н и й задачи 
(Рр г), к а к о г р а н и ч е н и й в Е2(Х), з аключается прежде всего в т о м , что э то п р и в о д и т к у с т о й ч и в о м у 
к о ш и б к а м и с х о д н ы х д а н н ы х алгоритму ее р е ш е н и я . В то ж е время при о п р е д е л е н н ы х условиях 
н а и с х о д н ы е д а н н ы е эти о г р а н и ч е н и я м о ж н о , естественно , трактовать и к а к о г р а н и ч е н и я в LJJC) 
(/?, г Е LJJC)) и С(Х) ( ф ь h, p, г Е С(Х)). П р и э т о м , в силу к о м п а к т н о с т и в С[0, 7] м н о ж е с т в а всех 
т р а е к т о р и й {х[и\ Е С[0, 7] : и Е 2)}, п о н я т и я о п т и м а л ь н о с т и у п р а в л е н и я в у к а з а н н ы х ч а с т н ы х слу­
чаях э к в и в а л е н т н ы п о н я т и ю о п т и м а л ь н о с т и для случая , когда "те ж е " о г р а н и ч е н и я р а с с м а т р и ­
ваются в Е2(Х). 

П р и э т о м , н а п р и м е р , в случае ф ь h,p, г Е С(Х), когда о г р а н и ч е н и я п о н и м а ю т с я в С(Х), метод 
д в о й с т в е н н о й р е г у л я р и з а ц и и , " р а б о т а ю щ и й с о г р а н и ч е н и я м и в Е2(Х)", п р и в о д и т к п р и б л и ж е н ­
н ы м р е ш е н и я м и в задаче с о г р а н и ч е н и я м и , п о н и м а е м ы м и в пространстве С(Х). В э т о й с и т у а ц и и , 
когда с у б д и ф ф е р е н ц и а л dfi(p, г) пуст, результат т е о р е м ы 4.1 может б ы т ь в ряде случаев у т о ч н е н . 

Р а с с м о т р и м , н а п р и м е р , задачу ( Р А Г ) без о г р а н и ч е н и я - р а в е н с т в а , т.е. задачу с п о т о ч е ч н ы м ф а ­
зовым ограничением т и п а неравенства (Рр г) = (Р г ) с г Е С(Х). Тогда, в соответствии с теоремой 4 . 1 , 
для этой задачи найдется т а к а я н е о г р а н и ч е н н а я в н о р м е Ж = L2{X) последовательность \хк Е Ж^, 
к = 1, 2 , ч т о 

Vr([ik) — ß ( r ) = sup Vr(v ) , оо, 

а м и н и м и з и р у ю щ и е ф у н к ц и о н а л Л а г р а н ж а Lr(u, \хк), и Е 2), т о ч к и ик, к = 1, 2, сходятся п р и 

к — • оо к р е ш е н и ю иг задачи (Р г ) . П р и этом н е о г р а н и ч е н н у ю последовательность \ik Е Ж+, к = 1, 
2, после о п р е д е л е н н о й естественной п е р е н о р м и р о в к и м ы " п о г р у з и м " в п р о с т р а н с т в о С*(А), 
в * -слабой м е т р и к е которого ее л ю б а я предельная т о ч к а будет уже с о о т в е т с т в у ю щ и м о г р а н и ч е ­
нию-неравенству , п о н и м а е м о м у к а к о г р а н и ч е н и е в пространстве С(Х), м н о ж и т е л е м Л а г р а н ж а в 
задаче ( Р л г ) . 

Образуем с э той ц е л ь ю н о р м и р о в а н н у ю в пространстве Ш x LX(X) последовательность м н о ­
ж и т е л е й Л а г р а н ж а 

(\/п\ yf/n) E [R+ х Ж>+ ci IR+ x Ll+(X), п^\ + || Д , * , к - 1 , 2 , . . . , 

где U[ E { X G Ul:x>0}9Ll+(X) = {ye LX(X) :y(t) > 0 п р и п. в. t E X). 

Введем сосредоточенную на ^ н е о т р и ц а т е л ь н у ю меру Радона r\k Е С* (А) посредством равенства 

к С к к к I к\ 
г| (E) = m /п dt, Е^Х — борелево м н о ж е с т в о , \/п + |г| | = 1. 

Е 

Тогда, т а к как , в соответствии с т е о р е м о й 4 . 1 , у п р а в л е н и е ик удовлетворяет п р и н ц и п у м а к с и м у м а 
П о н т р я г и н а 

Н{их[иШ u(t\ i | / ( 0 , 1 / / IV (0 ) = 

= max#(/,*[*/](/), v , \ | / ( 0 , 1/л*н*(0) П Р И п - в - * G [0> Л . 
v e t / 



(5.3) 

J( F T(T, *[и*](т)) - г(т))л*(Л) > 0. (5.4) 
X 

П р и этом в (5.3) ф у н к ц и я Гамильтона—Понтрягина H определяется т а к (см. , н а п р и м е р , [17]): 

# ( / , x , w, v|/, v ) = (v|/,v4(/)jc+ B(t)u) - v((F(t)x,x) + (G(t)u, w)). 

В с о о т н о ш е н и я х (5.3), (5.4) м о ж н о перейти к пределу при к — • оо в силу к л а с с и ч е с к о й т е о р е м ы 
о ^ - слабой к о м п а к т н о с т и замкнутого шара в пространстае мер Радона , т е о р е м ы о слабой сходи­
мости в е р о я т н о с т н ы х мер (см. , н а п р и м е р , [26]) с учетом н е о т р и ц а т е л ь н о с т и мер т\к и условия н е ­
в ы р о ж д е н н о с т и \/пк + |г|*| = 1, к = 1, 2, .. . . Так как о д н о в р е м е н н о , в силу т е о р е м ы 3 .1 , 

g2(uk)-r<Kk, | И | — ^ 0 , Л — - 0 0 , 

то с л а б ы й п р е д е л ь н ы й переход при к — • со дает для л ю б о й ^ -слабой п р е д е л ь н о й т о ч к и (v, г|) п о ­
следовательности (1/пк, цк), к= 1,2, 

v > 0 , г | > 0 , V + |T)| = 1, (5.5) 

J[ft(x, x[uk](*z)) - r ( x ) ] r\\dt) = 0. (5.6) 
X 

И, н а к о н е ц , о д н о в р е м е н н ы й о ч е в и д н ы й слабый предельный переход в (5.3) (его п о д р о б н о с т и 
опускаются ) с учетом (5.5), (5.6) приводит к следующей теореме — п р и н ц и п у м а к с и м у м а П о н т ­
р я г и н а в задаче (Р г ) с п о т о ч е ч н ы м ф а з о в ы м о г р а н и ч е н и е м т и п а неравенства , п о н и м а е м ы м как 
о г р а н и ч е н и е в пространстве С(Х). 

Теорема 5.1. Управление иг в совокупности с любой невырожденной в этом случае слабой предель­

ной точкой (v, r)), v > 0, г| G С*(Л), последовательности (\/nk, г\к), к = 1, 2, пк = 1 + lulli,*, j>do-
влетворяют принципу максимума Понтрягина 

#(/, x[u°r](t), u\t), i |/(/), v ) = m a x # ( / , x[u°r](t), v, ц/(/), v ) при п.в. t G [0, 7 ] , 
veU 

ï[g2(x,x[u°r](T))-r(T)Mdt) = 0, 

где \|/*(/), t е [0, 7 ] , — а б с о л ю т н о н е п р е р ы в н о е р е ш е н и е с о п р я ж е н н о й задачи 

ц, = -VxH(t,x[uk](t),u\t),4, \/п, 1 / я У ( 0 ) . М/(Г) = 0 , 

а в силу (4.10) в ы п о л н я е т с я неравенство 

J[g2(x, х[ик](т)) - r(x)]iik(t)/nkdt>0, (5.2) 

то с учетом о п р е д е л е н и я меры цк м о ж н о переписать с о о т н о ш е н и я (5.1) , (5.2) в виде 

H{t,x[uk}{t),u(t\Mfk{t\\/nk) = 
л к к к 

= т а х # ( Г , х[и ](t), v , \|/ ( /) , 1/я ) при п.в. te [0, Г ] , 

v e i / 

где \|/*(0, ^ G [0, Т\, — а б с о л ю т н о н е п р е р ы в н о е р е ш е н и е с о п р я ж е н н о й задачи 

т т 
i)/(/) = |У,Я(т,дс[и*](т),и*(х),\|/(х),1//1*)-|У^ 2(х,х[и*](т))л*(А) 



т т 
V ( 0 = ^ Я ( т , х [ г / Г

0 ] ( т ) , м г

0 ( т ) , \ | / ( x ) , v)rfu- | V ^ 2 ( T , J C [ ^ ] ( T ) ) ^ ( * ) 5 

и минимизирует функционал Лагранжа Lr(u, r\) = vg0(u) + (r|, g2(u) — r) , « E 3) . 
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