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Построены разностные схемы второго порядка точности на равномерных сетках для систем 
уравнений диффузии с локализованными нелинейными химическими реакциями. При этом 
точка разрыва не должна быть узлом сетки. Предложен алгоритм исключения неизвестных, 
соответствующих линейным разностным уравнениям, существенно сокращающий объем вы
числений во время итераций по нелинейности. Приведенные численные эксперименты пока
зывают преимущество новых разностных схем перед традиционными и эффективность алго
ритма. 

1. В В Е Д Е Н И Е 
Математические модели, описывающие каталитические реакции (см. [1] и цитированную там 

литературу), как правило, составляют системы нелинейных дифференциальных уравнений. Не
линейность задачи представляет основную трудность при их численном исследовании. В ряде 
случаев положение осложняется еще из-за нетрадиционных условий сопряжения, зачастую так
же нелинейных [2]-[4]. Система параболических уравнений, описывающих локализованные хи
мические реакции совместно с процессами диффузии и абсорбции-десорбции, имеет вид [2], [3] 

^ = D^r-Пи + Я ( Е / ) 8 ( * - £ ) , хе ( - 1 , 1 ) , 0<t<T. ( 1 ) 
°* дх2 

Здесь U(x, i) = (щ(х, i), us(x, t)) - вектор-решения, компоненты которого представляют со
бой концентрации S различных веществ, D = diag(D 1 ? Ds) - матрица коэффициентов диффу
зии, Q = (согу), ij = 1, 2, S, - матрица десорбции, R(U) = (Ri(U), RS(U)) ~ вектор-функции, 
представляющие собой скорость реакции в активном месте Предположим, что D H Q - посто
янные матрицы. Чтобы определить решения системы ( 1 ) единственным образом, задаются на
чальные и граничные условия. Граничные условия не являются основным интересом этой рабо
ты, и поэтому будем уточнять их в ходе изложения, где это необходимо. Отметим, что если не
линейная реакция локализована на границе (£ = - 1 или ^ = 1), то приходим к системе 
параболических уравнений с нелинейными граничными условиями. Разностные схемы для таких 
задач исследованы в [5], [6]. 

Корректность начально-краевых задач для системы ( 1 ) в "малом" (существование и единст
венность локального по времени решения) можно установить на базе общей теории нелинейных 
параболических уравнений (см. [7]). Интересными как с точки зрения приложений в химической 
технологии, так и с теоретической точки зрения являются вопросы качественного поведения ре
шений, когда t —>- существование и число периодических и стационарных решений, их устой
чивость [1] . Таких результатов для рассматриваемых задач пока мало [8], [9]. Поэтому важное 
значение приобретает построение эффективных численных методов. 

В настоящей работе проводится анализ и сопоставление численных реализаций нелинейных 
уравнений сопряжения, являющихся следствием присутствия дельта-функции в системе уравне
ний (1). Легко показать, что система уравнений ( 1 ) эквивалентна следующим двум: 

Щ£ = D^r-QU, j c e ( - l , 1 ) , хФ^ 0<t<T, (2) 
dt дх2 

^Работа выполнена при поддержке Национального фонда Болгарии "Научные исследования" (код проекта 
ММ-524/95). 

740 



О ПОСТРОЕНИИ И РЕАЛИЗАЦИИ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 741 

£/(£ + 0 , 0 0 , 0 = 0, D[dU/dx\ = -R(U(^,t)), 0<t<T. (3) 

Подчеркнем, что начальная функция 

U(x,0) = Ф(х) = ( ф 1 ( х ) , . . . ,ф , (х ) ) , - 1 < * < 1 , 

должна удовлетворять условиям (3). 
Это - параболическая задача, и ее решение частично гладкое. Разрывы решения могут по

явиться только на линии разрыва х = t > 0. Решения Щх, t) и Щх, t) с левой и правой стороны 
линии разрыва, соответственно, связаны условиями сопряжения (3) типа "собственного источни
ка" (см. [10]). Известно [11]—[13], что при классических разностных схемах второй порядок 
аппроксимации достигается, если точка разрыва есть узел. В последнее время для ряда задач с 
сопряжением построены на равномерной сетке разностные схемы второго порядка аппроксима
ции, когда точка разрыва не должна быть узлом сетки [14]—[16]. Метод базируется на умелом 
использовании условий сопряжения при разложении в ряд Тейлора и на сглаживании дельта-
функции. Идея сглаживания впервые была предложена в [17] при решении задачи Стефана. 

В работах [14]—[16] рассматривались задачи с сопряжениями типа "внешнего источника" 
[и] = ф(0, [w] = \|/(0> г Д е w и w - решение и поток соответственно, а ф(0 и \|/(0 - известные функ
ции. Построенные там разностные схемы остаются трехточечными. Оказывается, что условие 
сопряжения (3) нетрадиционно и при построении разностных схем второго порядка шаблон рас
ширяется - в одномерном случае становится четырехточечным возле точки разрыва, см. [18] и 
разд. 2 настоящей работы. Несмотря на это, схемы допускают простую реализацию (разд. 3, 4). 

В разд. 2 на равномерной сетке построены разностные схемы второго порядка точности для 
систем уравнений (1)-(3). Полученные разностные схемы на каждом слое по времени представ
ляют собой линейно-нелинейные системы алгебраических уравнений. В разд. 3 предложен алго
ритм расщепления этих систем на линейной (большой) и нелинейной (малой) частях. В разд. 4 
обсуждаются методы реализации разностных схем и анализируются результаты расчетов. Вы
числительные эксперименты подтверждают точность разностных схем и эффективность алго
ритмов. 

2. П О С Т Р О Е Н И Е Р А З Н О С Т Н Ы Х СХЕМ 

На отрезке [0,1] введем равномерную сетку (bh = {xt = ih, i = 0 , 1 , ...,N,h = 1/N], а по перемен
ной t - сетку coT = { t j = 0 , 1 , . . . , M, 1 = TIM). На сетке щ x сот будем использовать стандартные 
обозначения [11] 

/
_ f i ~ f i - 1 r _ _ f i + \ ~ f i r _ / r \ 

X ~ ~ ' J X ' J XX ~~ \J JC/Jc' 

f = f(xhtj+l), f(a) = af + (l-c)f, 0 < G < 1 . 

Пусть w(t) - вектор с компонентами wt = w(xt, t), i = 0, 1, N, и wi,j = 0, 1, M, - векторы с 

компонентами w\ = (xt, tj), i-0,l,...,N. Для аппроксимации w(i) используем вектор z(i) = (zo(0> • • • 
..., zMY, для w1 - векторы zJ = (zJ

0, ..., zJ

N). Далее w - одна из функций us, s = 1, 2, ..., S. 

1. Разностные схемы первого порядка точности 
При заданном h обозначим через / = 1(h), \ <I<N~l, наименьший номер, для которого |£ - Xj\ < 

< 0.5h. Применяя интегроинтерполяционный метод, легко получить схемы с весами для задачи 
(1), (2) в случае краевых условий Дирихле (для простоты - нулевых): 

s s' 

Уь = ^ й - £ ю ь ^ , x = xh i = 1,2, . . . , / - 1 , 7 + 1 , ...,N-l, k = 1 ,2 , . . . , 5 , (4) 
5 = 1 

S 

Уь = Dky[%- £ + \Rk(y?"\ yfks)), x = x„ k = 1, 2 , . . . , S, (5) 
s = 1 
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ft, о = 0> KN = 0 9 к= 1,2,. . . , 5, (6) 

= Ф * ( * , - ) , * = 1,2, 1, * = 1 , 2 , . . . , S , (7) 

где 0 < ск, о5

к, aks < 1 (к, s = 1, 2 , . . . , 5) - веса. В общем случае х{ Ф £ и порядок аппроксимации 0(h), 
а в частном случае х1 - £, порядок есть 0(h2). В случае одного уравнения, 5 = 1 , реализация и ус
тойчивость разностных схем (4)-(7) обсуждалась в [19]. 

2. Разностные схемы второго порядка точности 
Пусть / = 1(h), 1 <I<N- 1 , -такой номер, чтох1<£э<х1+ х. Порядок аппроксимации разностных 

схем существенно зависит от гладкости решений дифференциальной задачи [11]. Функции 
uk(x, t), к = 1, 2, S, везде гладкие, кроме точки где одна или более их производных терпят 
разрывы I рода из-за наличия дельта-функции в соответствующем уравнении системы (1). По
этому вопрос состоит в аппроксимации 

д 2и*(*/) д2ик(х1+1) _ 
2 ' - \ 2 1 , Z , 

ОХ ох 
со вторым порядком точности. Используя разложение в ряд Тейлора, легко получить для 
/ = / , / + 1 

2 ^ 
dw(xt,t) S g n ( £ - X f ) ^ . 1 r / 2 w ( l b ™i ^ / 7 ^ ч / о ч 

— — 5 — = w«(^0" 5 2 ^ [ А s g n ( £ - ^ K U - - £ ) ] [ w J 5 + 0(A ), (8) 
ox h 1

m-
m = 1 где 

[wx\ = охи -охи , охи = lim w ( x , / ) 

для произвольной функции w е С[-1 , 1] п С 3 ( [ -1 , 1]\£), а в нашем случае w - любая из функций 
щ, us. Здесь - хорошо известная аппроксимация дельта-функции порядка 0(h) (см. [15]) 

4 V ) = j ( * " W ) / * 2 ' ] х ] - К 

[О - иначе. 
Из (8) видно, что решение ик(х, t), к = 1, 2, S, должно иметь непрерывные производные до 

третьего порядка вплоть до внутренней границы (интерфейса) ТТ = {х = £, 0 < t < Т]. Для этого 
необходимо потребовать от начальных условий (3) и свободного члена R некоторые условия со
гласования [7], получающиеся из (2), (3). Именно, для того чтобы решение было непрерывным 
вплоть до границы интерфейс Тт, необходимо потребовать 

[ ф * ] 5 = Ф * г ё + 0 ) - < р , ( $ - 0 ) = 0, * = 1 , 2 , . . . , 5 . 

Эти равенства называются условиями согласования порядка 0. 
Дифференцируя левые равенства (3) по t, получаем 

[duk/dt\ = 0, к = 1,2, (9) 

Теперь из (9) и из уравнений (2) следует, что 

[Э'и*] 5 = 0 (10) 

и, соответственно, 

[ ф ^ = 0, к = 1 ,2 , . . . , 5 . (11) 

Также из вторых равенств (3) следует 

Dk[q>[\ = - Л 4 ( Ф ( $ ) ) , к = 1 , 2 5 . (12) 
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Условия (11), (12) - условия согласования порядка 1. 

Дифференцируя каждое из уравнений (2) по х, получаем 

743 

[Э«и*]|; = Dk[dxuk\- \ <okr[dxUr\\> к = Ь 2, S. (13) 
г — 1 

Теперь, дифференцируя по t вторые равенства (3), находим выражения для [д]х щ]^, к = 1, 2 , . . . , 5, 
которые подставляем в (13): 

< 1 5 , Эи г(х,0 ' 1 ^ „ Яг(и(х,1))Л 

Л = 4 V U k r = \ ' ' r = 1 Г 

Из (2), (9), (14) для к = 1, 2, 5 получаем условия согласования порядка 2: 

(14) 

'~ 2 £(**(ф(*)) ) : , ; 
/= 1 

Л 1 * К(Ф(х))Л 

Dr - = i у * = ^ 

Подставляя найденные таким образом выражения (3), (10), (14) для [д^щ]^ (т = 1, 2, 3 соот
ветственно) в (8), получаем требуемую аппроксимацию второго порядка точности. Теперь сис
тему уравнений (2), (3) можно аппроксимировать следующим образом: 

= Dkukrxx(xb t) + 0(h2), к = 1 , 2 , 5, i = 1, 2, 1, / + 2, N- 1, 

Эи*(*7, о 

Г = 1 

= Dkukrxx{x„t) + ̂ \-^Rk(U(t,, t)) + ̂ ^—^-Rk(t,, t) -\(dkrur(x„ t) + 0(h2), 
a t h 6h , 

r = 1 

duk(x[+ „ 0 = D k U k _ x A x i + ^ t ) _Х-1^2Кк{щ^ t ) ) _ {^^~Rk{%, t) - JЩ г и г (х , + и t) + 0{h\ 
h 6h 

r = 1 

dt 

где 

Г = 1 

В общем случае ^ не является узлом сетки и поэтому надо интерполировать £/(£, t),durldt(L,, t). 
Чтобы сохранить порядок 0(/г 2), используем формулу из [14]: 

№ = hYf(xj)d^(xj-^ + 0(hz). (15) 

З д е с ь / - произвольная непрерывная функция , / е С'([^ - kh, и (£, £ + &/г]), £ - ц е л о е , / - лип-
шиц-непрерывная функция на каждом полуинтервале и 

\-{xlhf, \x\<h, 
2-\3xlh\, h<\x\<2h, 
0 - иначе. 
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Для функций Rk и (Rk)'u , которые вычисляются в х = используем аппроксимацию второго 
порядка: 

W(U($, ?)) = W h^U{xpt)dh

4\xrl) + 0{h2) = ^hWiUix^^ixj-^ + Oih2). 

где 

V J J j 

= a[W(U(x,_„ 0) + W(U(xI+2, t))] + bW(U(x„ t)) + cW(U(xl+ „ 0) = W, 

i л 2 - л 2 S — XJ X r , I - С 

« = - P / P / + I . * > = 1 - р / > c = l - p / + l , p, = , p / + 1 = ' h ' h " 

Опуская слагаемые 0(/i 2), приходим к системе полудискретных разностных уравнений: 

Yt = DY-XXy, - OF, +.Fh i= 1, 2, ..., / - 1, / + 2 , . . . , N - 1, 

-daR'Yi-i + {E~dbR')Y1-dcRY,+ i-daRY, + 2 = DYXXI-Q.Y, + F„ 

-faR, - fbR'Y, + (E- fcR')Yl+l - faRY,+2 = DYXX ,+ l -£lYI+i + FL + I, 

где 

Y: = 
У и 

v ? V у 

, i = l , 2 , . . . , i V - l , Я' = 

^ (RiyjDl...(RiyuJD^ 

K(Rsyu/Ds...(Rsyu/DS; 

(16) 

(17) 

( eRi + d-L^^Rr/D, Л 

F, = 
eRs + d'Lr=iOiSrRr/Dl. 

' gRr+fL^^Rr/D^ 

gRs + frr=i<*>srRr/Dr 

Подставляя Y/. i , F/ + 2 из (16) в (17), получаем уравнение в матрично-блочном виде: 

A(Y)Y = D(Y)Y-XX-Q(Y)Y + F(Y), (18) 

где 

А(У) = E-dbR' -dcR! 
-fbR1 E-fcR 

, О ( У ) = 

О. 

-daR'Q. О, 0 -АгЯ'О 
-faR'Q. О О 
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D(Y) = 

D 

daR'D D О daR'D 

faR'D 0 D faR'D 

D 

F(Y) = 

0 

F, 
FI+i 

0 

Y = 

На заключительном этапе построения разностной схемы нужно осуществить дискретизацию 
по времени в (17). Производную по времени Y следует заменить разностным выражением, а У и 
Y-xx "разнести" с некоторыми весами на два соседних временных слоя сетки. 

Теорема 1. Пусть начальная функция Ф(х) и правая часть R(U) из (3) удовлетворяют усло
виям согласования порядка 0, 1,2. Тогда 

U(xitt) = U£t) + 0(h2), i= 1,2, ...,N-l. (19) 

Кроме того, пусть якобиева матрица R'(U) ограничена в некоторой матричной норме на 
решении задачи (2), (3) константой М. Тогда если шаг по пространству удовлетворяет усло
вию h < 64/'М, то существует обратная к А матрица А - 1 . 

Доказательство. Оценка (19) следует из построения в п. 2. 

Матрица А - 1 существует, если существует А 0 ' , где А 0 - блочная матрица: 

E-dbR -dcR 

-fbR E-fcR 

Однако для существования А о достаточно обратимости одной из матриц Р = Е - dbR или 
Q = Е -fcR . Матрица Р~х существует (см. [20]), если | |Р| | < q < 1, а для этого достаточно выпол
нения условия db\\R || < 1. Для Q~l достаточно fc\\R || < 1. 

Используя выражения для коэффициентов Ь, с, d, f9 получаем для произведений db и с/, что 
всегда одно из них меньше или равно /г/64. Это заканчивает доказательство теоремы. 

3. АЛГОРИТМ РАСЩЕПЛЕНИЯ Л И Н Е Й Н О - Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х СИСТЕМ 
Как видно из (4)-(7) (и (16), (17) соответственно), построенные на каждом слое по времени 

разностные системы уравнений содержат большую линейную часть (4) и небольшую нелиней
ную часть (5). Предложим алгоритм, который выделяет нелинейные уравнения в самостоятель
ную систему алгебраических уравнений. После нахождения соответствующих неизвестных ите
рационным методом [20], [21] вычисляются остальные компоненты разностного решения. 

1. Построение алгоритма 
Представим алгоритм в случае разностных схем первого порядка точности (4)-(7). Для упро

щения выкладок рассмотрим чисто неявную разностную схему cak= cs

k = aks = 1Д, s = 1, 2 , . . . , S. 
Запишем разностные уравнения для каждого к = 1, 2 , . . . , S в виде 

s 
А « - 1 + * Л ' + е д , . ч 1 + У 4 \ - = 4> i = ' 1 , 2 , . . . , / - 1 , / + 1 , . . . . , J V - 1 , . (20) 

s= 1 

Уш = Укм = 0, 
S 

(21) 

S = 1 
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г.= 1 

где ak

t

r и (3f - неизвестные коэффициенты. Из условий (21) и (23) следует, что 

ак

0

г = ро = 0, к, г = 1 ,2 , . . . , 5 . (24) 

Пусть 1 < i < I - 1. Введем вспомогательные параметры р\г;к, г = 1, 2, 5. При / := / - 1 ум

ножим первое из равенств (23) (для к - 1) на а), а при / := / умножим каждое из них (к= 1,2, ..., S) 

на p\r, г = L Суммируя полученные равенства, находим 

5 S ( S \ 5 

Г = 1 i ' = l V r = l - / 5 = 1 

Таким же образом получаются равенства 

S S 
к л у кг к кг ч л А: г г.9 

Pi а, Ъ + i = « ? P ? - . + Y A W ( 2 5 ) 

s = 1 Г = 1 j = 1 \ г = 1 / 

для каждого к = 1, 2, ..., S. 
Сравнивая соответствующие коэффициенты при неизвестных в (20) и (25), получаем при к9 

г = 1, 2, ..., S следующие зависимости: 

кг г кг \ ^ + Ъ\, если к = г9 

Pi = я,-а,--1 + 1 Л г ( 2 6 ) 
Ы / - иначе, 

krrs \-с% если = 5 , 
,Р/ а,- = ^ (27) 

г = 1 [0, если £ Ф s, 

S p ^ = -a^_l + el (28) 

Для вычисления прогоночных коэффициентов a - r , pf получаем следующий рабочий алго
ритм. 

G ) 

2, . . . , 5 , / = 1,2, . . . , / - 1 . 

(и) Для определения коэффициентов a* r при фиксированном /= 1 ,2 , . . . , / - 1 решаем S систем 
линейных уравнений с одинаковой главной частью (27): 

Pi = (Pkir)kr = rs-

(iii) При фиксированном / = 1, 2, . . . , / - 1 из (28) при такой же главной части P t определяем 

коэффициенты pf ,к- 1, 2, S. 

кг 
(i) По формулам (26), учитывая (24), вычисляем вспомогательные параметры pt , к, г = 1, 
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где а- = -pk, b\ = 1 + 2 р ь с- = а), d\s = хсо ь, е\ = ykh р* = Dkp = Dkx/h2. 

Для исключения н е и з в е с т н ы х ^ , i = 1,2, 1 , / + 1, N - 1, = 1,2, S, применим сле
дующий метод встречных прогонок [20], [22]. Допустим, что ук1, к = 1, 2, 5, известны. При 
проходе направо будем искать уы в виде 

s 

Ун = Yvt'yr,i+i + ti, к = 1,2, . . . , 5 , •/ = / - 1 , . . : , 2 , 1 , (23) 
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При проходе налево будем искать решения в виде 

747 

(29) 
' = 1 

Так же как и при движении направо, получается алгоритм для нахождения ^ , Г| * , / = / + 1, 
. . . , Л Г - 1 Д , г = 1 , 2 , . . . , 5 . 

(iv) Для / = 1, . . . , / + 1 вычисляем вспомогательные параметры 

'dk' + Ъ'{, к = г, 

ldfr, к Ф г, > = 1,2, 
/сг кг кг 

4 v = Ci%i+l + 

кг. 
(v) При фиксированном i = /+ 1, iV— 1 и при одинаковой главной части Qt = (g, )*г = ре

шаем 5 систем линейных уравнений для определения ^ Д , г = 1, 2, ..., 5. 

(vi) При фиксированном / = / + 1, ... ,N - 1 и при такой же главной части Qi определяем коэф

фициенты Г|* Д = 1, 2, S. 

Теперь ясно, что если ук1 найдено каким-то итерационным методом, то ykh i - 1, 2, / - 1, 
вычисляются по формулам (23), а(<уЛ1-, / = / + 1, N - 1, - по формулам (29). 

Дальше построенный выше алгоритм будем называть алгоритмом скалярно-встречной про
гонки (АСВП). 

2. Устойчивость и корректность алгоритма 
АСВП ориентирован на решение систем с большим числом неизвестных (N, S большие). По 

своей сущности он эквивалентен встречной матричной прогонке [20], что упрощает исследова
ние условий его применимости (корректность, устойчивость и др.). Однако полученный алго
ритм более точно учитывает конкретную структуру рассматриваемых систем и поэтому имеет 
более простую реализацию, требует меньшего числа операций и, следовательно, более эффек
тивен. 

Для простоты рассмотрим вопрос о достаточных условиях применимости построенного алго
ритма в случае систем из двух уравнений, S = 2. Запишем систему (20), (21) в виде 

А.У,_! + + С,.У;+1 = Fh Y0 = YN = 0, ' (30) 

где 

А; = а 0 
0 а 1 ) 

и2 

С, =. с) 0 

0 с, 
F; = 

( \ 
1 

V Е> J 
, i = 1,2, ...,N-l, i Ф 1,1 + 1. 

Соответствующие формулы метода матричной прогонки для системы (30) имеют вид 

У . - hyui + Vh i - I-h -Л, 

X , - = - ( f i i + ^ A - i r ' Q , i = 1,2,...,/-1, X O F - 0 , 

ц, = -(Bi + AiXi.xrt^i-Aivii_x)^ i = 1,2, . . . , / - 1 , ц 0 = F0, 

• y»i = P ! > V j + 1 , i = 1+ 1, ...,N-2, 

p , - = - ( ^ + Q>,. + 1)"4, / = / Y - ! , . . . , / + ! , p„ = 0, 

(31) 

V,- = (B,. + C , p / + 1 ) ( F , - C , v , + 1 ) , i =. i V - 1 , . . . , / + 1, vN = FN, 
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где 

А, = 

f \ 

11 12 

21 22 

ос, а( 

И,- = 

( \ 

р! 
Р 2 

р. = 
с;1 с;2 

^21 ^22 V; = л ; 

Л,-
У/ 

1 
Ух 

V У | " J 

Алгоритм (31) называется корректным, если матрицы Ви Bt + A^Kt_b i = 2, 3, . . . , / - 1, и 5^ , 
5,+ Cfii + b i - N - 1, / + 1, невырожденные, и устойчивым, если выполнены неравенства 
i iA , i i < i , i = i , 2 , . . . , / - i , i i p I . | i < i , i = ^ - i , : . . , / + i . 

Проведем исследование корректности и устойчивости только для правой части алгоритма ( i ) -
(iii) 

Известно [20], что если матрицы Bh i = 1, 2, N, i Ф /, невырожденные, а матрицы Ah Ch i = 
= 1, 2, N - 1, ненулевые и для произвольной матричной нормы || • || выполняются условия 

В]1А\\ + Ы]С1<\, i = 1,2, . . . , T V , / * / , (32) 

причем хотя бы для одного номера / имеет место строгое неравенство, то алгоритм матричной 
прогонки (31) устойчив и корректен. 

АСВП назовем корректным, если для всех / числа detOP,-) и de t (^ ) отличны от нуля, и устой
чивым, если выполняются неравенства 

dtt(a'r)kr=l-s\<l, i = 1 , 2 , . . . , / - 1 , 

Имеет место следующая 
Теорема 2. Пусть выполнены условия (32). Тогда АСВП корректен и устойчив. 
Доказательство. Из (31) имеем \\Х0\\ = 0 < 1. Предположим, что ||А,г_ х\\ < 1, i > 1. Тогда из условия 

(32) получаем оценку 

|fi74-V Л < k'AjllVill * l k4J < 1 - Цят'сЛ < 1. 

Следовательно, существует обратная матрица к (Е + В{ A*k{_^) (см. [20]), а в силу невырож
денности В(, существует и обратная к В( + Ajki _ г. При этом 

Из существования обратной к Bt + A{kt_x матрицы следует, что ее определитель отличен от 
нуля. Отсюда с помощью формул (26) находим 

d e t ^ + A ^ - i ) = 
Ь d 
J1 и1 

VV d i Ь < J 

V W 
1 11 12 

at 0 at_x a z _! 
r, 2 21 22 

0 at Д a,-.! JJ 
, 1 1 1 1 Л 1 12 

bt +aiai_l dt +aiai_^l 

,2 2 21 , 2 2 22 

dt + aiai_l br + а{а{ 

1 ; 

11 12 
Pi Pi 

21 22 
Pi Pi 

= det(P,) Ф 0. 

Кроме того, из формул (31) видим, что (Bt + AtXtx)Xt - Ch откуда Xt = -(E + Bt

 1 Afa.x) 1 Bt

 1 Q . 
Теперь < 1. Методом индукции приходим к утверждению теоремы. 

Применим АСВП к решению систем (20)-(22) (или (31)). При этом рассмотрим стационарные 
системы диффузии (dU/dt = 0), так как при дискретизации нестационарных задач запас устойчи
вости всегда больше. 

Тогда разностные уравнения (18) принимают вид 

DY-XX-QY + F(Y) = 0, (33) 
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где D = diag(A . . D ) , Q = diag(£i, . . . , Q ) , a F сохраняется. 
Следствие. Для устойчивости и корректности АСВП в применений к решению системы (33) 

достаточно, чтобы параметр у - Ьг1 удовлетворял неравенствам 

4(4со 1 1со 2 2-(со 1 2 + со2 1) 2)/ + 4А(со11 + со22)у + А 2 > 0 , (34) 

8 ( © П + с б 2 2 ) / + 2 ( ( © и + со 2 2) 2 - (со12 - со 2 1) 2 + 6 Д ) у 2 + 4 ( ю и + © 2 2 ) A j + А 2 > 0, (35) 

где А = ©и©22 ~ ^12^21 > Щ} - %/А> iJ ~ 1» 2. 
Доказательство. Известно [20]; что евклидова норма произвольной матрицы Q определяется 

формулой 

И6|| 2 = m a x | V ( G T G ) | , 

/=1,2 
где QT - транспонированная к Q матрица, а А, 1 2 - собственные значения матрицы QTQ. В нашем 

случае At = Ct и условие (32) принимает вид \\B~t

l At\\ < 0.5, i = 1, 2, ..., N, i' ФI. 
Пусть (2/ = B]x At. Тогда корни Xl2 квадратного уравнения X2 -ЬХ + с = 0 являются собствен

ными значениями матрицы QTQ, где 

Ъ = / [ ( 2 у + й 2 2 ) 2 + ю 2 1 + ( 2 ; у 4 ^ 

с = y4/[(2y + wn)(2y + a 2 2 ) - a l 2 w 2 l ] 2 . 

Исследование расположения корней этого уравнения приводит к выводу, что если выполне
ны неравенства (34), (35), то 0 < %х 2 < 1/4, а следовательно, Н/НАН < 0.5, что и требовалось дока
зать. 

Замечание. Анализ задач реакции-диффузии с малыми коэффициентами диффузии базируется на 
принципе максимума. Можно показать, что если RS(U) < 0, s — 1,2, ..., S, и выполнены условия 

со 5 5 >0, J | co 5 r | <©,„ s9r = 1,2, . . . , 5 , (36) 

тогда решение задачи (1) (как и в стационарном случае) удовлетворяет принципу максимума. Легко про
верить, что если имеют место (36), то неравенства (34), (35) выполнены и АСВП безусловно устойчив (для 
любых X и К). 

4. Ч И С Л Е Н Н Ы Й А Н А Л И З И В Ы В О Д Ы 

Рассмотрим методы реализации разностных схем (18), которые применяются при решении 
нелинейных задач в [11], [20], [21], [23]. ; 

Метод 1 (линейно-неявная разностная схема (ЛРС)). Для схем второго порядка точности (18) 
ЛРС записывается в виде 

А(У)^ -=^ = D(Y)Yxx-£l(Y)Y+~F(Y). х 

Эту линейную систему алгебраических уравнений можно решить с использованием АСВП. 
Однако, как показано в [5], [6], иногда ЛРС является неустойчивой при любых шагах по времени 
т и по пространству h. 

Метод 2 (метод раздельных прогонок ( М Р П ) ) - „ Разностные схемы делятся на S групп. Каждая 
группа включает разностные уравнения, соответствующие одному из дифференциальных урав
нений системы (1), которые решаются итерационным методом Ньютона с последующими до
полнительными итерациями между группами. В нашем случае этот метод был бы эффектив
ным, если бы в уравнениях системы (1) участвовали не только локализованные в точке х = £ не
линейности вида R K ,к = 1, 2, ..., 5, но и глобальные нелинейности. 
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Таблица 1 

Т = 0.00005 7 = 0.001 Т = 0.1 

ratio ratio ratio 

20 5.0676 х 10"6 - 8.3255 х Ю - 5 - 1.2901 х tO"3 -
40 2.3309 х 10~6 2.17 2.7379 х Ю-5 3.04 3.2715 х Ю- 4 3.94 
80 9.7051 х 10-7 2.40 7.6631 х Ю- 6 3.57 8.2723 х 10~5 3.95 

160 3.1206 х10" 7 3.11 2.0361 х 106 3.76 2.0837 х 10"5 3.97 
320 8.4569 х 10"8 3.69 5.2240 х Ю- 7 3.89 .5.2354 х Ю- 6 3.99 
640 2.1574 х 10"8 3.92 1.3061 х 10-7 4.00 1.3088 х 10~6 4.00 

ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ том 40 № 5 2000 

Метод 3 (метод Ньютона с матричной прогонкой). Для решения чисто неявной схемы 

А(У)^~1 = D(Y)YXX-Q(Y)Y+~F(Y) т 

воспользуемся методом Ньютона. Введем в рассмотрение векторы ~ 
i+i / + 1 /+i 

5Z, = (bYu,.,.,8YSi), i = l,2,...,N-\, 

l+i l+\ I 

где / - номер итерации по Ньютону, bW = W - W , a W - любой из векторов Уъ Ys. Тогда 
линеаризованную систему можно записать в матричном виде: 

z+i /+i 
5 Z 0 = 0, bZN = 0, 

11+\ / / + 1 i i + i i 

А^^+В^ + С^^ = Fi9 i= 1,2, . . . , / - 1 , 7 + 2 , . . . , N - 1 , 

i i+i i i+\ 11+\ i i+\ i 
AIZI_ x + BJZJ + CjZI+l + DjZI + 2 = Fl9 

i i +1 i i+i i i+i i i+1 / 
+ BI+{Zj + CI+lZI+l + DjZI + 2 = FI+l. 

i l l i i . / 

Здесь А,-, 54-, Q , / = 1, 2, ..., W - 1, D / , I)/ + j - матрицы 5-го порядка, их легко написать, a , 
/ = 1, 2, Af- 1, суть 5-мерные векторы. Теперь, чтобы решить эту систему, можно воспользо-

/+i / + 1 
ваться АСВП. Для Z, и ZI+] получается система линейных алгебраических уравнений. Решая 
ее, потом можно найти остальные неизвестные по формулам (23), (29). 

Метод 4 (обратный методу 3) состоит в применении АСВП к (31) с последующим применени
ем метода Ньютона для приближенного нахождения неизвестных Yl9 YI+ f. 

Самым простым примером задачи (2), (3) является следующая скалярная задача. 
Пример 1. Пусть имеется задача 

ut = Duxx9 Х Е (0, 1), J C * 0<t<T9 

[и]^ = 0, D[ux\ = -cufc9t)9. 0<t<T9 

и(0 , 0 = u(l9t) = 0, 0<t<T. 
В случае D = l , c = l , 2 ; = l / 3 рассматривались два начальных условия: 

_ J s in (Ajc) / s in (^ ) , 0 <*"<£, 
° l W " [ s i n [ ? i ( l - x ) ] / s i n [ ^ ( l - ^ ) ] , £ < J C < 1 , ' 

где X - наименьшее положительное решение тригонометрического уравнения 1 = X[cot(k^) + 
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Таблица 2 

N 
7 = 0.00005 7 = 0.001 7 = 0.1 

N 
&N, 2560 ratio EN, 2560 ratio £ N , 2 5 6 0 ratio 

20 5.3980 х 10"3 
. - 5.9913 х 10"3 - 3.6567 x 10-3 

-

40 5.4817 х Ю-3 0.98 1.8812 х 10"3 3.18 9.5470 x lO- 4 3.83 
80 1.9863 х 10~3 2.76 4.4060 x 10"4 4.27 2.4440 x 10- 4 3.91 

160 5.0380 х 10-4 3.94 1.0630 x 10"4 4.14 6.1599 x 10' 5 3.97 
320 3.1310 х Ю- 4 1.61 2.5800 x 10"5 4.12 1.5477 xlO" 5 3.98 
640 3.2500 х 10"4 0.96 6.2880 x 10"6 4.10 3.8596 x 10' 6 4.01 

+ cot(A<l-$))], 

Ф 2 (х) = 
lOx, 0 < x < £ , 

- 5 x + 5, £ < x < l . 

Отметим, что Oi(x) выполняет все условия согласования порядка 0 , 1 , 2, а Ф2(х) - нет. В табл. 1 
дана ошибка 

Е„ = тах|м(х„ t^-y^x,, tt)\, 
i 

где u(x, t) - точное решение, u(x9 t) = Фх(х)е , a y^X;) - численное решение, когда число узлов 
по х р а в н о е . 

В табл. 2 дана ошибка 

£ - , 2 5 6 0 = Щ^\У2560(Х19^)-УЫ(Х19^)\9 

i 

когда в качестве начального условия берется функция Ф 2 , а за точное решение принимается чис
ленное решение при достаточно большом числе узлов по пространству, N = 2 5 6 0 . 

Результаты табл. 1 , 2 показывают, что неудовлетворение условиям согласования ведет к по
тери точности при малых Т. Скорость сходимости есть (ratio) 0(h2)9 что соответствует утвержде
нию теоремы 1 . 

Методы 3, 4 сравнивались на следующем примере. 
Пример 2 о Рассмотрим задачу ; ; ^ 

dux/dt = д2их/дх2-2и2 + 2их(их +и2)Ь(х)9 

du2/dt = 2д2и2/дх2 - их + и2(4и2 +4и{)Ь(х), 

1 + j c , - 1 < J C < 0 , 

1 - х , 0 < х < 1 , 
их{х, 0 ) = \.л

 7 ^ ̂  и2(х,0) - ^их(х,0).: 

1 
21 

Соответствующая стационарная задача имеет три решения: нулевое щ = и\ = 0 , 

И [ ( х ) 

? - ^ s h ( l + x ) , - 1 < х < 0 , 
3 s h 1 
2 c h l 

•sh 1 
sh( l - x ) , 0 < x < 1, 

u2(x) = 
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Схема п. 2.1 Схема п. 2.2 

ratio ratio 

63 
187 
255 
511 

1023 

3.7827 х 10"2 

1.8425 х 10"2 

9.0946 х 10"3 

4.5183 xlO" 3 

2.2520 х 10"3 

1.1242 х 10~3 

2.05 
2.03 
2.01 
2.01 
2.00 

2.4152 x 10"3 

6.1458 x 10~4 

1.5497 x 10"4 

3.8908 x 10~5 

9.7475 x lOr6 

2.4394 x 10"6 

3.93 
3.96 
3.98 
3.99 
4.00 

cosl 

sin 1 

cosl 

sin 1 

sin(l + x ) , - 1 < J C < 0 , 

s i n ( l - j c ) , 0 < J C < 1 , 
u{(x). 

Результаты экспериментов для решения их (х) приведены в табл. 3. Из них видно, что ско
рость сходимости при использовании схемы п. 1 разд. 2 есть 0(h), а при использовании схемы п. 2 
есть 0(h2). Подобные результаты получены как для других стационарных решений, так и для не
стационарного решения. 

Разностные системы уравнений (4)-(7) и (16), (17) решались методами 3,4. Число итераций за
висит как от выбора начального приближения, так и от метода. За начальное приближение для 

метода Ньютона в точках хь xI+ х были взяты у, (xt) = кщ (xt), I - 1, 2, т = 0, 1, 2, i = I,I + 1, где щ -
одно из точных решений, а к - коэффициент. При т = 1, 2 и к > 0.5 численное решение сходится 
к соответствующему точному решению, а при к < 0.5 сходится к нулевому и} ,1=1,2. При к = 0.9 
в методе 3 для решения нелинейных уравнений проводятся в среднем 13 итераций, а в методе 4 
проводятся 8 итераций. Во втором случае время в два раза меньше. Отметим еще, что хотя усло
вия устойчивости и корректности (34), (35) АСВП для данного примера 2 не выполнены, но ал
горитм работал корректно. 
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