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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
Tom ���� ���� g	

A� L� Smirnov

PRAVILO LE�BNICA V
ALGEBRAIQESKO� K�TEORII

Vvedenie

V preprinte Panina i avtora ��� vvedeny aksiomy dl� teori�
kogomologi� algebraiqeskih mnogoobrazi�� analogiqnye aksio�
mam Stinroda	
�lenberga dl� topologiqeskih teori� �razume�
ets�� bez normalizacii kogomologi� toqki�� i sootvetstvu
wie
aksiomy dl� kol�cevyh teori�� Pri proverke togo� qto alge�
braiqeska� K�teori� udovletvor�et �tim aksiomam� vy�vilos�
sledu
wee obsto�tel�stvo� v izvestnyh istoqnikah ne udalos�
obnaru�it� dokazatel�stva pravila Le�bnica �sm� ������� opi�
syva
wego vzaimode�stvie umno�eni� s differencialom� Cel�
�to� stat�i sostoit v tom� qtoby privesti dokazatel�stvo �togo
pravila�

Differencial K�U � � K�X�U �� kak i otnositel�na� K�
gruppa K�X�U �� vvedeny Tomasonom i Trobo ���� Odnako pri�
vedennye v ��� svedeni� ne pozvolili avtoru odnoznaqno identi�
ficirovat� differencial� i prixlos� vypisat� ego �vnoe opre�
delenie� Bolee togo� poskol�ku proverka pravila Le�bnica tre�
buet akkuratno� raboty s umno�eni�mi� bylo rexeno �ispol��
zu� simmetriqeskie spektry� kak bolee prisposoblennye dl� re�
xeni� mul�tiplikativnyh problem� zanovo pereopredelit� K�
teori
 i sravnit� rezul�tat s teorie� iz ���� Osnovno� rezul��
tat stat�i� vkl
qa
wi� kak rezul�tat sravneni�� tak i pravilo
Le�bnica� sformulirovan v teoreme ������

Plan proverki pravila Le�bnica sostoit v tom� qtoby este�
stvennym obrazom opredelit� differencial v terminah podho�
d�we� monoidal�no� struktury� Pri uslovii� qto i umno�eni�
estestvenno opredeleny v teh �e terminah� svo�stva ih vzaimo�
de�stvi� s differencialom ne dol�ny vyzyvat� trudnoste��

Dl� osuwestvleni� �togo plana pre�de vsego sleduet vybrat�

Rabota vypolnena pri podder
ke RFFI �grant ��������
��a�	

���
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kategori
� kotora�� pomimo udobnyh gomotopiqeskih sredstv�
obladala by i sootvetstvu
wimi mul�tiplikativnymi svo��
stvami� V kaqestve takovo� vybrana gomotopiqeska� kategori�
model�no� kategorii simmetriqeskih spektrov punktirovanyh
simplicial�nyh mno�estv�

Sledu
wi� xag sostoit v postroenii K�funktora so znaqeni�
�mi v vybranno� gomotopiqesko� kategorii� opisanii umno�e�
ni� na nem i opisanii differenciala v terminah monoidal��
no� struktury� Simmetriqeski� spektr K�teorii i sootvet�
stvu
wee umno�enie opisany v stat�e Ge�ssera i Hessel�hol��
ta ���� gde� odnako� vmesto simplicial�nyh mno�estv rassma�
triva
ts� kompaktno�poro�dennye prostranstva� Differenci�
al voznikaet iz oto�destvleni� spektra K�U � s konusom mor�
fizma K�X�U �� K�X� i estestvennogo differenciala iz �togo
konusa v nadstro�ku �K�X�U � �vozmo�nost� takogo oto�destvle�
ni� 	 soder�atel�ny� fakt� dokazanny� v ����� Pri �tom konus i
nadstro�ka opredeleny v terminah pravogo de�stvi� gomotopi�
qesko� kategorii simplicial�nyh mno�estv na gomotopiqesko�
kategorii simplicial�nyh simmetriqeskih spektrov�

Zakl
qitel�ny� xag proverki svo�stv K�teorii opiraets�
na formalizm monoidal�nyh model�nyh kategori�� predstavlen�
ny� v knige Hovi ���� i ne soder�it osobyh trudnoste�� Dl�
primeneni� �togo formalizma� odnako� sleduet oto�destvit�
gomotopiqeskie gruppy simmetriqeskih spektrov K�teorii s
Hom�ami v gomotopiqesko� kategorii i ustanovit� neobhodimye
monoidal�nye i model�nye svo�stva ispol�zuemyh kategori� i
funktorov� Oto�destvlenie opiraets� na soder�atel�ny� fakt�
a imenno na to� qto konstrukci� Val�dhauzena privodit poqti k
��spektru �sm� ������� Neobhodimye model�nye i monoidal�nye
svo�stva v osnovnom ustanovleny v preprinte Hovi� Xipli i
Smita ���� hot� prixlos� utoqnit� r�d formulirovok i prove�
rit� nekotorye utver�deni��

Avtor blagodarit I� Panina za poleznye obsu�deni� i M�
Hovi za predostavlennye svedeni� o model�nyh kategori�h�

��Predvaritel�nye svedeni�

Zdes� napomina
ts� aksiomy dl� teorii kogomologi� alge�
braiqeskih mnogoobrazi� i kol�cevo� teorii kogomologi�� per�
viqnye versii kotoryh predstavleny v ����
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���� Osnovnye kategorii�
Termin �mnogoobrazie� ispol�zuets� dl� proizvol�nogo� v

tom qisle i osobogo� kvaziproektivnogo mnogoobrazi� nad fik�
sirovannym polem k�

Kategori� gladkih kvaziproektivnyh mnogoobrazi� oboznaqe�
na Sm� strelki Sm� kak pravilo� nazyva
ts� otobra�eni�mi�
Kategori� gladkih otkrytyh par oboznaqaets� SmOp� Ob�ekty
SmOp 	 �to pary �X�U �� gde X 	 gladkoe mnogoobrazie� a U ot�
kryto v X� Morfizmom �X�U � � �Y� V � nazyvaets� otobra�enie
f � X � Y � dl� kotorogo f�U � � V � Sqitaem� qto Sm � SmOp�
oto�destvl�� X s �X� ���

Dl� pary P � SmOp pust� XP i UP ee pervy� i vtoro� �le�
ment� a

jP � UP �� XP i iP � �XP � �� �� �XP � UP � ���

estestvennye vlo�eni��
Na kategorii SmOp imeets� simmetriqeska� monoidal�na�

struktura� P�Q � �X�Y�X�V �U�Y � dl� P � �X�U �� Q � �Y� V ��
ee edinice� �vl�ets� pt � Spec�k�� a izomorfizmom perestanovki
	 t � �x� y�� �y� x��

Kategori� abelevyh grupp oboznaqena Ab� ee strelki nazyva�

ts� operatorami�

���� Teorii kogomologi��
Privodimye ni�e aksiomy dl� teorii kogomologi� algebrai�

qeskih mnogoobrazi� analogiqny aksiomam Stinroda	Ua�theda
dl� topologiqeskih teori�� Edinstvenna� aksioma� netrivi�
al�no perenos�wa�s� v algebraiqesku
 geometri
� �to aksio�
ma vyrezani�� Neobhodima� dl� uspexno� gomotopiqesko� teo�
rii �gibkost�� algebraiqeskih mnogoobrazi� obespeqena imen�
no �to� aksiomo� i osobenno tem� qto ispol�zuets� �tal�noe vy�
rezanie� a ne� k primeru� vyrezanie po Zarisskomu�

������ Opredelenie� Teori� kogomologi� sostoit iz kontrava�
riantnogo funktora A � SmOp � Ab i morfizma funktorov �dif�
ferenciala� �P � A�UP � � A�P �� dl� kotoryh vypolneny ni�epe�
reqislennye svo�stva	

� Lokalizaci�
 posledovatel�nost�
jAP� A�UP �

�P� A�P �
i
A
P�

A�XP �
jAP� toqna �zdes� ispol�zovany oboznaqeni� iz ���� a re�
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zul�tat primeneni� funktora A oboznaqen s pomow�� verh�
nego indeksa�	

� Vyrezanie
 operator A�X�U � � A� eX� eU�� inducirovanny�

morfizmom e � � eX� eU �� �X�U �� �vl�ets� izomorfizmom� esli

e � eX � X 
talen vo vseh toqkah eZ � eX � eU i induciruet
izomorfizm eZ i Z � X � U 	

� Gomotopiqeska� invariantnost�
 operator A�X� � A�X �
A
��� inducirovanny� proekcie� X � A� � X� �vl�ets� izo�

morfizmom	

Predpolagaets�� qto A �vl�ets�Z�graduirovannym funktorom�
a �P � graduirovanny� operator stepeni ����	 Gruppa A�X�U � mo�
�et oboznaqat�s� AZ�X�� gde Z � X � U � i nazyvat�s� kogomolo�
gi�mi X s nositel�mi v Z	

������ K�teori�� Algebraiqeska� K�teori� ukladyvaets� v op�
redelenie ������ dl� pary P � �X�U � rassmotrim spektr K�P � �
Knaive�X on ZP � ��� ��� i ������� gde Z � X�U � i polo�im An�P � �
��nK�P �� Morfizm K�f� opredelen s pomow�
 funktora f� ���
���� i �������� Otmetim� qto spektr K�P � �vl�ets� �����sv�znym�
to est� �nK�P � � 	 dl� n � 	 ��� ������� Tem samym� An�P � � 	
dl� n � 	�

Krome togo� dl� n 	 	 gruppa An�X� kanoniqeski izomorfna

��� ����� gruppe Kvillena KQ
�n�X�� qto� v qastnosti� pokazyva�

et gomotopiqesku
 invariantnost� A dl� gladkih X� Vyreza�
nie vytekaet iz ��� ������ Qto kasaets� differenciala� to ego
vybor �vno ne zafiksirovan v ���� hot� suwestvovanie �� dl� ko�
torogo verna lokalizaci�� vytekaet iz ��� ���� i �pimorfnosti
���r�� � K��X� � K��U � dl� gladkih X ���  ���� Differencial
fiksiruets� v ����� i ����

V dal�ne�xem budet ispol�zovana sledu
wa� terminologi��

����	� Opredelenie� Izomorfizm iz teorii kogomologi� A v te�
ori� kogomologi� B � 
to izomorfizm graduirovannyh funktorov
A� B� perestanovoqny� s differencialom	

��	� Kol
cevye teorii�
Vvodimye ni�e kol�cevye teorii kogomologi� sledovalo by

nazyvat� kommutativnymi kol�cevymi teori�mi� Rassmotre�
nie tol�ko kommutativnogo sluqa� vyzvano �elaniem uprostit�
tekst�
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��	��� Opredelenie� Teori� kogomologi� A nazyvaets� kol�ce�
vo�� esli zadan morfizm graduirovannyh funktorov �umno�enie�
A�P � 
 A�Q� � A�P � Q� �a 
 b �� a � b�� a ka�doe mnogoobrazie
X snab�eno 
lementom �edinice�� �X � A��X�� funktorial�no
zavis�wim ot X� tak� qto verno sledu�wee


�� ne�tral�nost� edinicy
 a� �Y � pA� a� �X � b � pA� b dl� l�byh
�X�U �� �Y� V �� a � A�X�U �� b � A�Y� V �� gde p� i p� � proekcii
X � Y na X i Y �

�� associativnost�
 �a�b��c � a��b�c� dl� a � A�P �� b � A�Q��
c � A�R��

�� kommutativnost�
 tA�a � b� � ����mnb � a dl� l�byh a �
An�P �� b � Am�Q�� gde t � Q � P � P � Q � izomorfizm pe�
restanovki�

�� pravilo Le�bnica
 �X�Q�a � y� � ����na � �Qy� �P�Y �x � b� �
�Px�b dl� l�byh P � �X�U �� Q � �Y� V �� a � An�X�� x � A�U ��
b � A�Y �� y � A�V �	

��	��� Vnexnee i vnutrennee umno�enie� Naliqie umno�eni�
a � b ravnosil�no naliqi
 vnutrennego umno�eni� A�X�U � 

A�X�V �� A�X�U �V �� zadannogo formulo� a
b �� ab � 
A�a�b��
gde 
 � X � X �X diagonal�� Pri �tom svo�stva a� b perepisy�
va
ts� oqevidnym obrazom v sootvetstvu
wie svo�stva umno�
�eni� ab� ��� a�X � a � �Xa dl� a � A�X�U �� ��� �ab�c � a�bc� dl�
l
byh a � A�X�U �� b � A�X�V �� c � A�X�W �� ��� ��ax� � ����na�x�
��xa� � ��x�a dl� l
byh �X�U �� a � An�X�� x � A�X�U �� Vnutren�
nee umno�enie s �timi svo�stvami opredel�et ��umno�enie po
formule a � b � pA� �a�p

A
� �b�� gde p� i p� 	 proekcii X � Y na X i

Y �

��	�	� K�teori�� 
tot primer prodol�aet primer ������ Vnu�
trennee umno�enie ukazano v ��� �������� Krome togo� soglasno
��� ����� K�X� �vl�ets� �gomotopiqeskim� kol�cevym spektrom�
priqem ��� ����� ukazannye umno�eni� �associativny s toqno�
st�
 do soglasovannyh gomotopi�� ��� ������ qto vleqet associ�
ativnost� K�teorii�

Dl� polnogo opisani� teorii ostalos� ukazat� edinicy� a
tak�e proverit� kommutativnost� umno�eni� i soglasovannost�
� i umno�eni�� 
to sdelano v razdele ��

V dal�ne�xem budet ispol�zovana sledu
wa� terminologi��
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��	��� Opredelenie� Izomorfizm iz kol�cevo� teorii kogomolo�
gi� A v kol�cevu� teori� B � 
to izomorfizm iz teorii kogo�
mologi� A v teori� B �sm	 ������� perevod�wi� proizvedenie v
proizvedenie i edinicu v edinicu	

�� Svo�stva K�teorii

Po priqine� po�snenno� vo vvedenii� teori� iz primerov �����
i ����� ni�e oboznaqaets� KTT � Zdes� poluqen osnovno� rezul��
tat stat�i �sm� ������� KTT �teori� �vl�ets� kol�cevo� v smysle
������ i� v qastnosti� dl� nee vypoln�ets� pravilo Le�bnica�

Osnovnye de�stvi� proishod�t v kategorii HSp� t�e� v gomo�
topiqesko� kategorii simmetriqeskih spektrov� postroenno� po
kategorii punktirovannyh simplicial�nyh mno�estv �sm� �����
Na HSp zadana struktura triangulirovanno� kategorii �sm�
������ s funktorom sdviga ��

���� Formulirovka rezul
tata�
Osnovno� rezul�tat stat�i predstavlen sledu
we� teoremo��

������ Teorema� S parami P�Q � SmOp i gladkim mnogoobrazi�
em X sv�zany sledu�wie dannye
 gruppy Kn�P � �sm	 ������� funk�
torial�no zavis�wie ot P � operatory �lP � Kn�UP � � Kn���P �
�sm	 ������� umno�enie Kr�P � � Ks�Q� � Kr�s�P � Q� i 
lement
�X � K��X� �sm	 ��
���	 Utver�daets�� qto 
ti dannye predsta�
vl��t sobo� kol�cevu� teori� kogomologi�	

Tak�e ime�ts� sledu�wie dannye
 gruppy KTT
n �P � �sm	 �������

funktorial�no zavis�wie ot P � operatory �P � KTT
n �U � �

KTT
n���P �� umno�enie KTT

r �P ��KTT
s �Q�� KTT

r�s�P �Q� i 
lement

�X � KTT
� �X�	 Vse 
ti dannye� krome �X i �P � predstavleny v

primerah ����� i ��
�
	 Operator �P � KTT
n �UP � � KTT

n���P � oprede�

len kak 	 
 �lP 
 	��� gde izomorfizm 	 opredelen v ���	 �lement
�X opredelen kak 	�obraz �X � K��X�	 Utver�daets�� qto 
ti
dannye predstavl��t sobo� kol�cevu� teori� kogomologi�	

Krome togo� utver�daets�� qto kol�ceva� teori� kogomologi�
K izomorfna kol�cevo� teorii kogomologi� KTT s pomow�� izo�
morfizma 		

Dokazatel�stvo �to� teoremy rassredotoqeno po raznym raz�
delam� utver�denie pro K�teori
 provereno v ����� i ������
utver�denie pro KTT �teori
 poluqaets� iz faktov� upom�nutyh
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v primerah ����� i ������ i dokazannyh v ��� i ������ utver�denie
ob izomorfizme provereno v ����

���� Opredelenie K�teorii�
Zdes� zanovo pereopredel�ets� K�teori� i dl� vnov� postro�

enno� versii prover�
ts� vse svo�stva teorii kogomologi�
�sm� �������

������ Gomotopiqeskie dannye dl� K�teorii� 
ti dannye so�
sto�t iz kontravariantnogo funktora K � SmOp � HSp i mor�
fizma funktorov �P � K�UP �� �K�P � so sledu
wimi svo�stva�
mi�

�� lokalizaci�� treugol�nik K�P �
K�iP �
� K�XP �

K�jP �
� K�UP �

�P�
�K�P � vydelen v triagulirovanno� kategorii HSp�

�� vyrezanie� strelka K�X�U � � K� eX� eU �� inducirovanna�
otobra�eniem e iz svo�stva vyrezani� opredeleni� �����
�vl�ets� izomorfizmom�

�� gomotopiqeska� invariantnost�� strelka K�X� � K�X �
A
��� inducirovanna� proekcie� X �A� � X� �vl�ets� izo�

morfizmom �X mnogoobrazie��

Takie dannye postroeny ni�e v ����� i ������ Pri �tom svo��
stvo lokalizacii provereno v ������ a svo�stva vyrezani� i
gomotopiqesko� invariantnosti vyteka
t iz sravneni� KTT �
teorii i K�teorii �sm� ���� i sootvetstvu
wih svo�stv KTT �
teorii �sm� �������

������ Postroenie K�teorii� Po dannym iz ����� poluqaem te�
ori
 kogomologi��

Kn�P � � Hom��nS�K�P ��� ���

Zdes� S 	 sferiqeski� simmetriqeski� spektr� a dl� n � 	 funk�
tor �n sleduet ponimat� kak ��n� gde � 	 funktor petel� v HSp
�sm� ������� Pri �tom dl� postroeni� �P � Kn�UP � � Kn���P �
ispol�zuets� oto�destvlenie

Hom��n��S�K�P ��
�
� Hom��nS��K�P ��� f � �f� ���

�vl�
wees� izomorfizmom v silu obratimosti funktora �
�sm� �������
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����	� Funktor K � SmOp� HSp� Na ob�ektah K�funktor opre�
delen ravenstvom

K�P � � K�Pc�P ��� ���

gde K�Pc�P �� 	 simmetriqeski� spektr K�teorii �sm� ������ dl�
kategorii Val�dhauzena Pc�P �� 
ta kategori� sostoit iz ogra�
niqennyh kompleksov koneqnomernyh vektornyh rassloeni� na
XP � acikliqnyh na UP � a struktura Val�dhauzena takova� koras�
sloenie 	 �to poqlenno raswepimy� monomorfizm� �kvivalent�
nost� 	 �to kvaziizomorfizm� Kategori� Pc�P � vvedena v ���� gde
ograniqennye kompleksy koneqnomernyh vektornyh rassloeni�
nazyva
ts� strogo soverxennymi kompleksami�

Dl� opredeleni� K�funktora na strelke f � P � Q ispol�zu�
ets� funktor obratnogo obraza f� � Pc�Q�� Pc�P �� Buduqi toq�
nym funktorom kategori� Val�dhauzena �kompleksy sosto�t iz
lokal�no svobodnyh O�module� !�� f� induciruet HSp�morfizm
simmetriqeskih spektrov K�f� � K�Q� � K�P �� Otmetim� qto�
hot� K�P � i K�f� opredeleny v �dogomotopiqesko�� kategorii
spektrov Sp �sm� ����� oni ne predstavl�
t sobo� funktor v �tu
kategori
� a stanov�ts� funktorom� tol�ko buduqi rassmotren�

nymi v HSp� 
to sv�zano s tem� qto dl� otobra�eni� P
f
� Q

g
� R

funktory �gf�� i f�g� izomorfny� no� voobwe govor�� ne rav�
ny� i� tem samym� kompozici� inducirovannyh Sp�morfizmov ne
sovpadaet s morfizmom� inducirovannym kompozicie�� Dl� pro�
verki ravenstva K�gf� � K�f�
K�g� v gomotopiqesko� kategorii
dostatoqno po izomorfizmu �gf�� � f�g� postroit� gomotopi

hw �sm� ������ me�du K�gf� i K�f� 
K�g� i vospol�zovat�s� tem�
qto gomotopnye morfizmy model�no� kategorii da
t odin i tot
�e morfizm gomotopiqesko� kategorii ��� ������ �iii���

������ Postroenie differenciala� Rassmotrim paru P �
�X�U � i otobra�eni� j � jP i i � iP �sm� ����� Dl� postroeni�
differenciala �P v posledovatel�nosti

K�P �
K�i�
� K�X�

K�j�
� K�U �

�P� �K�P � ���

dopolnim �sm� ������ strelku K�i� do vydelennogo treugol�nika
v HSp

K�P �
K�i�
� K�X�

b
� ConeK�i�

�
� �K�P � ���
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i opredelim �P s pomow�
 diagrammy

K�X�
b

����� ConeK�i�
�

����� �K�P �

�

��y
��y� �P � � 
 
��

K�X�
K�j�
����� K�U ��

���

gde ostalos� ukazat� 
 i proverit� ego obratimost�� Uqi�
tyva� �sm� ������� qto konus ConeK�i� 	 kopredel diagrammy

K�P � 
L 
����
��� K�P �

K�i�
� K�X�� opredelim 
 soglasovannymi

morfizmami iz ee koncov� K�j� � K�X�� K�U � i

h � K�P �
L 
����� K�U �� � �

Zdes� h 	 �to v suwnosti nul��gomotopi� dl� �ji��� a toqnee� h

	 skvozno� morfizm posledovatel�nosti K�P �
L
����
q
� K�P �



����
hw��f�
� K�U �� gde f � 	 � �ji�� 	 edinstvenny� morfizm �tih

funktorov� de�stvu
wih iz Pc�P � v Pc�U �� Morfizm f �vl��
ets� slabo� �kvivalentnost�
� i hw��f� 	 ego nul��gomotopi�
�sm� ������� Strelka q 	 �to morfizm sravneni� 
L� i 
� proiz�
vedeni� iz ������

Obratimost� 
 �vl�ets� soder�atel�nym faktom� po suwe�
stvu dokazannym v ������ i ����� Dl� postroeni� 
�� ispol�zuet�
s� kodekartovost� kvadrata

K�P �
K�i�
����� K�X�

��y
��yK�j�

� ����� K�U �

i soglasovannye morfizmy b � K�X� � ConeK�i� i � � ConeK�i�
iz ego uglov� Dl� proverki kodekartovosti primenimy rassu�
�deni� iz ��� ��� i ���� s uqetom �pimorfnosti K��X� � K��U �
dl� gladkih X� Pri �tom vmesto teoremy ��� �� �� ispol�zu
we�
ne opredelennoe v ��� pon�tie korassloenno� posledovatel�no�
sti� luqxe ispol�zovat� neposredstvenno teoremu ��� �������

Nakonec� otmetim kommutativnost� diagrammy ���� ona vy�
tekaet iz opredeleni� 
 na K�X��qasti ConeK�i�� Tem samym
treugol�nik ��� vydelen� buduqi izomorfnym treugol�niku ����

to dokazyvaet svo�stvo lokalizacii iz ������



PRAVILO LE�BNICA V ALGEBRAIQESKO� K�TEORII ��


��	� Umno�enie v K�teorii�
Kak i samu K�teori
� umno�eni� udobno stroit� na urov�

ne gomotopiqesko� kategorii spektrov� Neobhodimye dl� �togo
dannye opisany v ����� i pred��vleny v ������ Umno�eni� nepo�
sredstvenno v K�gruppah ukazany v ������

��	��� Gomotopiqeskie dannye dl� umno�eni�� Umno�enie v
K�teorii udobno predstavit� s pomow�
 tro�ki �K�m���� vkl
�
qa
we�� pomimo kofunktora K � SmOp�HSp� morfizm bifunk�
torov

m � K�P �
L K�Q�� K�P � Q� ���

i strelku � � S � K�pt�� gde S 	 sferiqeski� spektr �sm� �������
a 
L 	 umno�enie na HSp �sm� ������� Pri �tom dannye �K�m���
dol�ny udovletvor�t� svo�stvam soglasovannosti struktury
monoidal�nogo funktora ��� ������� za iskl
qeniem togo� qto ne
trebuets� obratimosti m i �� Toqnee govor�� dol�ny byt� kom�
mutativny tri diagrammy� odna iz nih sravnivaet dva perehoda
ot K�P �
LK�Q�
LK�R� k K�P �Q�R�� vtora� sravnivaet dva
perehoda ot S 
L K�P � k K�P �� tret�� sravnivaet dva perehoda
ot K�P �
L S k K�P ��

Umno�enie m kommutativno� esli vypolneno svo�stvo simme�
triqesko� monoidal�nosti ���� kofunktora K� m 
 t � K�t� 
m�
gde levoe t 	 perestanovka simmetriqesko� struktury HSp� a
pravoe t 	 perestanovka v SmOp�

��	��� Umno�enie v K�gruppah� Predpolaga�� qto dannye
�K�m��� iz ����� u�e postroeny� poluqaem edinicu �X � p��� 

idS� � K��X�� gde p 	 proekci� X � pt� i umno�enie

Kr�P ��Ks�Q�� Kr�s�P �Q��

ispol�zu� opredelenie ��� i monoidal�ny� formalizm� Toqnee
govor�� pust� a � �rS � K�P � 	 �lement Kr�P � i b � �sS � K�Q� 	
�lement Ks�Q�� Proizvedenie a� b opredel�ets� kak kompozici�

�r�sS � �rS 
L �sS
a�Lb
� K�P �
L K�Q�

m
� K�P � Q��

gde leva� strelka ukazana v ������
Ne�tral�nost� �X i associativnost� ��umno�eni� vyteka
t

iz ukazannyh v ����� svo�stv tro�ki �K�m���� a kommutativnost�
m vleqet sootnoxenie a�b � �rsb�a� gde � 	 avtomorfizm to�de�
stvennogo funktora HSp� voznika
wi�� vsledstvie obratimosti
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��S�� iz perestanovki t � X 
L Y � Y 
L X dl� X � Y � ��S��
Izvestno� qto � � ���

��	�	� Postroenie umno�eni� K�spektrov� Dannye � i m po
suwestvu opisany v ��� ����� vse konstrukcii ottuda bez tru�
da perenos�ts� v simplicial�nu
 oblast� zameno� geometriqe�
sko� realizacii na diagonal�ny� funktor �sm� ������� Tem sa�
mym ime
ts� Sp�morfizmy � � S � K�pt� i 
 � K�P � 
 K�Q� �
K�P � Q�� gde 
 inducirovano toqnym po ka�domu argumentu
bifunktorom Ps�P � � Ps�Q� � Ps�P � Q�� perevod�wim �E�F � v
E 
 F �tenzornoe proizvedenie obratnyh obrazov�� Dl� dannyh
�K�
� �� v kategorii Sp vse svo�stva umno�eni� �vkl
qa� kommu�
tativnost�� iz ����� verny s toqnost�
 do gomotopii� qto mo�no
uvidet� s pomow�
 izomorfizmov sootvetstvu
wih funktorov
i gomotopi� iz ����

Pere�dem k gomotopiqesko� kategorii i opredelim m kompo�
zicie�

m � K�P �
L K�Q�
q
� K�P � 
K�Q�

�
� K�P � Q�� ����

gde q opredeleno v ������ Dannye �K�m��� predstavl�
t sobo�
kommutativnoe umno�enie v smysle ������

���� Vzaimode�stvie differenciala i umno�eni��
Pust� P � �X�U � � SmOp� a Y � Sm� Pravilo Le�bnica

�sm� ������ sleduet �sm� ������ iz kommutativnosti diagrammy

K�Y �
L K�U �
��L�P����� K�Y �
L K�P � 
L S��

m

��y
��ym�L�

K�Y � U �
�Y�P
����� K�Y � P �
L S��

����

gde gorizontal�nye strelki ispol�zu
t ravenstvo �A � A
L S�

�sm� ������� Po opredeleni
 differenciala ��� �to svodits� k
kommutativnosti diagrammy

K�Y ��L K�U�
��L�P
������ K�Y ��L ConeK�iP �

��LbP
������ K�Y ��L K�P ��L S�

�
�
y

�
�
y�

�
�
y

K�Y � U�
�

������ ConeK�iY�P �
bY�P
������ K�Y � P ��L S��

����
gde bP i bY�P 	 �to morfizm b iz ��� dl� par P i Y � P � a
strelka � ukazana ni�e�
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������ Postroenie �� Pol�zu�s� ������ oto�destvim K�Y � 
L

ConeK�iP � s konusom Cone�K�Y �
L iP � i opredelim � morfizmom
diagrammy kopredela� opredel�
wego �tot konus� v diagrammu�
opredel�
wu
 konus ConeK�iY�P �� 
tot morfizm poluqaets�
primeneniem umno�eni� m v ka�do� verxine�

������ Kommutativnost
 levogo kvadrata iz 
���� Kommutativ�
nost� na �osnovanii� konusa Cone�K�Y �
L iP � svodits� �po opre�
deleni
 �� k funktorial�nosti umno�eni� m� Kommutativnost�
na �konusno�� qasti� to est� na K�Y �
LK�P �
L
����� svodits�
�po opredeleni
 
 i �� k estestvennosti vzaimode�stvi� nul��
gomotopii i umno�eni�� t�e� k kommutativnosti kvadrata

K�Y �
L K�U �
h�L�
����� K�Y � 
L K�P �
L 
�����

m

��y
��ym�L�

K�Y � U �
h

����� K�Y � P �
L 
�����

����

gde h 	 gomotopi� iz � �� Kommutativnost� �togo kvadrata svo�
dim� ispol�zu� slabu
 monoidal�nost� funktora lokalizacii
�sm� ������� k kommutativnosti kvadrata ���� v gomotopiqesko�
kategorii� Vot neobhodimye dl� postroeni� ���� dannye� A �

Ps�Y �� C � Ps�P �� D � Ps�U �� eC � Ps�Y � P �� eD � Ps�Y � U ��


 � 
� F� � 	� eF� � 	� F� � j�i�� eF� � �Y � j���Y � j��� f � 	� ef � 	�

� � 	� 
� � A
 �j�i�C�� j�Y i

�
Y �A
C� 	 izomorfizm zameny bazy�

����	� Kommutativnost
 pravogo kvadrata iz 
���� Na �konus�
no�� qasti konusa Cone�K�Y �
L iP �� t�e� na K�Y �
LK�P �
L
�����
kommutativnost� sleduet iz funktorial�nosti 
L� primenenno�
k umno�eni
 m i proekcii 
����� S��

Na �osnovanii� Cone�K�Y � 
L iP �� to est� na K�Y � 
L K�X��
kommutativnost� oqevidna �obe kompozicii ravny nul
 za sqet
gorizontal�nyh strelok��

������ Vyvod pravila Le�bnica iz kommutativnosti 
����
Pora ukazat�� qto differencial �P iz ����� �vl�ets� pravym
differencialom� 
to oznaqaet� qto

�Y�P �a � u� � a � �Pu ����

dl� l
byh a � K�Y �� u � K�U �� De�stvitel�no� v silu Z�
graduirovannosti mo�no sqitat� a i u odnorodnymi� a �
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Hom��rS�K�Y ��� u � Hom��sS�K�U ��� Rassmatriva� kompozici

�sm� opredelenie umno�eni� ������ morfizma �r�sS � �rS 
L

�sS
a�Lu
� K�Y �
LK�U � s dvum� obhodami diagrammy ����� polu�

qaem v toqnosti sootnoxenie �����
Opredelim� nakonec� tot differencial� dl� kotorogo vypol�

n�ets� pravilo Le�bnica iz ����� �levy� differencial�� polo�
�iv

�lP �u� � ����s�P �u�� u � Ks�U �� ����

Iz ���� poluqaem

�lY�P �a � u� � ����ra � �lPu� ����

gde r 	 graduirovka a� Vospol�zovavxis� kommutativnost�

umno�eni� �sm� ������� poluqim ots
da

�lP�Y �u � a� � �lPu � a� ����

Po�snim priqiny vvedeni� iskomogo �levogo� differenciala
s pomow�
 pravogo� v ��� horoxo opisano pravoe de�stvie S� na
Sp i nadstro�ka opredelena v ego terminah� Dl� pr�mogo opre�
deleni� levogo differenciala mo�no vypisat� analogiqnye le�
vye struktury� qto razumno dl� sluqa� nekommutativnogo umno�
�eni�� Odnako K�umno�enie kommutativno� i avtor predpoqel
vospol�zovat�s� �tim�

���� Sravnenie s teorie� Tomasona�Trobo�
V ��� ne ukazano� kaka� iz mnogoqislennyh �i bolee ili menee

�kvivalentnyh� versi� pon�ti� spektra imeets� v vidu� Budem
sqitat�� qto KTT �P � � KN

t �Pc�P ��� gde kategori� Pc�P � so struk�
turo� Val�dhauzena opisana v ������ a spektr KN

t �C� kategorii
Val�dhauzena C opisan v ������

Uka�em izomorfizm funktorov

	 � Kn�P �� KTT
n �P �� �� �

soglasovanny� s umno�eniem� 
to pozvolit �vno opredelit� � v
primere ����� i edinicy �X � KTT �X� v primere ������

Pr�mo iz opredeleni� vidno� qto funktor zabyvani� sim�
metriqesko� struktury Sp � SpNperevodit simmetriqeski�
spektr K�P � v nesimmetriqeski� spektr KN �Pc�P �� �������� Tem
samym �nK�P � � �nK

N �Pc�P ��� tak kak obe gruppy opredeleny
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kak kopredel pokomponentnyh gomotopiqeskih grupp ��� �������
a �nK�P � � Hom��nS�K�P �� �zdes� rassmatriva
ts� morfiz�
my kategorii HSp� �sm� ������� Uqityva� oto�destvlenie gomo�
topiqeskih grupp simplicial�nogo i topologiqeskogo spektrov
�nK

N �Pc�P �� � �nK
N
t �Pc�P �� �������� poluqaem izomorfizm 	�

Umno�enie v ��� ����� ukazano ne s bol�xe� stepen�
 oprede�
lennosti� qem kategori� spektrov� Tem ne menee ime
wa�s� pri
vvedenii umno�eni� ssylka na ��� ni�e ������� privela k predpo�
lo�eni
� qto na K��teorii umno�enie zadano sledu
wim obra�
zom�

Soglasno ��� ���� prostranstvo jN�wSn� Cj gomotopiqeski �kvi�
valentno prostranstvu petel� ot jN�wSn��� Cj pri n � �� Tem
samym otobra�enie iz induktivno� sistemy� opredel�
we�
K�
r �P ��

�r�n�jN�wS
n
� Cj�� K�

r �P �� C � Pc�P � ����

�vl�ets� izomorfizmom pri n � �� Po�tomu dl� opredeleni�
umno�eni� na K��gruppah dostatoqno dl� D � Pc�Q� i E �
Pc�P � Q� opredelit� sparivanie

�r���jN�wS�Cj�� �s���jN�wS�Dj�� �r�s���jN�wS
�
� Ej�� ����

Bitoqny� funktor C � D � E ������� induciruet ��� ���� spa�
rivanie

jN�wS�Cj 
 jN�wS�Dj � jN�wS
�
� Ej� ����

kotoroe i opredel�et umno�enie �����
Imenno s �tim umno�eniem i sravnivaets� umno�enie iz

������ Utver�daets�� qto dl� a � Kr�P � i b � Ks�Q� proizvedenie
a � b perehodit pri izomorfizme sravneni� 	 v proizvedenie 	a
i 	b� opredelennoe s pomow�
 ���� i �����


to svodits� k kommutativnosti diagrammy

�r���KP��� �s���KQ�� ������ �r�KP �� �s�KQ� ������ Kr�P ��Ks�Q��
�
�
y

�
�
y ����

�r�s��K�P �Q�� ������ �r�sK�P � Q� ������ Kr�s�P � Q��

gde pervye �gorizontal�nye� strelki 	 morfizmy induktivnyh
sistem� vtorye strelki zadany s pomow�
 izomorfizmov iz
������ a vertikal�nye strelki 	 umno�enie ���� i umno�enie
iz ������ Proverka kommutativnosti �to� diagrammy opuwena�
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���� Spektry K�teorii kategorii Val
dhauzena�
Zdes� fiksiruets� pon�tie spektra K�teorii dl� kategorii

Val�dhauzena C� Toqnee govor�� s kategorie� C sv�zany qety�
re spektra� K�C�� Kt�C�� KN �C� i KN

t �C�� gde t 	 priznak togo�
qto komponenty spektra 	 topologiqeskie prostranstva �a ne
simplicial�nye mno�estva�� a N ukazyvaet na to� qto �to ne
simmetriqeski� spektr�

Po�snim priqiny rassmotreni� �tih spektrov� Simmetri�
qeski� simplicial�ny� spektr K�C� naibolee udoben kak dl�
mul�tiplikativnyh zadaq �v silu ego simmetriqnosti�� tak i
dl� gomotopiqeskih zadaq �konstrukcii konusa i nadstro�ki po
suwestvu simplicial�ny�� Nesimmetriqeski� topologiqeski�
spektr KN

t �C� neobhodim dl� sravneni� s teorie� ���� Simmetri�
qeski� topologiqeski� spektr Kt�C� horox tem� qto kak on� tak i
umno�eni� dl� nego �vno opisany v ���� Nakonec� nesimmetriqe�
ski� simplicial�ny� spektr KN �C� 	 �to estestvenny� mostik
me�du K�C� i KN

t �C�� Pere�dem k opisani
 �tih spektrov�

������ Spektr KN �C�� Simplicial�ny� spektr KN �C� le�it v
kategorii SpN��� ������� t�e� v kategorii spektrov� postroenno�
po kategorii simplicial�nyh mno�estv S�� On poluqaets� zame�
no� geometriqesko� realizacii v ishodno� konstrukcii Val�d�
hauzena na diagonal�ny� funktor D�� prevrawa
wi� �punkti�
rovannye� polisimplicial�nye mno�estva v �punktirovannye�
simplicial�nye�

Dl� bolee toqnogo opisani� napomnim ��� s� ����� qto S��kons�
trukci� Val�dhauzena po n�simplicial�no� kategorii Val�dha�
uzena E stroit �n����simplicial�nu
 kategori
 Val�dhauzena
S�E � Opredelim n�oe prostranstvo spektra KN �C� kak

KN �C�n � D�N�wS
n
� C � S�� ����

gde Sn� C � S��S��� � � S�C���� a N� 	 funktor nerva� prevrawa
wi�
punktirovannye n�simplicial�nye kategorii v punktirovannye
n�simplicial�nye mno�estva� V qastnosti� K�C�� � N�wC�

Dl� opredeleni� strukturnyh morfizmov spektra

S� 
KN �C�n � KN �C�n�� ����

rassmotrim morfizm �� � n��simplicial�nyh kategori�

����wSn� C � wS��S
n
� C�� ����
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opisyvaemy� tak �neformal�no leva� qast� 	 �to ��ostov pravo�
qasti ��� s� ������ ob�ekt X � Y otpravim v Z� gde Zi�j � Y �
esli Xi �� Xj i Zi�j � 	� esli Xi � Xj � Tak kak morfizm ����
posle perehoda k nervam propuskaets� qerez S� � 
�����
���� to
primenenie D� daet strukturnye morfizmy �����

������ Spektr KN
t �C�� Topologiqeski� spektr KN

t �C� le�it v
kategorii spektrov� postroenno� po kategorii punktirovannyh
kompaktno�poro�dennyh prostranstv T�� 
ta kategori� spektrov
ukazana v ��� ������ i oboznaqena SpNT� �

Spektr KN
t �C� stroits� toqno tak �e� kak i spektr KN �C� za

iskl
qeniem togo� qto vmesto diagonal�nogo funktora ispol��
zuets� funktor geometriqesko� realizacii j � j� prevrawa
wi�
punktirovannye polisimplicial�nye mno�estva v punktirovan�
nye kompaktno�poro�dennye prostranstva�

Toqnee govor�� KN
t �C�n � jN�wS

n
� Cj � T�� a strukturnye mor�

fizmy spektra S�t 
KN
t �C�n � KN

t �C�n�� poluqa
ts� iz ���� pe�
rehodom k nervam� geometriqeskim realizaci�m i uqetom raz i
navsegda zafiksirovannogo izomorfizma jS�j � S�t �gde S�t 	 ev�
klidova okru�nost� iz ��� ������

����	� Spektry Kt�C� i K�C�� Simmetriqeski� spektr Kt�C��
teorii v kategorii SpT� ukazan v ��� ����� Zdes� SpT� 	 katego�
ri� simmetriqeskih spektrov� postroenna� po kategorii punkti�
rovannyh kompaktno�poro�dennyh topologiqeskih prostranstv�

ta kategori� ukazana v ��� ������ i oboznaqena tam Sp�T� �

Simplicial�na� versi� �togo spektra

K�C� � Sp

prinadle�it kategorii simplicial�nyh simmetriqeskih spek�
trov �sm� ���� i poluqaets� pri zamene v konstrukcii ��� ����
geometriqesko� realizacii na diagonal�ny� funktor D�� pre�
vrawa
wi� �punktirovannye� polisimplicial�nye mno�estva
v �punktirovannye� simplicial�nye� Tem samym ego n�ta� kom�
ponenta 	 �to

K�C�n � D�N�wS�C
Q�

gde Q � f�� � � � � ng� polisimplicial�na� kategori� wS�CQ opisana
v ��� ����� a de�stvie �n na D�N�wS�CQ proishodit iz de�stvi�
na Q�
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������ Sravnenie KN
t �C� i KN �C�� Simplicial�ny� spektr

KN �C� pozvol�et voobwe izbe�at� ispol�zovani� topologi�
qeskogo spektra KN

t �C�� De�stvitel�no� teorema 
�lenberga	
Zil�bera pozvol�et oto�destvit� jKN �C�j i KN

t �C�� gde j � j �
SpN� SpNT� 	 funktor geometriqesko� realizacii� zadanny� po�
komponentno� Ots
da� v svo
 oqered�� voznikaet oto�destvle�
nie �n�K

N �C�� � �n�K
N
t �C��� poskol�ku gomotopiqeskie grup�

py simplicial�nogo mno�estva opredeleny kak gomotopiqeskie
gruppy ego geometriqesko� realizacii�

	� Ispol�zuemye gomotopiqeskie struktury

	��� Osnovnye kategorii�
Potrebu
ts� sledu
wie kategorii�

� S� 	 kategori� punktirovannyh simplicial�nyh mno�estv�

� Sp 	 kategori� simmetriqeskih spektrov� postroenna� po
kategorii punktirovannyh simplicial�nyh mno�estv ���
�������

	��� Model
nye struktury�
Zdes� fiksiru
ts� model�nye struktury ��� ���� na katego�

ri�h S� i Sp�
Dl� S� model�na� struktura opisana v ��� ������� dl� Sp 	 v ���

������� Poskol�ku trebovani� k model�no� kategorii ��� ������ me�
nee �estkie� qem v ��� �ne trebuets� ni vybora� ni suwestvovani�
funktorial�no� faktorizacii�� to sleduet ubedit�s�� qto Sp
mo�et byt� snab�ena tako� strukturo�� Dl� Sp naliqie funk�
torial�no� faktorizacii po suwestvu dokazano v ��� ���������� ��
Hot� funktorial�nost� i ne za�vlena v formulirovkah� ona �s�
na iz dokazatel�stva� kotoroe opiraets� na lemmu ��� ��������
ispol�zuemu
 dl� postroeni� faktorizacii�

	�	� Zamknutye monoidal
nye struktury�
Zdes� fiksiru
ts� sledu
wie struktury�

� struktura zamknuto� simmetriqesko� monoidal�no� kate�
gorii na S��

� struktura zamknutogo pravogo S��modul� na Sp�

� struktura zamknuto� simmetriqesko� S��algebry na Sp�
Pri �tom ispol�zuets� terminologi� iz ��� ����� Proizvedenie

vo vseh sluqa�h oboznaqaets� X 
Y �hot� v nekotoryh istoqni�
kah ono mo�et oboznaqat�s� X � Y ��
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	�	��� Terminologiqeskie predupre�deni�� Vyra�enie vida
X�
 � � �
Xn dl� monoidal�nyh struktur �kategori�� module� i
t�d�� ponimaets� kak rezul�tat fiksirovanno� rasstanovki sko�
bok� rezul�tat ino� rasstanovki oto�destvl�ets� s �tim ne�v�
nym ispol�zovaniem sootvetstvu
wih izomorfizmov associa�
tivnosti �izomorfizmy perestanovki� proishod�wie iz �simme�
triqesko�� qasti dannyh simmetriqeskih monoidal�nyh struk�
tur vsegda ukazany �vno��

Pri rabote s zamknutymi monoidal�nymi strukturami is�
pol�zu
ts� zameny Homl�X�Y � � Hom�X�Y � i Homr�X�Y � � Y X

��� ni�e �������� v simmetriqeskih sluqa�h sqitaets�� qto Y X �

Hom�X�Y �� a izomorfizmy sopr��ennosti 
l � Hom�X 
 Y� Z�
�
�

Hom�Y�Hom�X�Z�� i 
r � Hom�Y 
X�Z�
�
� Hom�Y�Hom�X�Z�� sv��

zany s pomow�
 perestanovki X
Y � Y 
X iz simmetriqesko�
struktury�

	�	��� Zamknuta� simmetriqeska� monoidal
na� struktura
na S�� 
ta struktura standartna ��� ����� ee edinica 	 �to S� �

�	��� Utoqnim oboznaqeni�� S� � 
�����
���� Sn � S� 
 � � � 
 S��

	�	�	� Struktura zamknutogo S��modul� na Sp� Struktura za�
mknutogo �pravogo� S��modul� na Sp opisana v ��� ����� V qast�
nosti� dl� simmetriqeskih spektrov X�Y � Sp i K � S� oprede�
leny X 
K � Sp� XK � Sp� Hom�X�Y � � S��

	�	��� Struktura zamknuto� simmetriqesko� S��algebry na
Sp� Dl� struktury Sp kak zamknuto� simmetriqesko� S��algeb�
ry nu�ny ��� ������ ������ i ni�e� zamknuta� simmetriqeska� mo�
noidal�na� struktura na Sp i zamknuty� monoidal�ny� funktor
i � S� � Sp� �vl�
wi�s� simmetriqeskim�

Simmetriqeska� monoidal�na� struktura na Sp ukazana v
��� ����� ee edinica 	 �to sferiqeski� spektr S� Dl� ukaza�
ni� zamknuto� struktury v silu simmetriqnosti dostatoqno
�sm� ������ ukazat� Hom�X�Y � i izomorfizm sopr��ennosti

Hom�X 
 Y� Z�
�
� Hom�Y�Hom�X�Z��


to sdelano v ��� ������ ��������
Dl� ukazani� i nado zadat� ��� ������ ������ tro�ku �F�m���� V

kaqestve F voz�mem funktor ��nadstro�ki ��� �������

�� � S� � Sp� ����
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v kaqestve � 	 to�destvenny� morfizm ��S� � S� Ostalos� vve�
sti m � F �K� 
 F �L� � F �K 
 L� i proverit� simmetriqnost��
t�e� kommutativnost� diagrammy

F �K�
 F �L�
m

����� F �K 
 L�

t

��y
��yF �t�

F �L�
 F �K�
m

����� F �L
K��

����

gde t 	 izomorfizm perestanovki simmetriqeskih monoidal�nyh
struktur� Tak kak suwestvovanie �estestvennyh�m lix� za�vle�
no v ��� ����������� to pridets� ih pred��vit� �bez �togo trudno
govorit� o kommutativnosti ������

Tak kak F �K� 
 F �L� 	 kopredel diagrammy F �K� 
 F �L�
m��
�

F �K�
S
F �L�
��m
� F �K�
F �L� ��� s� ��� �gde 
 	 proizvedenie so�

otvetstvu
wih simmetriqeskih posledovatel�noste� ��� ������ a
m 	 strukturny� morfizm S�modul�� proishod�wi� iz struktu�
ry sootvetstvu
wego simmetriqeskogo spektra�� to dostatoqno
postroit� soglasovannye morfizmy iz ee koncov� Pol�zu�s� ���
�������� dl� �togo dostatoqno ukazat� ��p � �q���kvivariantnye
otobra�eni� Sp
K
Sq
L� Sp�q
K
L� gde de�stvie gruppy na
pravo� qasti opredeleno standartnym vlo�eniem�p��q � �p�q �
Kak dl� levogo� tak i dl� pravogo konca diagrammy �to odno i
to �e otobra�enie� sp
k
sq
l � �sp
sq�
k
l� Legko proverit�
�tak�e ispol�zu� ��� ��������� qto tak opredelennye morfizmy iz
koncov diagrammy soglasovany i� tem samym poluqit� oprede�
lenie m iz struktury simmetriqeskogo monoidal�nogo funkto�
ra i� Tak�e legko proverit� kommutativnost� ����� ime� v vi�
du� qto v Sp i v kategorii simmetriqeskih posledovatel�noste�
t�x
 y� � �q�p�y 
 x�� gde x
 y � Xp 
 Yq� a �q�p � �p�q perestavl��
et� sohran�� por�dok� naqal�nye p qisel s q zakl
qitel�nymi
qislami ��� ni�e ������� Tem samym opisanie struktury simme�
triqesko� S��algebry na Sp zaverxeno�

Ostalos� dopolnit� monoidal�ny� funktor i � �F�m��� do
zamknutogo monoidal�nogo funktora ��� ������� �F�m��� U� 
�� gde
S� � Sp � U 	 funktor� sopr��enny� sprava k F � ��� a 
 	
izomorfizm sor��ennosti

Hom���K�X�
�
� Hom�K�UX��

Podhod�t U �X� � X� ��� ������ i 
�f� � f��
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	�	��� Vzaimode�stvie struktur S��algebry i pravogo S��
modul�� Na kategorii Sp imeets� struktura zamknutogo pravo�
go S��modul� iz ����� i struktura zamknutogo pravogo S��modul��
poluqenna� oslableniem struktury zamknuto� simmetriqesko�
S��algebry iz ������ Utver�daets�� qto �ti dve struktury izo�
morfny �a ne tol�ko �kvivalentny�� t�e� imeets� izomorfizm bi�
funktorov

X 
 ��K � X 
K� �� �


tot izomorfizm ukazan v ��� ni�e �������

	��� Vzaimode�stvie monoidal
nyh i model
nyh struktur�
Teper� rassmotrim vzaimode�stvie monoidal�nyh struktur

iz ��� i model�nyh struktur iz ���� oni soglasovany� no �tomu
utver�deni
 sleduet pridat� smysl�

Vo�pervyh� model�nye struktury na kategori�h S�� Sp uva�
�aemy monoidal�nymi strukturami� t�e� monoidal�ny ��� �������
Dl� S� �to dokazano v ��� �������� dl� Sp 	 v ��� ���� ��

Vo�vtoryh� sleduet proverit�� qto model�nye struktury uva�
�a
ts� ne tol�ko monoidal�nymi strukturami na samih ka�
tegori�h� no i sootvetstvu
wimi funktorami� Toqnee govor��
utver�daets� sledu
wee

�� struktura zamknutogo pravogo S��modul� na Sp �vl�ets�
strukturo� pravo� S��model�no� kategorii na Sp ��� ����� ��

�� struktura zamknuto� simmetriqesko� S��algebry na Sp
�vl�ets� strukturo� simmetriqesko� monoidal�no� S��
model�no� kategorii ��� ��������

Pervy� punkt svodits� �v silu korassloennosti edinicy v
S�� k proverke togo� qto umno�enie 
 � Sp � S� � Sp �vl�ets�
bifunktorom Kvillena ��� ������� Inymi slovami� sleduet ube�
dit�s�� qto �proizvedenie� f�g korassloeni� 	 snova korasslo�
enie �priqem trivial�noe� esli libo f � libo g trivial�no�� 
to
svodits� ko vtoromu punktu s uqetom izomorfizma �� ��

Vtoro� punkt svodits� k proverke togo� qto �� 	 �to mono�
idal�ny� funktor Kvillena ��� �������� a v silu korassloenno�
sti edinicy S� k tomu� qto on �vl�ets� funktorom Kvillena ���
������� t�e� sohran�et korassloeni� �provereno v ��� ���������� i
trivial�nye korassloeni� �sleduet iz ��� ���� ���
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	��� Struktury na gomotopiqeskih kategori�h�
Model�nye struktury S�� Sp �sm� ���� pozvol�
t rassmotret�

gomotopiqeskie kategorii HS�� HSp� Ka�da� iz nih imeet te �e
ob�ekty� qto i ishodna� model�na� kategori�� Krome togo� ime�
ets� funktor �lokalizacii� iz ishodno� model�no� kategorii
v ee gomotopiqesku
 kategori
� 
tot funktor to�destvenen na
ob�ektah� Pere�dem k opisani
 dopolnitel�nyh struktur na go�
motopiqeskih kategori�h�

	����� Gomotopiqeskie zamknutye monoidal
nye struktu�
ry� Soglasovannost� model�nyh i monoidal�nyh struktur po�
zvol�et perenesti poslednie v gomotopiqeskie kategorii i po�
luqit��

� strukturu zamknuto� simmetriqesko� monoidal�no� kate�
gorii na HS��

� strukturu zamknutogo pravogo HS��modul� na HSp�

� strukturu zamknuto� simmetriqesko�HS��algebry na HSp�
Vse �to poluqaets� avtomatiqeski primeneniem ��� �������

Umno�enie vo vseh sluqa�h oboznaqaets� 
L�
Monoidal�ny� funktor HS� � HSp iz struktury sootvet�

stvu
we� algebry oboznaqaets� �� vmesto L�� �levy� pro�
izvodny� ��� �������� tak kak korassloennost� vseh ob�ektov S�
vleqet ravenstvo L�� � Ho����� Inymi slovami� L�� 	 edin�
stvennoe rasprostranenie �� na vse morfizmy HS��

S uqetom �togo iz ����� avtomatiqeski poluqaets� izomor�
fizm bifunktorov

X 
L ��K � X 
L K� ����

	����� Sv�z
 
L� i 
�umno�eni�� Dl� l
bo� monoidal�no�
model�no� kategorii C imeets� estestvennoe preobrazovanie iz
novyh 
L�proizvedeni� v starye 
�proizvedeni�� t�e� imeets�
estestvenny� morfizm �v gomotopiqesko� kategorii��

X� 

L X� � � � 


L Xn
��y

X� 
X� � � � 
Xn�

����

Inymi slovami� lokalizaci� C � Ho�C� 	 slabo monoidal��
ny� funktor� t�e� udovletvor�et vsem svo�stvam monoidal�nogo
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funktora ��� ������ za iskl
qeniem togo� qto morfizm F �X� 

F �Y � � F �X 
 Y � ne ob�zan byt� izomorfizmom� Dl� postro�
eni� ���� napomnim ��� ����� qto 
L�umno�enie 	 proizvodny�
funktor ot 
 ��� ������ i tem samym X 
L Y � QX 
 QY � gde
Q 	 funktor korassloenno� zameny iz struktury funktorial��
no� faktorizacii model�no� kategorii� 
ta faktorizaci� daet
morfizmy qi � QXi � Xi� i ���� opredelen kak q� 
 � � � 
 qn�

Analogiqna� situaci� imeet mesto i dl� l
bogo �bifunkto�
ra� Kvillena 
 � C � D � E ��� ������ i ego proizvodnogo �bi�
funktora� 
L � Ho�C� � Ho�D� � Ho�E� ��� ������� t�e� imeets�
estestvennoe preobrazovanie iz novyh 
L�proizvedeni� v sta�
rye 
�proizvedeni�� V qastnosti� takoe preobrazovanie imeets�
dl� struktury pravogo S��modul� na Sp�

	���	� Triangul�cii� Zdes� ukazyvaets� triangul�ci� HSp v
smysle ��� ������� qto pozvol�et poluqit� i triangul�ci
 v
standartnom smysle� Dl� �togo nado vvesti predtriangul�cii
��� ������ i proverit� stabil�nost� Sp� t�e� �obratimost�� nad�
stro�ki v HSp�

Predtriangul�ci� na gomotopiqesko� kategorii voznikaet av�
tomatiqeski ��� zameqanie ni�e ������ iz punktirovanno� mo�
del�no� struktury na ishodno� �dogomotopiqesko�� kategorii�
Odnako monoidal�na� S��model�na� struktura na dogomotopi�
qesko� kategorii pozvol�et ��� ������ zamenit� v �to� predtri�
angul�cii HS��de�stvie �model�nogo proisho�deni�� izomorf�
nym emu HS��de�stviem� proishod�wim iz monoidal�no� S��
model�no� struktury �podn�t� de�stvie na dogomotopiqeski�
uroven��� V qastnosti� pri ssylkah na ��� podrazumevaets�� qto
pri upominanii tam de�stvi� �model�nogo proisho�deni�� ono
zamen�ets� de�stviem �monoidal�nogo proisho�deni���

V qastnosti� nadstro�ka zadana kak �X � X 
L S�� a funktor
petel� kak �Y � RHom�S�� Y � ��� ������� 
to sopr��ennye funk�
tory� i tem samym imeets� morfizm funktorov i � X � ��X�
Dl� zaverxeni� triangul�cii ostalos� ubedit�s�� qto i 	 izo�
morfizm� 
to sleduet iz ��� ���������� s uqetom sledu
wih ob�
sto�tel�stv� �a� mo�no sqitat�� qto X kofibranten� tak kak do�
statoqno proverit� izomorfiqnost� i na izomorfnom emu QX�
tem samym X 
L S� � X 
 S� �S� korassloena ��� s� ����� �b�
pust� Y 	 simmetriqeski� spektr� poluqenny� iz �X pokompo�
nentnym primeneniem rassloenno� zameny v model�no� katego�
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rii S�� togda Yn 	 kompleks Kana� i imeets� urovneva� slaba�
�kvivalentnost� �X � Y �znaqit� �to stabil�na� �kvivalent�
nost� i izomorfizm v gomotopiqesko� kategorii�� Krome togo�
pr�mo iz opredeleni� stabil�nyh rassloeni� i korassloeni�
sleduet� qto �to rassloenie� Tem samym ��X � Hom�S�� Y ��

	����� Nadstro�ka sferiqeskogo spektra i 
L� Dl� opredele�
ni� umno�eni� v K�gruppah trebuets� kanoniqeski� izomorfizm

�rS 
L �sS � �r�sS� ����

Dl� ego postroeni� rassmotrim izomorfizm � � ��Sr
L��Ss �
��Sr�s � �vl�
wi�s� kompozicie� umno�eni� iz struktury ���
kak monoidal�nogo funktora HS� � HSp �sm� ������� i oto�
�destvleni� Sr�s � Sr 
 Ss � Sr 
L Ss� Izomorfizm ���� po�
luqaets� iz � s pomow�
 oto�destvleni� ��Sd � �dS� 
to oto�
�destvlenie �izomorfizm� poluqaets� iz izomorfizma ���� dl�
X � S i K � Sd�

	���� Vydelennye treugol
niki� Nam potrebuets� vydelen�
nost� nekotoryh treugol�nikov v HSp� t�e� ��� ������ korasslo�
ennost� nekotoryh posledovatel�noste�� Utver�daets�� qto dl�
l
bo� Sp�strelki f � A� B posledovatel�nost�

A
f
� B

b
� Cone�f�

�
� A
L S� ����

korassloena� gde konus Cone�f� 	 kopredel iz diagrammy

A
f

����� B

��

��y
��yb

A
L 
���� ����� Cone�f��

����

a �� 	 �to 
L�proizvedenie A i strelki 
�	�� � 
����� perevo�
d�we� 	 v �� Strelka � opredelena soglasovannymi strelkami
A
L �
����� S�� i B � ��

Po�snim �to� korassloennost� 	 svo�stvo posledovatel�nosti
A � B � C� snab�enno� dopolnitel�no� strukturo� ��� �������
Dl� additivnyh kategori� �ta dopolnitel�na� struktura svo�
dits� ��� ������ k strelke C � �A� Poskol�ku HSp additivna ���
������ vsledstvie stabil�nosti Sp �sm� ������� to mo�no govorit�
o korassloennosti posledovatel�noste� vida A� B � C � �A�
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Dl� togo qtoby ubedit�s� v korassloennosti ����� nado pro�
verit�� qto �ta posledovatel�nost� izomorfna standartno� ko�
rassloenno� posledovatel�nosti

A
f
� B

pf
� C�f�

�f
� �A� ����

gde A korassloen� f 	 korassloenie� a ko�slo� C�f� opredelen
kak kopredel

A
f

����� B
��y

��ypf

� ����� C�f��

����

a �f ukazan v ��� ������ kak qast� kode�stvi� �A na C�f��
Snaqala proverim korassloennost� ���� v sluqae� kogda

spektr A korassloen� a f korassloenie� Dl� �togo sravnim ee
s ���� s pomow�
 diagrammy

A
f

����� B
pf

����� C�f�
�f

����� �A

�

x�� �

x��
x��i

x���

A
f

����� B
b

����� Cone�f�
�

����� �A�

����

gde i � Cone�f� � C�f� opredelen soglasovannymi strelkami iz
diagrammy kopredela ����� opredel�
we� konus� pf � B � C�f�
i A 
L 
���� � �� Mo�no proverit� �ispol�zu� monoidal�nost�
de�stvi� S��� qto i 	 slaba� �kvivalentnost�� a pravy� kvadrat
v ���� kommutativen� Takim obrazom ���� korassloena� buduqi
HSp�izomorfno� verhne� stroke v �����

V obwem sluqae� primen�� funktor korassloenno� zameny� po�
luqim diagrammu

A
f

����� B
b

����� Cone�f�
�f

����� �A

q

x�� p

x��
x���q

QA
i

����� B� b�

����� Cone�i�
�i����� �QA�

����

gde q 	 morfizm korassloenno� zameny� Tem samym� QA ko�
rassloen� a q 	 trivial�noe rassloenie� Spektr B� i strel�
ki i� p voznika
t iz funktorial�no� faktorizacii morfizma
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fq � QA � B� Tem samym� i 	 korassloenie� a p 	 trivial�noe
rassloenie� Ni�n�� stroka korassloena vvidu korassloennosti
QA i i� Edinstvenna� strelka Cone�i�� Cone�f�� dela
wa� dia�
grammu kommutativno�� �to HSp�izomorfizm �t�k� takovy q i p��
Itak� stroki HSp�izomorfny i verhn�� korassloena�

	����� Konus i 
L� Dl� dannyh X
f
� Y i Z v kategorii HSp

sledu
wa� diagramma daet izomorfizm verne� i ni�ne� strok

Z 
L Y
b
��Lf

����� Cone�Z 
L f�
�
��Lf

����� Z 
L X 
L S�

�

��y c

��y
��y�

Z 
L Y
��Lbf
����� Z 
L Cone�f�

��L�f
����� Z 
L X 
L S��

�� �

gde bf � b��Lf � �f � ���Lf ukazany v ����� c opredeleno soglasovan�
nymi morfizmami iz diagrammy kopredela ����� opredel�
wego
konus� a imenno 
L�proizvedeni�mi �Z i morfizmov v Cone�f� iz
ego opredeleni�� Obratimost� c sleduet iz vydelennosti tre�
ugol�nika ���� i toqnosti 
L ��� ������i���

	����� Gomotopiqeskie gruppy kak Hom v gomotopiqesko� ka�
tegorii� Dl� sravneni� K�teorii iz ���� opredelenno� v ter�
minah gomotopiqeskih grupp spektrov� s K�teorie� iz ���� opre�
delenno� v terminah morfizmov kategorii HSp� nado umet� oto�
�destvl�t� �n�X� i Hom��nS�X� po men�xe� mere dl� X � K�P ��

Takogo oto�destvleni� ne mo�et byt� dl� vseh spektrov X�
tak kak Hom��nS�X� vyder�ivaet slabye �kvivalentnosti Sp� a
�n�X� net ��� ��������

Tem ne menee takoe oto�destvlenie imeets� dl� spektrov�
�blizkih� k rassloennym� t�e� polustabil�nyh spektrov ���
������� Polustabil�nost� oznaqaet� qto rassloenna� zamena X �
RX iz model�no� struktury na Sp �vl�ets� stabil�no� gomoto�
piqesko� �kvivalentnost�
� t�e� induciruet izomorfizm gomo�
topiqeskih grupp�


tot rezul�tat primenim k simmetriqeskim spektram K�P ��
dl� kotoryh polustabil�nost� vytekaet ��� ������ p� �� iz ih kva�
zirassloennosti ��� ���� ���� �delo v tom� qto konstrukci� Val�d�
hauzena daet poqti ��spektr��

Dl� l
bogo spektra X imeets� cepoqka ravenstv i izomor�
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fizmov

HSp��nS�X� � HSp���Sn� X� �

�HSpS�L��Sn� X�
R�
� HS��S

n� RU �X�� �

�HS��S
n� �RX��� � �n��RX��� � �n�RX��

����

Dl� polustabil�nogo X� k tomu �e� �n�RX� � �n�X��

Po�snim posledovatel�nost� ����� Pervoe ravenstvo 	 sled�
stvie oto�destvleni� ��nS�r � S� 
 � � �
 S� 
Sn � ���Sn�r� vto�
roe ravenstvo 	 sledstvie oto�destvleni� �� s ego levym pro�
izvodnym �sm� ������ �to sledstvie korassloennosti simplici�
al�nyh mno�estv�� R
 	 izomorfizm sopr��ennosti struktury
zamknuto� HS��algebry na HSp �������� RU 	 pravy� proizvod�
ny� ot funktora U � Y � Y� ��to pravy� sopr��enny� k ��� iz
������ Pervoe ravenstvo tret�e� stroki 	 rezul�tat vyqisleni�
�pr�mo po opredeleni
� proizvodnogo funktora RU � zdes� RX 	
rassloenna� zamena dl� X� Vtoroe ravenstvo tret�e� stroki 	
sledstvie �kvivalentnosti gomotopiqesko� kategorii simplici�
al�nyh mno�estv i kompaktno�poro�dennyh topologiqeskih pro�
stranstv� Zakl
qitel�noe ravenstvo 	 sledstvie togo� qto RX�
buduqi rassloennym� �vl�ets� ��spektrom ��� vnizu str� � ��

	��� Morfizmy funktorov i gomotopii�

Pust� C i D 	 kategorii� F�� F� � C � D 	 funktory� a F�
f
� F� 	

ih morfizm� Izvestno� qto f daet gomotopi
 hf � NC�
���� ND
me�du morfizmami NF� i NF�� gde N 	 funktor nerva� Dl� iz�
uqeni� vzaimode�stvi� hf s razliqnymi strukturami napomnim
ee konstrukci
�

	����� Gomotopii hf i hf� � Morfizm f daet funktor C � ���
F
�D�

gde ��� oboznaqaet kategori
 	 � �� F �X � 	� � F��X�� F �X �
�� � F��X�� a F �
� �� � f 
 F��
�� Tem samym imeets� morfizm
simplicial�nyh mno�estv NF � NC �
���� ND� 
to i est� hf �

Esli kategorii C i D punktirovany �vydelen final�no�
inicial�ny� ob�ekt�� a F�� F� uva�a
t �tu strukturu� to
hf �� � 
���� � � �� oboznaqaet otmeqennye toqki�� Tem sa�

mym morfizm punktirovannyh funktorov f daet gomotopi
 hf� �
N�C

���� � N�D� gde 
 	 proizvedenie iz struktury ����� �t�e�
smash�proizvedenie��
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	����� Gomotopi� hwf � Pust� C i D 	 kategorii Val�dhauzena�
Dl� Fi� uva�a
wih �tu strukturu �t�e� toqnyh�� ime
ts� mor�
fizmy simmetriqeskih spektrov K�teorii K�Fi� � K�C� � K�D�
�������� Predpolaga�� qto i f uva�aet strukturu Val�dhauzena
��vl�ets� slabo� �kvivalentnost�
�� uka�em gomotopi
 me�du
K�F�� i K�F���

hwf � K�C� 

���� � K�D�� ����

gde 
 	 proizvedenie iz struktury pravogo S��modul� na Sp �sm�
�������

Otmetim� qto hwf �vl�ets� levo� gomotopie� me�du K�F�� i
K�F�� v smysle ��� ���������� 
to legko sleduet iz soglasovan�
nosti model�no� struktury Sp i pravogo de�stvi� S�� inymi
slovami� iz togo� qto Sp �vl�ets� pravo� S��model�no� katego�
rie� �sm� �����

Zadadim hwf � ukazav morfizmy hwf
n � K�C�n 
 
���� �

K�D�n� soglasovannye so strukturo� simmetriqeskih spektrov�
Po opredeleni
� K�C�n � D�N�wS�C

Q� gde Q � f�� � � � � ng� Poli�
simplicial�na� kategori� wS�CQ sopostavl�et ka�domu stan�
dartnomu n�simpleksu 
 kategori
 wS�CQ�
�� Morfizm f da�

et morfizm funktorov wS�F
Q
i �
� � wS�CQ�
� � wS�DQ�
�� obo�

znaqaemy� f�
�� Tem samym s 
 sv�zana gomotopi� h
f�	�
� �

N�wS�C
Q�
�

���� � N�S�D

Q�
�� Seme�stvo gomotopi� h
f�	�
� so�

glasovano so strukturo� polisimplicial�nogo mno�estva i da�
et morfizm n�simplicial�nyh mno�estv

N�wS�C
Q �
���� � N�wS�D

Q� ����

gde proizvedenie n�simplicial�nogo mno�estva na simplici�
al�noe opredeleno pokomponentno �komponenty sootvetstvu
t
standartnym n�polisimpleksam�� Pol�zu�s� oto�destvleniem
D�X �D�Y � D��X � Y � i gomotopie� ����� poluqaem gomotopi


hwf
n � D�N�wS�C

Q 

���� � D�N�S�D
Q�
�� ����

Soglasovannost� so strukturo� simmetriqeskogo spektra oqe�
vidna� Naprimer� de�stvie �n na D�N�wS�CQ proishodit iz de��
stvi� na Q i uva�aets� hwf

n�

	���	� Nul
�gomotopi�� V uslovi�h ����� predpolo�im dopol�
nitel�no� qto F� perevodit C v � iz punktirovanno� struktury
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D� Togda hwf prinimaet odno i to �e znaqenie na levom konce

��� ���� � �	� � ���� i otmeqenno� toqke 
����� Tem samym ona
propuskaets� qerez 
���� i daet nul��gomotopi


hw��f� � K�C� 

����� K�D�� ����

	����� Nul
�gomotopi� i umno�eni�� V uslovi�h ����� pred�
polo�im dopolnitel�no� qto ime
ts� kategorii Val�dhauzena

A� eC� eD� funktory eF�� eF� � eC � eD� morfizm funktorov ef � eF� � eF�
i umno�eni� �bifunktory� 
 � A � C � eC i 
 � A� D � eD� Pred�
polo�im tak�e� qto diagrammy

A� D
��Fi����� A � C

�

��y
��y�

eD
eFi����� eC

����

�poqti kommutativny�� t�e� raznye obhody da
t izomorfnye
funktory� Oboznaqim sootvetstvu
wie morfizmy funktorov

kak 
i � 
�� � Fi� � eFi
� Krome togo� potrebuem soglasovannost�

f � ef s umno�eniem� t�e� kommutativnost� diagrammy


��� F��
����f�
����� 
��� F��

��

��y
��y��

eF�

ef

����� eF�
�

Predpolo�im� krome togo� qto eFi� ef i 
 uva�a
t strukturu

Val�dhauzena� 
to oznaqaet� qto eFi toqny� ef slaba� �kvivalent�
nost�� a 
 udovletvor�et uslovi�m �sravni s ��� s� ����� dl� vs��
kih C � C� A � A funktory 
�C� �� i 
��� A� sohran�
t �� koras�
sloeni� i slabye �kvivalentnosti� dl� vs�ko� pary korassloe�
ni� A � A�� C � C � morfizm 
�A�� C����A�C� 
�A

�� C� � 
�A�� C��
�vl�ets� korassloeniem� Sledu� ����� i ��� s� ���� poluqim umno�
�eni� m i diagrammu v kategorii Sp�

K�A� 
K�D�
��hw��f�
������� K�A� 
K�C� 

���

m

��y
��ym

K� eD�
hw�� ef�
����� K�eC� 

�����

����
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Utver�daets�� qto ona kommutativna v kategorii HSp�
Pol�zu�s� tem� qto gomotopnye morfizmy model�no� kate�

gorii da
t odin i tot �e morfizm gomotopiqesko� kategorii
��� �������� dostatoqno postroit� sootvetstvu
wu
 gomotopi


K�A�
K�D�

����

����� K� eD�� Ograniqims� ukazaniem� qto
ona stroits� analogiqno gomotopii hw��f� �sm� �������
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