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О МНОГОМЕРНЫХ ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ
РЕАКЦИИ–ДИФФУЗИИ

Изучается многомерный случай нелинейной системы реакции–диффузии, моделируемый системой

двух уравнений параболического типа со степенными нелинейностями. Такого рода системы мож-

но применять для моделирования процесса распространения в пространстве взаимодействующих

распределенных формаций роботов двух типов. Такие уравнения описывают также процессы нели-

нейной диффузии в реагирующих двухкомпонентных сплошных средах. Предложен оригинальный

вариант метода редукции, сводящий построение зависимости точного решения от пространственных

переменных к решению уравнения Гельмгольца, а зависимости от времени — к решению линейной

системы обыкновенных дифференциальных уравнений. Построен ряд примеров многопараметриче-

ских семейств точных решений, задаваемых элементарными функциями.
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Введение

Рассматривается параболическая система двух квазилинейных уравнений реакции–диф-

фузии с объемными источниками (стоками)

ut = ∇·
(

uλ∇u
)

+αu1−λvµ+
(

σ1u
λ − k1

)

u, vt = ∇· (vµ∇v)+βuλv1−µ+(σ2v
µ − k2) v. (1)

Здесь n ∈ N, x ∈ R
n — вектор пространственных переменных, u = u(x, t), v = v(x, t) —

искомые функции, t > 0 — время, ∇ — оператор градиента по пространственным пере-

менным; λ 6= 0, µ 6= 0 — вещественные параметры нелинейности среды; α 6= 0, β 6= 0,
σ1, σ2, k1 6= 0, k2 6= 0 — вещественные постоянные коэффициенты. Такого рода системы

описывают процессы нелинейной диффузии в реагирующих двухкомпонентных сплошных

средах [1–5]. При этом u(x, t), v(x, t) трактуются как концентрации двух взаимодействую-

щих друг с другом компонент некоторой смеси веществ, первые слагаемые в правых частях

(1) описывают диффузию, вторые — реакции взаимодействия, а третьи — распад компонент,

скорость которого может зависеть (при σi 6= 0) от их концентраций.

При моделировании распространения в пространстве формаций мобильных роботов с

распределенными характеристиками используются аналогичные (1) подходы к описанию

диффузионных процессов [6]. В [7] была предложена модель освоения трехмерного про-

странства распределенными формациями взаимодействующих роботов двух типов, пред-

ставляющая собой частный случай системы (1). При этом u(x, t), v(x, t) трактуются как

плотности (количества в единице объема) роботов в пространстве. Как отмечается в об-

зоре [8], в последнее время уравнения с частными производными стали применяться для

моделирования движения формаций взаимодействующих роботов в роевой робототехнике,

при этом основная трудность состоит в том, что “analytical solutions of PDEs are available

only for a small number of special cases”. Поэтому развитие методов построения точных ре-

шений будет полезно при построении и исследовании моделей распространения формаций

с распределенными характеристиками в роевой робототехнике.

https://doi.org/10.35634/vm230203
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Системы, аналогичные (1), также используются в математической биологии для моде-

лирования взаимодействия двух биологических видов, при этом в зависимости от знаков

коэффициентов α и β охватываются случаи взаимодействия типа хищник–жертва, полной

конкуренции или кооперативного сотрудничества [9–14].

В [15] рассматривается система

Ut = (Uα1Ux)x + U (a1 + b1U
α1) + U1−α1 (h1 + c1V

α2),

Vt = (V α2Vx)x + V (a2 + b2V
α2) + V 1−α2 (h2 + c2U

α1).
(2)

При α1 = λ, α2 = µ, a1 = −k1, b1 = σ1, b2 = σ2, h1 = 0, a2 = −k2, h2 = 0, c1 = α,

c2 = β и переобозначении U = u, V = v система (2) перейдет в систему (1) для случая

одной пространственной переменной. Таким образом, система (1) в одномерном случае уже

рассматривалась в [15], а здесь мы будем изучать эту систему для неисследованного ранее

многомерного случая. Также отметим, что ранее авторами в [16] рассматривался частный

случай системы (1) при σ1 = σ2 = 0 и k1 = k2 = 0, для которой строились точные решения

в виде обобщенного разделения переменных [17–20],

u(x, t) = ψ1(t)

[

W (x) + ϕ1(t)

]
1

λ

, v(x, t) = ψ2(t)

[

W (x) + ϕ2(t)

]
1

µ

,

с функцией W (x) вида

W (x) =
1

2
(Ax,x) + (B,x) + C, x ∈ R

n, (3)

где ненулевая числовая симметрическая матрица A размера n × n, постоянный вектор

B ∈ R
n и константа C ∈ R подлежат определению. Выбор скалярной функции W (x)

в виде (3) обусловлен тем фактом, что она является одновременно многомерной и простей-

шей нелинейной по пространственным переменным. Кроме того, отметим, что функция (3)

позволяет строить анизотропные по пространственным переменным точные решения. Важ-

ность анизотропных решений уравнения нелинейной диффузии со степенной нелинейно-

стью отмечается в [21], так как анизотропность решений может порождать особенности,

не встречающиеся в случаях наличия симметрии.

Основные результаты

В данной статье займемся построением точных многомерных решений нелинейной си-

стемы параболических уравнений вида

ut = ∇ ·
(

uλ∇u
)

+ αu1−λvλ+ σu1+λ − k1u, vt = ∇ ·
(

vλ∇v
)

+ βuλv1−λ+ σv1+λ − k2v, (4)

которая является частным случаем системы уравнений (1) при µ = λ и σ1 = σ2 = σ.

§ 1. Редукция к уравнениям Гельмгольца и Лапласа

Для системы (4) справедливы утверждения.

Утверждение 1. Пусть λ 6= −1. Тогда нелинейная система уравнений (4) имеет частное

точное решение вида

u(x, t) = [ψ1(t)]
1

λ [Ω(x)]
1

1+λ , v(x, t) = [ψ2(t)]
1

λ [Ω(x)]
1

1+λ , (5)
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где Ω(x) удовлетворяет линейному эллиптическому уравнению Гельмгольца

∆Ω = −(1 + λ)σΩ, (6)

а функции ψ1(t), ψ2(t) определяются из системы линейных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений с постоянными коэффициентами

dψ1

dt
= −k1λψ1 + αλψ2,

dψ2

dt
= βλψ1 − k2λψ2. (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для удобства, решение (5) запишем как

u(x, t) =

[

ψ1(t)P (x)

]
1

λ

, v(x, t) =

[

ψ2(t)P (x)

]
1

λ

, (8)

где P = Ω
λ

1+λ , λ 6= −1. После подстановки функций (8) в систему уравнений (4) и неслож-

ных преобразований получим соотношения

(

dψ1

dt
+ k1λψ1 − αλψ2

)

P = ψ2

1

(

P∆P +
1

λ
|∇P |2 + λσP 2

)

, (9)

(

dψ2

dt
− βλψ1 + k2λψ2

)

P = ψ2

2

(

P∆P +
1

λ
|∇P |2 + λσP 2

)

. (10)

Отсюда, полагая выполненным равенство

P∆P +
1

λ
|∇P |2 + λσP 2 = 0, (11)

получим систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с посто-

янными коэффициентами (7). В свою очередь, (11) заменой P = Ω
λ

1+λ сводится к уравне-

нию (6), что и доказывает справедливость утверждения. �

Утверждение 2. Пусть λ = −1. Тогда нелинейная система уравнений (4) имеет частное

точное решение вида

u(x, t) =
exp(Ω(x))

ψ1(t)
, v(x, t) =

exp(Ω(x))

ψ2(t)
,

где Ω(x) удовлетворяет линейному эллиптическому уравнению ∆Ω = −σ, а функции ψ1(t),
ψ2(t) определяются из системы линейных ОДУ с постоянными коэффициентами (7).

При σ = 0 из утверждений 1, 2 следует, что точные решения нелинейной системы (4)

будут выражаться через произвольную гармоническую функцию, так как в этом случае

функция Ω(x) будет удовлетворять уравнению Лапласа ∆Ω = 0. Общее решение системы

линейных ОДУ (7), в зависимости от условий на коэффициенты, будет приведено в приме-

ре 4.

Замечание 1. Так как в утверждении 1 одной из целей было провести редукцию исследуе-

мого уравнения к линейному уравнению Гельмгольца, то в равенствах (9), (10) мы потребо-

вали выполнение равенства (11). Если отказаться от этого требования, то соотношения (9),

(10) можно записать как

dψ1

dt
+ k1λψ1 − αλψ2

ψ2
1

=
P∆P +

1

λ
|∇P |2 + λσP 2

P
,



228 О многомерных точных решениях одной нелинейной системы реакции–диффузии

dψ2

dt
− βλψ1 + k2λψ2

ψ2
2

=
P∆P +

1

λ
|∇P |2 + λσP 2

P
.

Полагая выполненными равенства

dψ1

dt
+ k1λψ1 − αλψ2 = ̟ψ2

1,
dψ2

dt
− βλψ1 + k2λψ2 = ̟ψ2

2, (12)

P∆P +
1

λ
|∇P |2 + λσP 2 = ̟P, (13)

из доказательства утверждения 1 мы придем к справедливости следующего результата.

Утверждение 3. Система нелинейных параболических уравнений (4) имеет точное реше-

ние (8), в котором ψ1(t), ψ2(t) определяются из нелинейной системы двух ОДУ (12), а функ-

ция P (x) удовлетворяет уравнению (13).

Решение (8) относится к решениям в виде обобщенного разделения переменных [17–20].

В данной статье отыскивать решения системы ОДУ (12) и уравнения (13) мы не будем —

это предмет дальнейшего исследования.

§ 2. Решения с использованием функции (3)

Перейдем к построению точных многомерных, анизотропных по пространственным пе-

ременным, решений системы уравнений (4) с использованием анзаца (3). Как будет ясно

из схемы построения, для этого удобно использовать уравнение (11). Уравнение в частных

производных (11) является стационарным аналогом уравнения типа нелинейной теплопро-

водности с объемным источником (стоком)

Pt = P∆P +
1

λ
|∇P |2 + λσP 2,

которое заменой P = wλ преобразуется к обычному уравнению нелинейной теплопро-

водности с объемным источником (стоком) wt = ∇ ·
(

wλ∇w
)

+ σw1+λ в дивергентной

форме. Отметим, что в работах [22, 23] конструкция (3) успешно использовалась для по-

строения многомерных решений системы эллиптических уравнений с экспоненциальной

нелинейностью и уравнения нелинейной теплопроводности со степенной нелинейностью.

При построении точных решений нелинейной системы (4) с использованием функции (3)

мы рассмотрим два случая σ = 0 и σ 6= 0.

Случай σ = 0.

Пусть σ = 0, тогда исходная исследуемая система примет вид

ut = ∇ ·
(

uλ∇u
)

+ αu1−λvλ− k1u, vt = ∇ ·
(

vλ∇v
)

+ βuλv1−λ− k2v. (14)

Пусть σ = 0, тогда уравнение (11) упростится и примет вид

P∆P +
1

λ
|∇P |2 = 0. (15)
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Лемма 1. Пусть симметрическая матрица A, вектор B и константа C удовлетворяют

алгебраической системе

A trA +
2

λ
A2 = 0, B trA+

2

λ
AB = 0, CtrA+

1

λ
|B|2 = 0, (16)

где trA — след матрицы A. Тогда функция W (x), задаваемая формулой (3), является точ-

ным решением уравнения (15).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как по условию леммы матрица A является симметрической,

то непосредственным вычислением легко показать, что имеют место равенства

|∇W (x)|2 = (A2
x,x) + 2(AB,x) + |B|2, ∆W (x) = trA. (17)

После подстановки функции P (x) = W (x) в уравнение (15), с учетом формул (17) прихо-

дим к равенству

(

1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

)

trA+
1

λ

(

A2
x,x) + 2(AB,x) + |B|2

)

= 0.

Приравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинаковых степенях x получим систему

алгебраических уравнений (16), что и требовалось доказать. �

Алгебраическая система уравнений (16) при λ = −2/n, n ∈ N, n > 2, имеет частное

решение A = aE, B = 0, C = 0, где E — единичная матрица размера n × n, a 6= 0 —

произвольный параметр. Данное частное решение алгебраической системы приводит к ра-

диально-симметричному решению системы (14).
Лемма 1 легко обобщается на случай P (x) = F (W (x)), где W (x) также определяется

формулой (3), а функция F (W (x)) удовлетворяет нелинейному ОДУ второго порядка вида

W

(

F (W )
d2F (W )

dW 2
+

1

λ

(

dF (W )

dW

)2
)

− δF (W )
dF (W )

dW
= 0, δ ∈ R \ {0}.

Интегрируя это уравнение в зависимости от значений параметров δ и λ, получим, что ре-

шениями уравнения (15) являются следующие функции:

P (x) =
(

C1W
δ+1(x) + C2

)
λ

1+λ , δ 6= −1, λ 6= −1,

P (x) = exp
(

C1W
δ+1(x) + C2

)

, δ 6= −1, λ = −1,

P (x) = (C1 lnW (x) + C2)
λ

1+λ , δ = −1, λ 6= −1,

P (x) = C1 (W (x))C2 , δ = −1, λ = −1,

где C1 6= 0, C2 — произвольные постоянные, а W (x) определяется формулой (3). При этом

симметрическая матрица A, вектор B и константа C удовлетворяют алгебраической системе

A trA+ 2δA2 = 0, B trA+ 2δAB = 0, CtrA + δ|B|2 = 0. (18)

Легко видеть, что системы уравнений (16) и (18) совпадают при δ = 1/λ.

Пример 1. Пусть n = 3, λ 6= −1. Тогда система уравнений (14) имеет частные точные,

анизотропные по пространственным переменным, решения

u(x, y, z, t) =

[

ψ1(t)Pi(x, y, z)

]1/λ

, v(x, y, z, t) =

[

ψ2(t)Pi(x, y, z)

]1/λ

, i = 1, 2,
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где ψ1(t), ψ2(t) удовлетворяют системе линейных ОДУ с постоянными коэффициентами (7),

а функции Pi(x, y, z), i = 1, 2, имеют вид

Pi(x, y, z) =

[

C1 ln (Wi(x, y, z)) + C2

]
λ

1+λ

, i = 1, 2,

W1(x, y, z) =
a2

2c
x2 +

c

2
y2 +

a2 + c2

2c
z2 + axy +

ab

c
x+ by +

b2

2c
,

W2(x, y, z) =
1

2

(

a2 + b2

c
+

b2c

a2 + b2

)

x2 +
1

2

(

a2 + b2

c
+

a2c

a2 + b2

)

y2 +
c

2
z2 − abc

a2 + b2
xy +

+ axz + byz +
(a2 + b2)d1 − bcd2

ac
x+ d2y + d1z +

((a2 + b2)d1 − bcd2)
2 + (d21 + d22)a

2c2

2a2c(a2 + b2 + c2)
.

Здесь a, c 6= 0, b, d1, d2 C1 6= 0, C2 — произвольные постоянные. Отметим, что Wi(x, y, z),
i = 1, 2, получены из решения алгебраической системы (18) с параметром δ = −1 и, как

видно, функции Wi(x, y, z) не являются гармоническими.

Утверждение 1 обеспечивает точное решение системы (14) в виде разделяющихся пе-

ременных (8) для любой функции Ω(x), удовлетворяющей уравнению (6). Однако, если

использовать функцию W (x), определяемую формулой (3), то можно получить решение

в виде обобщенного разделения переменных. Так справедливо утверждение.

Утверждение 4. Нелинейная система уравнений (14) имеет частное точное решение

u(x, t) =

[

ψ1(t)W (x) + ϕ1(t)

]
1

λ

, v(x, t) =

[

ψ2(t)W (x) + ϕ2(t)

]
1

λ

,

с функцией W (x) вида (3), где симметрическая матрица A, вектор B и константа C
удовлетворяют алгебраической системе (16), ψ1(t), ψ2(t) удовлетворяют системе линей-

ных ОДУ с постоянными коэффициентами (7), а функции ϕ1(t), ϕ2(t) определяются из си-

стемы линейных ОДУ вида

dϕ1

dt
= (ψ1trA− k1λ)ϕ1 + αλϕ2,

dϕ2

dt
= βλϕ1 + (ψ2trA− k2λ)ϕ2. (19)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заменой uλ = R, vλ = Q систему уравнений (14) преобразуем

к виду

Rt = R∆R +
1

λ
|∇R|2 − k1λR + αλQ, (20)

Qt = Q∆Q +
1

λ
|∇Q|2 − k2λQ+ βλR. (21)

Пусть симметрическая матрица A, вектор B и константа C удовлетворяют алгебраической

системе (16), тогда в силу леммы 1 функции

R(x, t) = ψ1(t)

(

1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

)

+ ϕ1(t),

Q(x, t) = ψ2(t)

(

1

2
(Ax,x) + (B,x) + C

)

+ ϕ2(t),

обращают уравнение (15) в тождество. При этом система уравнений (20), (21) упростится

и примет вид Rt = −k1λR + αλQ, Qt = −k2λQ + βλR. Поскольку эта система является

линейной, то для указанных функций R(x, t),Q(x, t) она распадается на две системы линей-

ных ОДУ для определения функций ψ1(t), ψ2(t) вида (7) и функций ϕ1(t), ϕ2(t) вида (19).

Утверждение доказано. �
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Пример 2. Пусть n = 3 и λ = −1. Тогда нелинейная система уравнений (14) имеет точные

решения

ui(x, y, z, t) =
1

ψ1(t)Wi(x, y, z) + ϕ1i(t)
, vi(x, y, z, t) =

1

ψ2(t)Wi(x, y, z) + ϕ2i(t)
,

где функции Wi(x, y, z), i = 1, 2, приведены в примере 1, a ψ1(t), ψ2(t) удовлетворяют

системе линейных ОДУ с постоянными коэффициентами (7), а функции ϕ1i(t), ϕ2i(t) опре-

деляются из системы линейных ОДУ (19), в которой необходимо, соответственно, положить

trAi =
2(a2 + (i− 1)b2 + c2)

c
, i = 1, 2.

Случай σ 6= 0.

Утверждение 5. Пусть λ = −1. Тогда нелинейная система уравнений (4) имеет частное

точное решение

u(x, t) =
1

ψ1(t)
exp

(

− σ

trA
W (x

)

, v(x, t) =
1

ψ2(t)
exp

(

− σ

trA
W (x)

)

,

где W (x) задается формулой (3), в которой симметрическая матрица A с ненулевым сле-

дом, вектор B и константа C являются произвольными, а функции ψ1(t), ψ2(t) удовлетво-

ряют системе линейных ОДУ с постоянными коэффициентами (7).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В доказательстве утверждения 1 было показано, что точное ре-

шение системы (4) для любого параметра λ представимо формулой (8), в которой функ-

ция P (x) удовлетворяет уравнению (11), а ψ1(t), ψ2(t) удовлетворяют системе линей-

ных ОДУ с постоянными коэффициентами (7). Пусть P (x) = F (W (x)), где F (W ) пока

произвольная функция аргумента W , а W (x) задается формулой (3). После подстановки

функции F (W ) в уравнение (11) и элементарных преобразований придем к соотношению
[

F (W )
d2F (W )

dW 2
+

1

λ

(

dF (W )

dW

)2
]

|∇W |2 + F (W )
dF (W )

dW
trA+ λσF 2(W ) = 0. (22)

Непосредственной проверкой можно убедиться, что в случае λ = −1 и trA 6= 0 функ-

ция F (W ) = exp
( σ

trA
W
)

обращает равенство (22) в тождество для произвольной функ-

ции W (x), что и требовалось доказать. �

Перед тем как сформулировать результат для многомерных точных решений нелинейной

системы (4) с использованием конструкции (3) в случае λ 6= −1, предварительно докажем

следующий результат.

Лемма 2. Пусть λ 6= −1, функция W (x) задается формулой (3), в которой симметрическая

матрица A с условием trA 6= 0, вектор B и константа C удовлетворяют алгебраической

системе (18). Тогда нелинейное уравнение в частных производных (11) имеет точное мно-

гомерное решение

P (x) =W ̺(x)
[

C1Jν

(

Θ
√

W (x)
)

+ C2Yν

(

Θ
√

W (x)
)]

λ
1+λ

, (23)

где Jν , Yν — функции Бесселя, соответственно, первого и второго рода, C1, C2 — произ-

вольные постоянные, такие что C1C2 6= 0 и приняты обозначения

ν = −δ − 1, ̺ =
λ(δ + 1)

2(1 + λ)
, Θ = 2

√

−δ(1 + λ)σ

trA
.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Отыскивая решение уравнения (11) в виде P (x) = F (W (x)), где

W (x) задается формулой (3), мы придем к равенству (22). Заметим, что если функция F (W )
удовлетворяет нелинейному ОДУ второго порядка

F (W )
d2F (W )

dW 2
+

1

λ

(

dF (W )

dW

)2

− δ

W
F (W )

dF (W )

dW
− δλσ

W trA
F 2(W ) = 0, (24)

то равенство (22) примет вид

δ|∇W |2 +W trA = 0. (25)

Cоотношение (25) с учетом вида функции W (x) эквивалентно алгебраической системе

уравнений (18). ОДУ (24) заменой F (W ) = [y(W )]
λ

λ+1 [24] сводится к линейному ОДУ

второго порядка

d2y(W )

dW 2
− δ

W

dy(W )

dW
− δ(1 + λ)σ

W trA
y(W ) = 0,

общее решение которого выражается через бесселевы функции. Возвращаясь к функ-

ции F (W ), окончательно получим решение (23). Лемма доказана. �

C учетом этой леммы нетрудно убедиться в справедливости следующего утверждения.

Утверждение 6. Нелинейная система уравнений (4) в случае λ 6= −1 имеет частное точ-

ное, анизотропное по пространственным переменным, решение (8), где ψ1(t), ψ2(t) удовле-

творяют системе линейных ОДУ с постоянными коэффициентами (7), а функция имеет

вид (23), в которой W (x) задается формулой (3), при этом симметрическая матрица A
с условием trA 6= 0, вектор B и константа C удовлетворяют алгебраической системе (18).

Пример 3. Пусть n = 3, λ 6= −1. Тогда система уравнений (4) имеет частное точное,

анизотропное по пространственным переменным, решение

u(x, y, z, t) =

[

ψ1(t)Pi(x, y, z)

]1/λ

, v(x, y, z, t) =

[

ψ2(t)Pi(x, y, z)

]1/λ

, i = 1, 3,

где ψ1(t), ψ2(t) удовлетворяют системе линейных ОДУ с постоянными коэффициентами (7),

а функции Pi(x, y, z), i = 1, 3, представляются формулами

Pi(x, y, z) =
[

C1J0

(

Θi

√

Wi(x, y, z)
)

+ C2Y0

(

Θi

√

Wi(x, y, z)
)]

λ
1+λ

, i = 1, 2,

где Θ1 =
√
2

√

c(1 + λ)σ

a2 + c2
, Θ2 =

√
2

√

c(1 + λ)σ

a2 + b2 + c2
, а функции Wi(x, y, z), i = 1, 2, приведены

в примере 1,

P3(x, y, z) =

[

1√
π

(

2

Θ2
3

)1/4
(

C1 sin Θ3

√

W3(x, y, z) + C2 cosΘ3

√

W3(x, y, z)
)

]
λ

1+λ

,

W3(x, y, z) = (ax+ by + cz + d)2 , Θ2 =

√

c(1 + λ)σ

(a2 + b2 + c2)
.

Здесь J0, Y0 — функции Бесселя соответственно первого и второго рода, a, c 6= 0, b, d, C1,

C2 — произвольные постоянные такие, что C1C2 6= 0.
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Отметим, что функция W3(x, y, z), приведенная в примере 3, получена путем решения

алгебраической системы (18) с параметром δ = −1/2.
В дополнение приведем решение линейной системы ОДУ (7) для функций ψ1(t), ψ2(t),

а также другие многомерные точные решения уравнения (11), отличные от построенных

выше.

Пример 4. Система линейных ОДУ (7) в зависимости от условий на коэффициенты имеет

следующие общие решения.

(1) Пусть k1 + k2 6= 0 и K = (k1 − k2)
2 + 4αβ 6= 0, тогда имеем

ψ1(t) = C1 exp

(

−1

2

(

k1 + k2 −
√
K
)

λt

)

+ C2 exp

(

−1

2

(

k1 + k2 +
√
K
)

λt

)

,

ψ2(t) =
C1

2α

(

k1 − k2 +
√
K
)

exp

(

−1

2

(

k1 + k2 −
√
K
)

λt

)

−

− C2

2α

(

k2 − k1 +
√
K
)

exp

(

−1

2

(

k1 + k2 +
√
K
)

λt

)

.

(2) Пусть k1 + k2 6= 0, k1 − k2 6= 0 и K = (k1 − k2)
2 + 4αβ = 0, тогда имеем

ψ1(t) =

(

C1 + C2t

)

exp

(

−λ
2
(k1 + k2) t

)

,

ψ2(t) =
1

2αλ

(

2C2 + C1(k1 − k2)λ+ C2(k1 − k2)λt

)

exp

(

−λ
2
(k1 + k2) t

)

.

(3) Пусть k1+k2 = 0, ω = k21+αβ < 0, тогда получим периодическое по времени решение

ψ1(t) = C1 sin

(

λ
√
−ω t

)

+ C2 cos

(

λ
√
−ω t

)

,

ψ2(t) =
1

α

(

k1C1 − C2

√
−ω
)

sin

(

λ
√
−ω t

)

+
1

α

(

k1C2 + C1

√
−ω
)

cos

(

λ
√
−ω t

)

.

Здесь C1, C2 — произвольные постоянные.

Лемма 3. Уравнение в частных производных (11) обладает точным решением вида P (x) =

=
n
∏

i=1

Fi(xi), где функции Fi(xi) удовлетворяют ОДУ второго порядка:

Fi(xi)
d2Fi(xi)

dx2i
+

1

λ

(

dFi(xi)

dxi

)2

− εiF
2

i (xi) = 0, i = 1, n, (26)

где εi — константы разделения, такие что
n
∑

i=1

εi = −λσ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как уравнение (11) является однородным, то его решение

в разделяющихся переменных будем отыскивать в виде: P (x) =
n
∏

i=1

Fi(xi). После подста-

новки этой функции в уравнение (11) приходим к равенству

P 2

(

λσ +

n
∑

i=1

Ωi

)

= 0, где Ωi =
1

Fi(xi)

d2Fi(xi)

dx2i
+

1

λ

1

F 2
i (xi)

(

dFi(xi)

dxi

)2

.
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Чтобы разделить переменные в этом соотношении потребуем выполнение n равенств

Ωi = εi с условием
n
∑

i=1

εi = −λσ. Равенство Ωi = εi для каждого i = 1, n эквивалентно

уравнению (26). Лемма доказана. �

Пример 5. Пусть n = 2, ε1 = ε2, ε2 = −λσ − ε2, γ =
λ

1 + λ
> 0, λ 6= −1. Тогда из леммы 3

в этом случае получим решение уравнения (11) вида P (x1, x2) = F1(x1)F2(x2), где

F1(x1) =
1

2γ
exp (−√

γεx1)

[

1

γε2

(

C1 exp

(

2εx1√
γ

)

− C2

)2
]γ/2

,

F2(x2) =

[

1

γ̺2

(

C2

4 + (C2

3 − C2

4 ) sin
2

(

̺x2√
γ

)

− 2C3C4 sin

(

̺x2√
γ

)

cos

(

̺x2√
γ

))]γ/2

.

При λ = −1 имеем решение уравнения (11) вида P (x1, x2) = F1(x1)F2(x2), где

F1(x1) = exp

(

ε2

2
x21 − C1x1 + C2

)

, F2(x2) = exp

(

−ε
2 − σ

2
x22 − C3x2 + C4

)

.

В случае ε1 = 0, ε2 + λσ = 0 получим F1(x1) = (C1x1 + C2)
γ , F2(x2) = (C3x2 + C4)

γ . Здесь

̺ =
√
λσ + ε2, C1, C2, C3, C4 — произвольные постоянные. В этом случае система уравне-

ний (4) имеет частное точное, анизотропное по пространственным переменным, решение

следующего вида

u(x1, x2, t) =

[

ψ1(t)F1(x1)F2(x2)

]1/λ

, v(x1, x2, t) =

[

ψ2(t)F1(x1)F2(x2)

]1/λ

,

где функции ψ1(t), ψ2(t) получены в примере 4, а F1(x1), F2(x2) приведены выше.

Финансирование. Исследования выполнены при финансовой поддержке РНФ, проект

№ 22-29-00819.
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We study a multidimensional case of a nonlinear reaction–diffusion system modeled by a system of two

parabolic equations with power nonlinearities. Such systems can be used to simulate the process of

propagation in space of interacting distributed formations of robots of two types. Such equations also

describe the processes of nonlinear diffusion in reacting two-component continuous media. An original

version of the reduction method is proposed, which reduces the construction of the dependence of the

exact solution on spatial variables to the solution of the Helmholtz equation, and the dependence on

time to the solution of a linear system of ordinary differential equations. A number of examples of

multiparameter families of exact solutions given by elementary functions are constructed.
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