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АСИМПТОТИКА УРОВНЕЙ ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА
ДЛЯ КРИСТАЛЛИЧЕСКОЙ ПЛЕНКИ С НЕЛОКАЛЬНЫМ ПОТЕНЦИАЛОМ

В работе рассматривается трехмерный оператор Шрёдингера для кристаллической пленки с нелокаль-
ным потенциалом, представляющим собой сумму оператора умножения на функцию и оператора ранга
два («сепарабельного потенциала»), вида V = W (x) + λ1(·, φ1)φ1 + λ2(·, φ2)φ2. Здесь функция W (x)
экспоненциально убывает по переменной x3, функции φ1(x), φ2(x) линейно независимы, блоховские по
переменным x1, x2 и экспоненциально убывающие по переменной x3. Потенциалы данного рода воз-
никают в теории псевдопотенциала. Под уровнем оператора Шрёдингера понимается его собственное
значение или резонанс. Доказаны существование и единственность уровня данного оператора вблизи
нуля, получена его асимптотика.
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Введение

Математическая теория возмущений, происходящая из соответствующей квантовой тео-
рии [1], существует несколько десятилетий, однако до сих пор сохраняет актуальность и воз-
можности развития (см., например, исследования собственных значений и резонансов в различ-
ных ситуациях [2–4], а также оценки собственных значений в лакунах [5]). При этом одним из
основных направлений в теории возмущений является исследование оператора Шрёдингера [1].

Как известно, оператор Шрёдингера может рассматриваться как оператор энергии (гамиль-
тониан) электрона (см., например, монографию [6]). Хотя из соображений простоты вычис-
лений и исследования в физической литературе часто используются локальные потенциалы
(операторы умножения на функцию), однако в методе Хартри–Фока [7] и в методике псев-
допотенциала [8] строятся потенциалы, не являющиеся локальными, а также достаточно ча-
сто в физике рассматриваются потенциалы, представляющие собой конечномерные операторы
(см., например, [9]). В то же время математические исследования оператора Шрёдингера с
нелокальным потенциалом проводились лишь эпизодически. Так, например, в работе [10] ис-
следованы собственные значения и резонансы оператора Шрёдингера с возмущенным нело-
кальным ступенчатым потенциалом. Собственные значения оператора Шрёдингера с малыми
потенциалами на оси и плоскости исследовались в статьях [11–13], однако в них не рассматри-
ваются резонансные состояния, которые играют большую роль в теории рассеяния частиц (см.,
например, [14, 15]). Задача рассеяния для разностного оператора с нелокальным потенциалом
изучалась в работе [16].

В настоящей статье получены условия существования и исследовано асимптотическое по-
ведение уровней (т. е., по определению, собственных значений и резонансов) вблизи грани-
цы непрерывного спектра оператора Шрёдингера для трехмерной кристаллической пленки
с нелокальным потенциалом, представляющим собой сумму оператора умножения на функ-
цию и оператора ранга два («сепарабельного потенциала»); в этом случае потенциал является
периодическим по двум переменным и изучение оператора в трехмерном пространстве сво-
дится к его исследованию в бесконечной по третьей переменной ячейке. В значительно более
простом одномерном случае подобные результаты были получены в работе [17].

http://dx.doi.org/10.20537/vm180403
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§ 1. Функция Грина

Рассмотрим оператор Шрёдингера вида

H = −∆+ V (x),

где ∆ — оператор Лапласа, x = (x1, x2, x3) ∈ R
3, потенциал V (x) предполагается веществен-

ным, периодическим по переменным x1, x2, с периодом единица и убывающим при |x3| → ∞.
Операторы подобного рода возникают в квантовой теории твердого тела [18]. Как известно
(см. [1, 19]), изучение оператора H с периодическим по переменным x1, x2 потенциалом сво-
дится к изучению семейства операторов H(k‖) = −∆ + V (x) (здесь и далее k‖ = (k1, k2)),
определенных на (достаточно гладких) блоховских по переменным x1, x2 функциях из L2(Ω),
где Ω = [0, 1]2 × R — ячейка, k‖ ∈ Ω∗ = [−π, π)2 — квазиимпульс.

Определение 1. Блоховские по x1, x2 функции — это сужение на Ω функций ψ(x), опреде-
ленных на R

3 и удовлетворяющих условию

ψ(x+ (n‖, 0)) = ei(k‖,n‖)ψ(x), n‖ ∈ Z
2.

Семейство операторов Ĥ = {H(k‖)}k‖∈Ω∗ образует разложение H в прямом интеграле про-
странств (см. [1]) ∫ ⊕

Ω∗

L2(Ω) dk ≡ L2(Ω∗, L2(Ω)) ∼= L2(Ω × Ω∗).

В работе изучается оператор Шрёдингера в L2(Ω) с нелокальным потенциалом, соответ-
ствующий кристаллической пленке вида

H(k‖) = −∆+W (x) + Vs, (1.1)

где W (x) — вещественная функция, удовлетворяющая оценке |W (x)| 6 Ce−a|x3| ; C,α = const,
причем α > 0 (в дальнейшем функции, удовлетворяющие неравенству такого вида, будем назы-
вать экспоненциально убывающими по переменной x3); Vs = λ1(·, φ1)φ1+λ2(·, φ2)φ2 — оператор
ранга 2 («сепарабельный потенциал» [20]); функции φ1, φ2 линейно независимы, блоховские по
переменным x1, x2 и экспоненциально убывающие по x3; λ1, λ2 ∈ R — некоторые постоянные.

В дальнейшем будем использовать обозначения H0(k‖) = −∆, Hs(k‖) = −∆+Vs для опера-
торов Шрёдингера и R0(k‖, E) = (H0(k‖)−E)−1, Rs(k‖, E) = (Hs(k‖)−E)−1 для их резольвент.
Через (ψ, φ) будет обозначаться не только скалярное произведение функций ψ, φ ∈ L2(Ω), но

и, в случае когда одна из функций не принадлежит L2(Ω), вообще интеграл

∫

Ω
ψ(x)φ(x) dx.

Как известно, ядро резольвенты оператора H0(k‖) имеет вид (см. [21])

G0(x, y, k‖, E) = −
∑

n‖∈Z2

exp(i((k‖ + 2πn‖,
√
E − (k‖ + πn‖)2), (x‖ − y‖, |x3 − y3|)))

2i
√
E − (k‖ + 2πn‖)2

,

где x = (x‖, x3), y = (y‖, y3) ∈ Ω, Im
√
E − (k‖ + 2πn‖)2 > 0.

Согласно [22] оно представимо в виде

G0(x, y, k‖, E) = −
exp(i((k‖,

√
E − k2‖), (x‖ − y‖, |x3 − y3|)))

2i
√
E − k2‖

+G1(x− y, k‖, E), (1.2)

где G1(x− y, k‖, E) представляет собой аналитическую L2(Ω)-значную функцию параметра E
в комплексной окрестности точки k‖. Заметим, что отсюда и из утверждения об относительно
компактных возмущениях [1] легко следует, что σess(H(k‖)) = σess(Hs(k‖)) = σ(H0(k‖)) =
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= [k2‖ ,∞), где через σ(A) и σess(A) обозначаются спектр и существенный спектр оператора A

соответственно (см. [23, предложение 2.1]).
Будем в дальнейшем пользоваться обозначениями вида G0(x, y, k) вместо G0(x, y, k‖, E), где

k = (k‖, k3), k3 =
√
E − k2‖. Функция Грина G0 оператора H0(k‖) имеет ветвление второго по-

рядка по E в комплексной окрестности точки k2‖ ; по параметру k3 функция G0 мероморфна
в комплексной окрестности нуля. В то время когда k3 пробегает окрестность нуля, E пробегает
двулистную риманову поверхность (на втором «нефизическом» листе располагаются резонан-
сы, см. определение ниже).

Из (1.2) получаем

G0(x, y, k) = −e
i(k‖,x‖−y‖)

2ik3
− ei(k‖,x‖−y‖)(eik3|x3−y3| − 1)

2ik3
+G1(x− y, k) =

= −e
i(k‖,x‖−y‖)

2ik3
+G(1)(x, y, k), (1.3)

где G(1) обладает тем свойством, что
√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y) (а также G(1)(x, y, k)W (y)

и G(1)(x, y, k)
√
W (y)) представляет собой L2(Ω×Ω)-значную функцию параметра k3 в окрест-

ности нуля (существование производной нетрудно доказать, применяя теорему Лебега о пре-
дельном переходе к конечно-разностному отношению, а затем используя векторнозначный ва-
риант теоремы Вейерштрасса о равномерно сходящемся ряде, составленном из аналитических
функций (см. подробное доказательство для аналогичного случая в работе [24])). Сказанное,
очевидно, справедливо также для функции G1(x− y, k).

Определение 2. Будем говорить, что k3 ∈ C или соответствующее E = k2 = k2‖ + k23
является резонансом оператора H, если существует ненулевое экспоненциально возрастающее
решение интегрального уравнения

ψ(x) = −
∫

Ω
G0(x, y, k)V ψ(y) dy.

Заметим, что резонансы отвечают k3 с Im k3 < 0 или второму листу римановой поверхности
для функции

√
E.

Заметим также, что данное определение эквивалентно для локальных потенциалов обыч-
ному определению резонанса [9] как полюса резольвенты R(E) = (H − E)−1; это следует из
леммы 1 [25] и аналитической теоремы Фредгольма.

Под уровнем оператора Шрёдингера будем понимать его собственное значение или резо-
нанс. В настоящей работе доказаны существование и единственность уровня оператора Шрё-
дингера вида (1.1) и получена его асимптотика.

§ 2. Исследование уровней оператора Шрёдингера

В следующем утверждении, доказательство которого проводится аналогично одномерному
случаю (см. [17]), получена формула для резольвенты Rs(k‖, E).

Лемма 1. Предположим, что

∆ = (1+λ1(R0(k‖, E)φ1, φ1))(1+λ2(R0(k‖, E)φ2, φ2))−λ1λ2(R0(k‖, E)φ1, φ2)(R0(k‖, E)φ2, φ1) 6= 0.

Тогда резольвента Rs(k‖, E) оператора Hs(k‖) задается формулой

ψ(x) = Rs(E)φ(x) = R0(x)−

− λ1
(R0φ, φ1)(1 + λ2(R0φ2, φ2)) + λ2(R0φ, φ2)(R0φ2, φ1)

(1 + λ1(R0φ1, φ1))(1 + λ2(R0φ2, φ2))− λ1λ2(R0φ1, φ2)(R0φ2, φ1)
R0φ1 − (2.1)

− λ2
(R0φ, φ2)(1 + λ1(R0φ1, φ1)) + λ1(R0φ, φ1)(R0φ1, φ2)

(1 + λ1(R0φ1, φ1))(1 + λ2(R0φ2, φ2))− λ1λ2(R0φ1, φ2)(R0φ2, φ1)
R0φ2.

Здесь для удобства вместо R0(k‖, E) используется R0.
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Далее введем следующие обозначения:

∆1(φ) = (R0φ, φ1)(1 + λ2(R0φ2, φ2)) + λ2(R0φ, φ2)(R0φ2, φ1), (2.2)

∆2(φ) = (R0φ, φ2)(1 + λ1(R0φ1, φ1)) + λ1(R0φ, φ1)(R0φ1, φ2). (2.3)

Согласно лемме 1 и обозначениям (2.2) и (2.3) формула (2.1) резольвенты оператора Hs(k‖)
примет вид

Rs(k‖, E)φ = R0(k‖, E)φ− λ1
∆1(φ)

∆
R0(k‖, E)φ1 − λ2

∆2(φ)

∆
R0(k‖, E)φ2, (2.4)

где φ ∈ L2(Ω). При этом E < k‖ является собственным значением оператора Hs(k‖) в том

и только в том случае, если ∆ = 0. Из формулы видно, что ядро оператора
√
W (x)Rs(k)

√
W (x)

вместе с ядром
√
W (x)G0(x, y, k)

√
W (x) оператора

√
W (x)R0(k)

√
W (x) продолжается как

L2(Ω× Ω)-значная мероморфная функция параметра k3 в окрестности точки k3 = 0.
Введем следующие обозначения:

p(x, y, k‖) = G1(x− y, k) |k3=0, (2.5)

q(x, y, k‖) = −| x3 − y3 |
2

ei(k‖,x‖−y‖) + p(x, y, k‖), (2.6)

t(φ1, φ2, k‖) = −λ2
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy −

− λ1

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy −

− λ1λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy −

− λ1λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy ×

×
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy, (2.7)

f(φ) = −
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy −

− λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy −

− λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy +

+ λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ2

√
Wφ1 dx dy +

+ λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy ×

×
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ1 dx dy, (2.8)

g(φ) = −
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy −

− λ1

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dxdy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy −
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− λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy +

+ λ1

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ1

√
Wφ2 dx dy +

+ λ1

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy ×

×
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ2 dx dy. (2.9)

Теорема 1. Пусть ∆ 6= 0. Тогда для всех достаточно малых ǫ в окрестности нуля суще-

ствует единственный уровень оператора Шрёдингера H(k‖) = −∆+W (x) + Vs, для которого

справедлива формула

k3 = ǫK +O(ǫ2),

где

K =
1

2i

(∫

Ω
W (y) dy − λ1f(e

i(k‖,x‖)
√
W (x))

t(φ1, φ2, k‖)

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ1(y) dy +

+
λ2g(e

i(k‖,x‖)
√
W (x))

t(φ1, φ2, k‖)

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ2(y) dy

)
,

выражения f(ei(k‖,x‖)
√
W (x)), g(ei(k‖,x‖)

√
W (x)) и t(φ1, φ2, k‖) явно зависят от функций φ1,

φ2, W (x), ei(k‖,x‖) и приведены в доказательстве теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Применим к уравнению Шрёдингера (H0(k‖) + Vs − E)ψ(x) =
= −ǫW (x)ψ(x) оператор Rs(k‖, E), при условии, что ∆ 6= 0. В полученном уравнении

ψ(x) = −ǫRs(k‖, E)W (x)ψ(x)

перейдем к новой функции φ(x) =
√
W (x)ψ(x) из класса L2(Ω). В уравнении

φ(x) = −ǫ
√
W (x)Rs(E)

√
W (x)φ(x) (2.10)

оператор в правой части аналитически зависит от k3 6= 0 в окрестности нуля. Определение
уровня эквивалентно существованию ненулевого решения уравнения (2.10), а в силу аналити-
ческой теоремы Фредгольма это определение эквивалентно существованию полюса оператора

(1 + ǫ
√
W (x)Rs(k‖, E)

√
W (x))−1.

Из теоремы 3.11 [23] данное определение соответствует существованию ненулевого решения
уравнения

ψ(x) = −
∫

Ω
G0(x, y, k)V (y)ψ(y) dy

Таким образом, в случае Im k3 < 0 (тогда в силу (1.2) G0 экспоненциально возрастает) при-
веденное определение отвечает пониманию резонанса, указанному во введении. Кроме того,
формула

(1 + ǫ
√
WRs(k‖, E)

√
W )−1 = 1− ǫ

√
WR(k‖, E)

√
W,

вытекающая из резольвентного тождества (см., например, [26]), говорит о том, что данное
определение резонанса также эквивалентно и трактовке резонанса как полюса резольвенты
(см. [9]).

В рассматриваемом случае уровнем, ввиду (2.4), является такое k3 6= 0 из комплексной
окрестности нуля (и соответствующее E = k2), для которого существует ненулевое решение
в L2(Ω) уравнения

φ(x) = −ǫ
∫

Ω

√
W (x)G0(x, y, k)

√
W (y)φ(y) dy +
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+ λ1ǫ
∆1(φ)

∆

∫

Ω

√
W (x)G0(x, y, k)φ1(y) dy + λ2ǫ

∆2(φ)

∆

∫

Ω

√
W (x)G0(x, y, k)φ2(y) dy, (2.11)

где φ(x) =
√
W (x)ψ(x) ∈ L2(Ω).

Перейдем далее от функций φi(x) к функциям
√
W (x)φi(x), i = 1, 2. Используя представ-

ление (1.3) ядра оператора R0(k‖, E), уравнение (2.11) запишем в виде

φ(x) =
ǫ

2ik3

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)φ(y) dy − ǫ

∫

Ω

√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y)φ(y) dy +

+ λ1ǫ
∆1(φ)

∆

(
−

∫

Ω

√
W (x)

ei(k‖,x‖−y‖)

2ik3

√
W (y)φ1(y) dy +

+

∫

Ω

√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y)φ1(y) dy

)
+

+ λ2ǫ
∆2(φ)

∆

(
−

∫

Ω

√
W (x)

ei(k‖,x‖−y‖)

2ik3

√
W (y)φ2(y) dy +

+

∫

Ω

√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y)φ2(y) dy

)
. (2.12)

Определим операторнозначную функцию L(k) равенством

L(k)φ(x) = −
∫

Ω

√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y)φ(y) dy +

+ λ1
∆1(φ)

∆

∫

Ω

√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y)φ1(y) dy +

+ λ2
∆2(φ)

∆

∫

Ω

√
W (x)G(1)(x, y, k)

√
W (y)φ2(y) dy. (2.13)

В силу сказанного о функции G(1)(x, y, k) во введении и после умножения числителя и знаме-

нателя выражений
∆1(φ)

∆
и
∆2(φ)

∆
на k23, функция L(k) является аналитической в окрестности

нуля со значениями в множестве компактных операторов. Введем новую неизвестную функцию

Θ(x) = (1− ǫL(k))φ(x).

При условии, что |ǫ| < 1/‖L(k)‖, оператор (1 − ǫL(k))−1 существует. С учетом сказанного
и равенства (2.13) уравнение (2.12) примет вид

(1− ǫL(k))φ(x) =
ǫ

2ik3

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)φ(y) dy −

− λ1ǫ

2ik3

∆1(φ)

∆

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)φ1(y) dy −

− λ2ǫ

2ik3

∆2(φ)

∆

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)φ2(y) dy.

После перехода к новой функции Θ(x) получим

Θ(x) =
ǫ

2ik3

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)(1− ǫL(k))−1Θ(y) dy −

− λ1ǫ

2ik3

∆1((1− ǫL(k))−1Θ(y))

∆

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)φ1(y) dy −

− λ2ǫ

2ik3

∆2((1− ǫL(k))−1Θ(y))

∆

∫

Ω

√
W (x)ei(k‖,x‖−y‖)

√
W (y)φ2(y) dy.
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После вынесения общего множителя за скобки это уравнение выглядит следующим образом:

Θ(x) =
ǫ

2ik3
ei(k‖,x‖)

√
W (x)

(∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)(1− ǫL(k))−1Θ(y) dy −

− λ1
∆1((1 − ǫL(k))−1Θ(y))

∆

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ1(y) dy −

− λ2
∆2((1− ǫL(k))−1Θ(y))

∆

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ2(y) dy

)
. (2.14)

Из этого уравнения видно, что функция Θ(x) представима в виде Θ(x) = C
√
W (x)ei(k‖,x‖), где

C = const 6= 0. Подставляя данное выражение в (2.14), получим после сокращения

k3 =
ǫ

2i

(∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)(1− ǫL(k))−1ei(k‖,y‖)

√
W (y) dy −

− λ1
∆1((1− ǫL(k))−1ei(k‖,y‖)

√
W (y))

∆

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ1(y) dy −

− λ2
∆2((1− ǫL(k))−1ei(k‖,y‖)

√
W (y))

∆

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ2(y) dy

)
(2.15)

или

k3 = ǫF (k3), (2.16)

где F (k3) есть правая часть уравнения (2.15). Таким образом, существование уровня опера-
тора H эквивалентно существованию решения уравнения (2.16) в окрестности точки k3 = 0.
В силу малости ǫ отображение ǫF (k) переводит некоторую окрестность нуля в себя и функ-
ция F (k) является аналитической в окрестности точки k3 = 0 (следует из векторнозначного
варианта теоремы Вейерштрасса об аналитичности равномерно сходящегося ряда, составлен-
ного из аналитических функций) (см. доказательство в одномерном случае [24]). Таким об-
разом, к уравнению (2.16) применим принцип сжимающих отображений, из которого следуют
существование и единственность решения этого уравнения в окрестности нуля. Для раскрытия

неопределенностей вида
0

0
в правой части (2.15) представим

G0(x, y, k) = −e
i(k‖,x‖−y‖)

2ik3
eik3|x3−y3| +G1(x− y, k) =

= −e
i(k‖,x‖−y‖)

2ik3
(1 + ik3 | x3 − y3 | +o(k3)) +G1(x− y, k) =

= −e
i(k‖,x‖−y‖)

2ik3
− | x3 − y3 |

2
ei(k‖,x‖−y‖) +O(k3) +G1(x− y, k). (2.17)

Тогда с учетом (2.17) и принятых обозначений (2.5), (2.6) и (2.7) имеем

k23∆ =

(
k3 + λ1

( ∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ1 dy,

√
Wφ1

))
×

×
(
k3 + λ2

(∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ2 dy,

√
Wφ2

))
−

− λ1λ2

(∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ1 dy,

√
Wφ2(x)

)
×

×
( ∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ2 dy,

√
Wφ1

)
.
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После раскрытия скобок и сокращения получим

k23∆ =
k3
2i

(
− λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy −

− λ1

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy −

− λ1λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy −

− λ1λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy

)
+O(k23) =

=
k3
2i
t(φ1, φ2, k‖) +O(k23), (2.18)

где t(φ1, φ2, k‖) — функция, не зависящая от k3.
Аналогично с учетом (2.5), (2.6) и (2.8) рассмотрим

k23∆1(φ) =
(∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφdy,

√
Wφ1

)
×

×
(
k3 + λ2

(∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ2 dy,

√
Wφ2

))
−

− λ2

( ∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφdy,

√
Wφ2

)
×

×
( ∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ2 dy,

√
Wφ1

)
=

=
k3
2i

(
−
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy −

− λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy −

− λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ2 dx dy +

+ λ2

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ2

√
Wφ1 dx dy +

+ λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ2

√
Wφ1 dx dy

)
+O(k23) =

=
k3
2i
f(φ) +O(k23),

где φ = (1 − ǫL(k))−1Θ(x) и Θ(x) = C
√
W (x)ei(k‖,x‖). Тогда после разложения оператора

(1− L(k))−1 получим

k23∆1(φ) =
k3
2i
f((1− ǫL(k))−1ei(k‖,x‖)

√
W (x)) +O(k23) =

=
k3
2i
f(ei(k‖,x‖)

√
W (x)) +O(k23). (2.19)

Здесь функция f(ei(k‖,x‖)
√
W (x)) не зависит от k3.

Наконец, используя (2.5), (2.6) и (2.9), получим

k23∆2(φ) =
(∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφdy,

√
Wφ2

)
×
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×
(
k3 + λ2

(∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ1 dy,

√
Wφ1

))
−

− λ1

( ∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφdy,

√
Wφ1

)
×

×
( ∫

Ω

(
− ei(k‖,x‖−y‖)

2i
+ k3q(x, y, k‖) +O(k23)

)√
Wφ1 dy,

√
Wφ2

)
=

=
k3
2i

(
−
∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy −

− λ1

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy −

− λ2

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ2 dx dy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ1 dx dy +

+ λ1

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dx dy

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ1

√
Wφ2 dx dy +

+ λ1

∫∫

Ω2

q(x, y, k‖)
√
Wφ

√
Wφ1 dxdy

∫∫

Ω2

ei(k‖,x‖−y‖)
√
Wφ1

√
Wφ2 dx dy

)
+O(k23) =

=
k3
2i
g(φ) +O(k23).

Аналогично рассмотрению k23∆1(φ) получим

k23∆2(φ) =
k3
2i
g(ei(k‖ ,x‖)

√
W (x)) +O(k23), (2.20)

где (ei(k‖,x‖)
√
W (x)) также не зависит от k3.

Таким образом, с учетом обозначений (2.18), (2.19), (2.20) уравнение (2.15) примет вид

k3 =
ǫ

2i

(∫

Ω
W (y) dy − λ1

f(ei(k‖,x‖)
√
W (x)) +O(k23)

t(φ1, φ2, k‖) +O(k3)
×

×
∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ1(y) dy − λ2

g(ei(k‖ ,x‖)
√
W (x)) +O(k23)

t(φ1, φ2, k‖) +O(k3)
×

×
∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ2(y) dy

)
.

Положим

K =
1

2i

(∫

Ω
W (y) dy − λ1f(e

i(k‖,x‖)
√
W (x))

t(φ1, φ2, k‖)

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ1(y) dy +

+
λ2g(e

i(k‖ ,x‖)
√
W (x))

t(φ1, φ2, k‖)

∫

Ω
e−i(k‖,y‖)

√
W (y)φ2(y) dy

)
.

Тогда

k3 = Kǫ+ ǫO(k3) = ǫK +O(ǫ2) = ǫF (k3), (2.21)

где F (k3) = K+O(ǫ). Существование и единственность решения уравнения (2.21) в окрестности
нуля вытекают из принципа сжимающих отображений, так как в силу малости ǫ отображение
ǫF (k3) переводит круг S = {|k3| < δ} в себя, а в силу аналитичности F (k3) в круге S име-
ем |ǫF ′(k3)| 6 q < 1. Таким образом, к отображению F (k3) применим принцип сжимающих
отображений. Теорема доказана. �
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2. Mera H., Pedersen T.G., Nikolić B.K. Nonperturbative quantum physics from low-order perturbation
theory // Physical Review Letters. 2015. Vol. 115. Issue 14. 143001.
DOI: 10.1103/PhysRevLett.115.143001

3. Cornean H.D., Jensen A., Nenciu G. Metastable states when the Fermi Golden Rule constant vanishes //
Communications in Mathematical Physics. 2015. Vol. 334. Issue 3. P. 1189–1218.
DOI: 10.1007/s00220-014-2127-5

4. Bourget O., Cortés V.H., del Rı́o R., Fernández C. Resonances under rank one perturbations // Journal
of Mathematical Physics. 2017. Vol. 58. No. 9. 093502. DOI: 10.1063/1.4989882

5. Hinchcliffe J., Strauss M. Spectral enclosure and superconvergence for eigenvalues in gaps // Integral
Equations and Operator Theory. 2016. Vol. 84. Issue 1. P. 1–32. DOI: 10.1007/s00020-015-2247-0

6. Ландау Л.Д., Лифшиц Е.М. Квантовая механика. Нерелятивистская теория. М.: Физматгиз, 1963.
702 с.

7. Фаддеев Л.Д., Якубовский О.А. Лекции по квантовой механике для студентов-математиков. Л.:
Изд-во Ленингр. ун-та, 1980. 200 с.

8. Хейне В., Коэн М., Уэйр Д. Теория псевдопотенциала. М.: Мир, 1973. 558 с.
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We consider a three-dimensional Schrödinger operator for a crystal film with a nonlocal potential, which is
a sum of an operator of multiplication by a function, and an operator of rank two (“separable potential”)
of the form V = W (x) + λ1(·, φ1)φ1 + λ2(·, φ2)φ2. Here the function W (x) decreases exponentially in the
variable x3, the functions φ1(x), φ2(x) are linearly independent, of Bloch type in the variables x1, x2 and
exponentially decreasing in the variable x3. Potentials of this type appear in the pseudopotential theory. A
level of the Schrödinger operator is its eigenvalue or resonance. The existence and uniqueness of the level of
this operator near zero is proved, and its asymptotics is obtained.
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