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������� �������� �� �! "!#!$ #��!%��� ��&��'��()��' &�# #*+ (!%�' �!"*�$��' ���,
*�-���. �(��&�&!�)(+ �! %�#�*� %�*��. &�#� / �!&����+' 0��,���!�!1 2
3 � �� %�#�4�,
�!5�+' 2�673� &�*8$!+ %����(*�.��� %�#�*� 293� *�:� (  $�)�% &��)��!*;��. ()� �) �� �!
���%�)�&��'  �!&����+' 2�3� (  $�)�% #�(���(�����' <44��)�& & �!"*�$��' ���:*�-���,
+' 2
� 
	� 

3� ��!-�% �! �!��!&*���+� (&+"!���� ( %�#�*���&!���% � (*�&�' �:=��)�& > &�,
#�'�!��*�? 2
�3 � ��$��' (�()�% 2
�6
�3� �� ���' �"��� #�-#�&�' ��)���& 2
73� #��!%���
�*�)��' %�*��"����()�' ���4�"�$�(��' ��)���& 2
93� &�*� 5 �!%� 2
�3�

@�� �!*�$�� )&��#�' ��!��5 %� �%��% &�"%�-��(); ������)���� ���(!��+ -�#��()�� �!�
#*+ <.*���&�' $�(*����' ('�%� )!� � & (* $!� *!��!�-�&! ��#'�#!� ���%��++� �!���%��� %�,
)�# %�#�4�5���&!���' &��) !*;��' ��!��$��' $!()�5 2�	3� � (* $!� �"�� �*� %���.� �(*�
&�#��. �:=��) ��*��();8 �!'�#�)(+ & ���#�*!' �!($�)��. (�)��� ���:*�%! ��!��$��'  (*�,
&�. �� ( )� �)( )()& �)� �(*� ���%��+); !*����)%� A#&�-���+ �� ( '�% #� B 2�
3� � (* $!�
���)+-����' (�()�% /&�#�'�!��*�? � ���1 ��!�)�$�(�� &(��#! �%�8)(+ ��!��5�� $���" ��)�,
��� &�#! ��() �!�) & �!($�)� 8 �:*!(); �  '�#�) �" ���� $)� )��: �) !�� �!)��. ��()!��&,
�� ��!��$��'  (*�&�. 2��� ��3� �!�:�*�� (*�-��% ��!"�&!�)(+ ��-�%� ��� ��)���% ��!��5!
A-�#��();6( '�� #��B #�()��!�) ��!��5� �!($�)��. �:*!()�� 
!�!+ (�) !5�+ �%��)(+ ���
$�(*����% �((*�#�&!��� #��!%��� ��&��'��()��' ()���& &�#�� &�"���!8?�' ��� "!)��*����
)����)����� #&�-���� %�*��#�(���(��' ��)���& &�?�()&! 2
93� �(�:���� �! (*�-��% �����%
��*;�4� 2�C3� �!���%�� & (* $!� �����&! %������,��#�� #��' ���*�#����&�' � *�#����&�'
�"����' (�()�% 2��3� �","! #�-#�&�' �(!#��& 2��3� 0'�#�!+ ���:*�%! &�"���!�) ��� �(��*;"�&!,
���  �!&����. %�*��. &�#� #*+ %�#�*���&!��+ #��!%��� !)%�(4��� 2�73� @�� ���'�-#����
&�?�()&! $���" ��!��5 ��%�%� $�(*����.  ()�.$�&�()� �!($�)! &!-��% +&*+�)(+ &���*�����
"!����& (�'�!����+ � ��()������ ���)�!-!8?�'  (*�&�. 2�93�

������ �"&�()�! ���:*�%! ���(!��+ ��()!5���!���. *����  ��"! &�#�� (&+"!��!+ ( ���:,
'�#�%�();8 �!'�#�); ������� & �:*!()� ( ��#&�-��. ��!��5�. /�!���%��� 2C��3 #*+ �!"*�$��'
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* � ��.�� x = a
�
� ����
� ���.�� Δba" ��-����, 1�	��
, �	, ��������

%�#�*�. %�*��. &�#� 2��31� � $�(*����' ��#'�#!' ��� �� ������� �(��*;" 8)(+ �!"*�$���
%�)�#� 2�	� �
3� � (* $!� #�()!)�$�� �*!#��. 4 ��5�� #�! b(x, y) %�-��  (����� �(��*;"�,
&!); ��� *+��"!5�8 2��3� �(��*;"�&!��� %�#�4�5���&!����� "!���! (�'�!����+ ��*���� �%,
� *;(! (  $�)�% �:�!"�&!��+ *��!*;��' ) �: *��)��,&�'��&�' ()� �) � & ��&��'��()��% (*��
&�#� ��"&�*+�) ��* $�);  #�&*�)&���)�*;��� (��*!(�� ( <�(����%��)!*;��%� #!���%� 2��3�
@�* $����� ��" *;)!)� !�!*�)�$�(���� �((*�#�&!��+ ������. �(��*;"�&!�� #*+ �!"�!:�)��
��&�' !�����(�%!5�. ��!�&�'  (*�&�. �! ��#&�-��. *����  ��"!� K#�!���  $�)�&!+ ����� ,
*+���. '!�!�)�� �"%�����. ��!*;���� #�! b(x, y) �! �!"*�$��' %!(�)!:!'� &�*8$!+ L/H ∼ 1
/1/L = |∇b|/b� H > �* :��! -�#��()�1� &�"���!�) ���:'�#�%�(); ()���); :�*�� (*�-��� !*��,
��)%�� (��5�!*;�� ���#�!"�!$����� #*+ %�#�*���&!��+ #��!%�$�(��. ��!��5� A-�#��();6
( '�� #��B 2�C3�

��#�*�% (�) !5��� )��: 8?�� !�� �!)��. ��()!��&�� ��!��$��'  (*�&�.L 
1 -�#��();
(&�:�#�� ���'�#�) $���" ��!��5 & #����)�$�(��% ��-�%�M �1 &:*�"� (&�:�#��. ��!��5� �%�,
8)(+  $!()�� (�*;�� ���#����#���� ��*;�4!M �1 &�"���!�) ��)�� -�#��()� &� )�; �!($�)��.
�:*!()�M C1 ����('�#+) ( ?�()&���� ��()!5���!���� ���5�((� &:*�"� ��!��5��

N�*;8 #!���. �!:�)� +&*+�)(+ �((*�#�&!��� &*�+��+ �!"*�$��' ��!��$��'  (*�&�. &
$�(*����. %�#�*� %�*��. &�#� �! ()� �) � � (*�&��� ��)��!�

� �� ��� ��!� "#$�����% � &� '�(#�% )$�$*�

�!((%�)��% �#��%��� 8 %�#�*; �! �(��&� (�()�%�  �!&����. %�*��. &�#� (  $�)�% (�*�
���#������ )����+ 2��� ��� �73L

∂H

∂t
+

∂q

∂x
= 0, /
�
1

∂q

∂t
+

∂(qu)

∂x
= −gH

∂η

∂x
−H

λ

2
u|u|, /
��1

�#� H > )�*?��! (*�+ -�#��()�� q = Hu > �!('�# -�#��()�� u = q/H > (����(); ��)��!�
g = 9.81%O(2 >  (������� (&�:�#���� �!#���+� η = H + b >  ��&��; (&�:�#��. ��&��'��,
()� &�#�� b(x) > 4 ��5�+ #�!� λ = 2gn2

M/H4/3 > &�*�$��! ��#�!&*�$�(���� (����)�&*���+�
"!&�(+?!+ �) ��<44�5���)! )����+ �� �!����� nM � � �!$�()&� :!"�&��� "�!$���+ ���%�%
nM = 0.02 (O%1/3� '!�!�)����� #*+ � (*! ��*�� & %�-��; 2��6�73� �� ���!��$�%(+ �!((%�),
�����% 
P,%�#�*� ��� ��()�+���' "�!$���+' �*�?!#� ������$���� (�$���+ A � (%�$������
����%�)�! P � �$�) "!&�(�%�()�. A(x)� P (x) )��: �) �:�:?����. 4��%� "!��(� #*+ λ 2��3�

�! ��( ��� 
 �"�:�!-��! ���%�)��+ :!"�&�. %�#�*�� Q ��5�8 ��*;�4! #�! ���#()!&�%
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b̃(x)

b0

0

xb − Lb xb xb + Lb

x
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���� +� @��4�*� *��!*;��' (�%%�)��$��' ���#����#��()�. #�!

& &�#�

b(x) = − tan(α)x + b̃(x), /
��1

�#� α � tan(α) = (b(0) − b(a))/a > (��#��.  ��* �!�*��! ��*;�4! #�!� ���&�#+?�. � &�",
�����&���8 � (*�&��� )�$���+ & "!#!���% �!��!&*����� �*+ ��#��*���$�(��' ���*�-���.�
(&+"!���' ( �!&�����%� ��$��%� (�()�%!%� � ��&��'��()��%� ()��!%�� & �!$�()&� )���$,
��' "�!$���. &�:���% a = 50�% � tan(α) = 0.1%O�%� �:*�"� ��!��5 & "��!' 0 � x � xd1
� xd2 � x � a ($�)!�% #�� �*�(��% (  �*�% �!�*��! α� ! %�-# )�$�!%� xd1 � xd2 �!"%�()�%
�!"*�$��� *��!*;��� ���#����#��()� #�! b̃(x)� "!#!&!+ �' & &�#� !�!*�)�$�(��' 4 ��5�.L
� :�$�(���� (�*!.�!

b̃(x) = b0

⎧⎨
⎩

1− 6x 2(1− x), 0 � x � 0.5;
2 (1 − x)3, 0.5 � x � 1;
0, 1 � x;

/
�C1

�!�!:�*�$�(���� � )�� ��*;���� ���4�*�.

b̃(x) = b0

{
1− x k, 0 � x � 1;
0, 1 � x;

/
��1

�#� x = |x − xb|/Lb� xb > ��*�-���� 5��)�! ���4�*+ *��!*;��. ���#����#��()� #�!� Lb >
��* �����! ���4�*+M ��� k = 2 & /
��1 �%��% �!�!:�*�$�(��. ���4�*;� ! k = 1 (��)&�),
()& �) )�� ��*;��% ���4�*8 /��(� �1� �!:���% *��!*;��' ���#����#��()�. &�#! /
�C1� /
��1
( �!"*�$��%� "�!$���+%� �!�!%�)��& xb� b0 � Lb %�-�� %�#�*���&!); #�()!)�$�� (*�-��.
���#����#��. ��*;�4 #�!�

� +� 
��,���!- '�( � � &#$��*�!� "�, ��%

�*+ ��)������&!��+  �!&����. /
�
1 � /
��1 &�(��*;" �%(+ *!��!�-�&�,<.*���&�. $�(*��,
��. ('�%�. R^Z_,\`P 2�C��7��93� �!��!+ $�(*���!+ ('�%! +&*+�)(+ '����� (:!*!�(���&!���.�
���(��&!)�&��.� ��"&�*+�) (�&�"��% �:�!"�% �!(($�)�&!); #��!%�� &�#� �! ���#����#��%
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�� 
� ��� ���� �

��*;�4� #�!� (�#��-!?�% �"*�%� � (�!$��� ! )!�-� %�#�*���&!); ��#��#��!%�$�(��� )�$�,
��+ �! ��!*�()�$��% ����� *+���% ��*;�4� ��� �!*�$�� & �!($�)��. �:*!()� ��()!5���!���'
��!��5 A-�#��();6( '�� #��B � &�#��!#�&�

a�(*����� ������� : #�% ()���); �! ���()�!�()&����,&��%����. (�)�� xi = (i − 0.5)h
/i = −1, N + 21 � tn+1 = tn + τn /n = 0, tmax1� �#� h = a/N > ���()�!�()&����. �!�� N >
��*�$�()&� +$��� & �!($�)��. �:*!()�� τn > &��%����. �!� ��)������&!��+� ����#�*+�%�.
�"  (*�&�+  ()�.$�&�()� R^Z_,\`P6('�%� 2�C� �73� ��*�$��� H, q, u� &'�#+?�� &  �!&����+
/
�
1 � /
��1� ��� $�(*����% ��)������&!��� ����#�*+8)(+ &  "*!' ���()�!�()&����,&��%����.
(�)�� Hn

i , q
n
i u

n
i � @�(��*;� R^Z_,\`P6%�)�# �(��&!� �! �+)�)�$�$��. ���()�!�()&����. !�,

����(�%!5��� )� +$�.�� ( ��#��(!%� i = −1, 0, N +1, N +2 �)��(+)(+ � A4��)�&��%B +$�.�!%
� #*+ ����#�*���+ "�!$���. &�*�$�� H, q, u & <)�' +$�.�!' ���:'�#�%� "!#!); #���*��)�*;,
���  (*�&�+ �! ��!��5!' �!($�)��. �:*!()�� �" )��' &�*�$�� H, q, u )�*;�� #&� +&*+8)(+
��"!&�(�%�%��

�! *�&�. ��!��5� x = 0 �!�*����. ��&��'��()� b(x) : #�% "!#!&!); ���)��*�� �%�. &)��
&�#� ( �!('�#�% q(x = 0, t) = Q(t)L

qn0−j = Q(tn), Hn
0−j = 2Hn

1−j −Hn
2−j , j = 0, 1. /��
1

a���" ��!& 8 ��!��5 �!($�)��. (�)�� x = a (*�# �) ������)�� "!#!&!); ���5�(( ���'�-#���+
��)��! &�#�� $)�:�  (*�&�+ �! ��!��5� & �!�%��;��. ()����� &*�+*� �! ������� & �(��&��.
$!()� �!($�)��. �:*!()�� �!((%�)��% �!"*�$��� ��!��$���  (*�&�+ � �((*�# �%� �!� ���
&*�+8) �! '!�!�)�� )�$���+ u(x, t)� H(x, t)�

�� . ��!� &#$��*�!� "�, ��%

b�!$���+ �!�!%�)��& ��)��! & 4��)�&��' +$�.�!' %�� ) :�); ����#�*��� ��(��#()&�%
� (�$��,��()�+���. !�����(�%!5��

Hn
N+1+j = Hn

N+j, unN+1+j = unN+j , j = 0, 1, /���1

�*� � (�$��,*���.��. !�����(�%!5��

Hn
N+1+j = 2Hn

N+j −Hn
N−1+j, unN+1+j = 2unN+j − unN−1+j , j = 0, 1. /���1

� (��)������+' /���1 � /���1 &%�()� H �*� u %�-�� )!�-� �(��*;"�&!); !�����(�%!5�8 &�*�,
$��� �!('�#! q = Hu�

c�!��$���  (*�&�+ /���1 � /���1 %�-�� �(��*;"�&!); )�*;�� ��� (&��'���)�$�(��% ��-�,
%� )�$���+ ( $�(*�% Q� #! Fr = u/

√
gH > 1� @�� #����)�$�(��% ��-�%� )�$���+ Fr < 1

#!����  (*�&�+ %�� ) ��!"�&!); (�*;��� &*�+��� �! ()� �) � ��()!5���!����� ��)��! �","!
��)��(�&���� �)�!-���+ &�*� �) ��!��5� �!($�)��. �:*!()�� ! & (* $!� �!*�$�+ �! ��!��5�
*��!*;��' ���#����#��()�. /�)�*�����+ �) �*�(���� �!�*������ ���4�*+1 ()!��&+)(+ $�(,
*���� �� ()�.$�&�%��

�*+ �:�(��$���+  ()�.$�&�()� ��!��$��'  (*�&�. �  %��;����+ &*�+��+ ��!��5 �! #�,
�!%�� ��)��! & (* $!� Fr < 1 ���%��+8) ��&!��!�)� ��%!�! 2��� ��� �	� ��6C
3� @�� )!��%
��#'�#� �#�! �" &�*�$�� H �*� u "!#!�)(+� ! #� �!+ ����#�*+�)(+ �"  (*�&�+ ��()�+�()&! ��,
&!��!�)�& ��%!�! u± 2

√
gH (*�&! � (��!&! �) ��!��5�� @ ();� �!���%��� "�!$���� H & 4��,

)�&��' +$�.�!' "!#!��� )��#! #*+ u �%��%

unN+1+j = unN+j ± 2
√
g
(√

Hn
N+j −

√
Hn

N+1+j

)
, j = 0, 1. /��C1

��!*���$��� �(*� "!#!�� u� )� #*+ H &���*�+�)(+

Hn
N+1+j =

(√
Hn

N+j ±
unN+j − unN+1+j

2
√
g

)2

, j = 0, 1. /���1
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�������� �	
�� 
� ��� ���� �

b�!� A+B & (��)������+' /��C1 � /���1 (��)&�)()& �) &�)��!8?�% ��)�� � ! "�!� A−B >
&)��!8?�% �

K(��&�!+ ���:*�%! �(��*;"�&!��+ ��!��$��'  (*�&�. /��C1 � /���1 (&+"!�! ( "!#!���% �#,
��. �" &�*�$�� H �*� u �! �(��&� #���*��)�*;��' (��)������.� "!&�(+?�' �) ������)��.
��()!��&�� "!#!$�� ()� �) �� )�$���+ � ��*;�4! %�()��()�� �!((%�)��% ����)���� &!��!�)�
����#�*���+ &�*�$��� H & 4��)�&��' +$�.�!' #*+  (*�&�+ /��C1L

Hn
N+1+j = Hn

N+j + bN+j − bN+1+j − tan(αη)h , j = 0, 1 , /���1

�#� αη > (&�:�#��. �!�!%�)�� '!�!�)���" 8?�.  ��* �!�*��!  ��&�+ &�#� η �! ��!&�.
��!��5� �!($�)��. �:*!()�� b�!$���� αη "!&�(�) �) ���4�*+ ��*;�4! #�! & ����()��()�
��!��5� � &�:��!�)(+ )!��% �:�!"�%� $)�:� �:�(��$�);  ()�.$�&�(); ��!��$��'  (*�&�.
� %���%�"���&!); &*�+��� ��!��5� �! $�(*����� �������� 
!�� �!���%��� #*+ �*�(���� #�!
bN+j − bN+1+j = tan(α)h /(%� ��(� 
1 %�-�� ����+); αη = α� � <)�% (* $!�  (*�&�� /���1 : ,
#�) (��)&�)()&�&!);  (*�&�8 #*+ H & (��)������� /���1� @�� �!*�$�� �! ��!��5� *��!*;��'
���#����#��()�. #�! b̃(x) #*+ � (*�&��� )�$���+ ���:'�#�%� &�:��!); αη � α�

�� ��% ��#'�#�%� (��(�:��% �:�(��$�);  ()�.$�&�(); ��!��$��'  (*�&�. /��C16/���1� +&,
*+�)(+ %�#�4��!5�+ ��*;�4! #�! & ����()��()� ��!��5�

bN+1+j = bN+j − tan(α̃)h, j = 0, 1,

�#� α̃ > (&�:�#��. �!�!%�)�� '!�!�)���" 8?�.  ��* �!�*��! #�! �! ��!&�. ��!��5� �!($�)��.
�:*!()�� 
!��. ��#'�# )��: �) (�*;��' �"%�����. ��*;�4! #*+ #& %����' )�$���. &:*�"�
��!��5�

c�!��$���  (*�&�+ /���1 : #�% �!"�&!);  (*�&�+%� )��! d� ! ( ���%������% ��&!��!�)�&
��%!�! >  (*�&�+%� )��! dd�


#$��*�!� "�, ��% (�/$ 0/ &, 1����2

�!�:�*�� ���()�% ��!��$��%  (*�&��%� �:�(��$�&!8?�%  ()�.$�&�. �!($�) � �(�*8$!,
8?�% ��������&���� -�#��()� & �!($�)� 8 �:*!(); $���" ��!& 8 ��!��5 � +&*+�)(+  (*�&��
)��! A���*�?����BL

Hn
N+j = 0, unN+j = 0, j = 1, 2. /��71

c�!��$���  (*�&�+ )��! A���*�?����B /��71 (��)&�)()& 8) �!*�$�8 &�#��!#! & )�$�� x = a
/(%� ��(� 
1� �(*� &���*�+�)(+  (*�&�� Hn

N+j < Δba� )� )�$���� & �:*!()� x > a �� ��!"�&!�)
&*�+��+ �! ������� #� &�#��!#!�

��-� �!((%�)��% &����( � ���%���%�()� � &*�+��� �! #��!%�� )�$���+ ��!��$��'  (*�,
&�. )��! A���*�?����B /)�� ddd1� � ���#�*;��% (* $!� αη → π/2 ��* $!�% ����'�# �  (*�&�8
/��71 (  $�)�% H � 0�

� 3� �,�%��� &#$��*�!4 "�, ��- �$ �($5� �$#�!- / ( 6

7 *� � #�8����

@�� ()!5���!���% )�$���� ∂H/∂t ≡ ∂q/∂t ≡ 0  �!&����+ /
�
1 � /
��1 �����%!8) &�#

dq

dx
= 0 �*� q = V[YWF, /��
1

d

dx

(
u2

2
+ gη

)
= −λ

2
u|u|. /���1

b!%�)�%� $)� &�*�$��! u2/2 + gη & /���1 +&*+�)(+ ��()�+���. ��)���!*! e��� **� � ��# #�.,
()&��% (�* ���#������ )����+ �"%��+�)(+ &#�*; *���. )��! �","! #�((��!5�� <������ ��)��!�



C	� 
��� �;+����&!� 0�0� ��!��&� ���� �����(��&

�������� �	
�� 
� ��� ���� �

0  $�)�% /
��1� /��
1 � &��!-���+ #*+ ��<44�5���)! ��#�!&*�$�(���� (����)�&*���+ λ
 �!&����� /���1 %�-�) :�); ���#()!&*��� & &�#�

dH

dx
=

− db̃

dx
+ tan(α)

[
1− (H∗/H)10/3

]
1− Fr2

, /���1

�#� H∗ =

(
q2n2

M

tan(α)

)3/10

� Fr > $�(*� Q� #! /Fr = u/
√
gH1� @�� ()!5���!���% )�$���� �!

�*�(��% �!�*����% #�� ( α = V[YWF � nM = V[YWF �������%  �!&����+ /���1 +&*+�)(+ H(x) =

= H∗ = V[YWF� � & <)�% (* $!� #*+ $�(*! Q� #! �%��% Fr∗ =
q√
gH3∗

=
q1/10 tan9/20(α)

g1/2n
9/10
M

�

@�#$�����%� $)�  �!&����� /���1 %�-�� �(��*;"�&!); #*+ ��()�����+ ()!5���!���' ����,
��. )�*;�� #*+ �*!#��' 4 ��5�. b̃ � & �)( )()&�� ���)�$�(��' )�$�� Fr = 1�

��-� ���!��$�%(+ �!((%�)�����% ������. /���1 Fr > 1� *�:� Fr < 1�
�������  �!&����+ /���1 #*+ ()!5���!����� ��)��! : #�% �!"�&!); )�$��%�� ! (��)&�),

()& 8?�� ������� (�()�%�  �!&����. /
�
1� /
��1 �! �(��&� R^Z_,\`P %�)�#! #*+  ()!��,
&�&����(+ )�$���+ /& ���#�*� t → ∞1 > $�(*����%� �*+ ��* $���+  ()!��&�&����(+ )�$�,
��+ ��� $�(*����% %�#�*���&!��� #�()!)�$�� "!#!); �! *�&�. ��!��5� ��()�+���. ���)��
-�#��()� Q = V[YWF & /��
1� � �!$�()&� :!"�&�' �!�!%�)��& & $�(*����. %�#�*� ���%�%
Q = 20 %2O(� N = 8000� �!$!*;���  (*�&�+ #*+ (�()�%�  �!&����. /
�
1� /
��1 : #�% "!,
#!&!); & &�#� ���()�!�()&����,�#����#��' �!(���#�*���. H(x, t = 0) = H∗� q(x, t = 0) = Q�

�$���+ : #�% �!"�&!);  ()!��&�&��%�(+ /()!5���!���%�1 �! &��%��!' t � ts ��� &���*,
����� maxi |Hn+1

i /Hn
i − 1| < 10−10� $)� #�()��!�)(+ & $�(*����. %�#�*� ��� ts � 100 $ #*+

&�:�!���' "�!$���. Q � a�
�! ��( ��� � �"�:�!-��� )�$��� � $�(*����� ������+ #*+ ()!5���!����� ��)��! &�#�

�! ���#����#��% #�� ��� �!"*�$��' ��-�%!' )�$���+� K)��(�)�*;��� �)�*������ $�(*������
������+ �) )�$���� �! ��)��&!*� (0; 2000) & (* $!� #����)�$�(���� )�$���+ /(%� ��(� �� �1 ��
���&��!�) 0.1% #*+ ��!��$��'  (*�&�. )��! d� ! #*+ ��!��$��'  (*�&�. )��! ddd ��������();
( ?�()&���� &�"�!()!�) #� 10% ÷ 30%� � (* $!� (&��'���)�$�(���� )�$���+ /(%� ��(� �� �1
�)��(�)�*;�!+ ��������(); & �!((%!)��&!�%�. �:*!()� �� ���&��!�) 0.01% #*+ �:��' )���&
��!��$��'  (*�&�.� 0  &�*�$����% N ��������();  %��;�!�)(+ ������5���!*;�� 1/N2� $)�
(&�#�)�*;()& �) � �&!#�!)�$��. ('�#�%�()� $�(*������ %�)�#! 2�C3� K)%�)�%� $)� $�(*�����
������+ #*+  ()!��&�&��'(+ )�$���. �! �*�(��% #�� (� (&�:�#��%� ��!��$��%�  (*�&�+%�
/���1� /���1� /��C1 � /���1 )�-#�()&���� (�&�!#!8) ( )�$��%� & ���#�*!' )�$��()� %�#�*���&!��+
10−15 /#*+ 9 :!.)�&�' $�(�*1�

� 9� �, �6 � �� 

�!((%�)��% )�$���� ( ��()�+���%  �*���% #�! &� &(�. �!($�)��. �:*!()� α = −db/dx =
= V[YWF > 0� 0�!&��% ������+ ��� �(��*;"�&!��� �!"*�$��' ��!��$��'  (*�&�.� c�!��$,
���  (*�&�+ ��� �(��*;"�&!��� ��&!��!�)�& ��%!�! /��C1 � *���.��. !�����(�%!5�� /���1
(�&�!#!8) #*+ &(�. �!($�)��. �:*!()� /��(� C� �1�

�*+ �*!#���� #�! &*�+��� ��!��$����  (*�&�+ )��! ���*�?���+ /��71 ���()��!�)(+ �! #�,
(+)�� ��*�%�)��& &��� �� )�$���8 /(%� ��(� C� �1� @��  #!*���� �) ��!&�. ��!��5� �!"��();
η(I)−η(III)  %��;�!�)(+ #�()!)�$�� %�#*����� � #!-� �! �!(()�+��� �	 �% �!"*�$�� (�()!&*+�)
���*� 
 %�)�! /� 10f1�

�!�;���&!���  �*!  �*��! α & ���#�*!' �) 0.04%O�% /(* $!. ���� K:;1 #� 4%O�% /(* ,
$!. ���� 
����1 � ��<44�5���)! ����'�&!)�()� & ���#�*!' nM = 0 ÷ 0.1 (�'�!�+�) #!���.
��" *;)!)�
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�������� �	
�� 
� ��� ���� �

� :� �� � , 6$,;�!'� �� �� # �� �(%'�

���#����#��()� #�! : #�% �!(��*!�!); & �:*!()� 1/2 < x/a � 1� ! �! �#����#��% #��
0 � x/a < 1/2 : #�% �!(($�)�&!); �)��(�)�*;� 8 ��)���!*;� 8 �!"��5 %�-# ������+%�

ε =
2

a

∫ a/2

0

∣∣η(I) − η(III)
∣∣

η(I)
dx . /��
1

�!((%�)��% &*�+��� �#���$��' ����+)()&�. /��(� C� �� �1 � (*�-��' ���#����#��()�.
#�! /��(� C� �1 �! ()!5���!���� ������+ ( �(��*;"�&!���% �!"*�$��' ��!��$��'  (*�&�.�
���!��$�&��(; #�()!)�$�� �� ���%!(�)!:��%� ���#����#��()+%� ( �)��(�)�*;��. &�(�)�.
b0/H � 0.1÷ 0.7 � ����"��)!*;��. ��!*�. Lb � (10÷ 400)H 	 H� ���#����#��(); #�! %�-�)
( ?�()&���� �"%��+); ()� �) � ��)��! &��� �� )�$���8� @�+&*���� "��� (&��'���)�$�(����
)�$���+ Fr > 1 � ��#�!&*�$�(���� (�!$�! �!$�()&���� �"%��+8) (�) !5�8 &��� �� )�$���8
/��(� C� �1� �#� ������+ η(III)(x) � η(I)(x) ��!�)�$�(�� (�&�!#!8)� 0 ?�()& �) �!:�� �!�!%�),
��&� '!�!�)���" 8?�' *��!*;��� ���#����#��()� #�!� �:�(��$�&!8?�� &�"�����&���� (&��',
���)�$�(��. "��� /Fr > 11� �� &(�' (* $!+' ��-� �� )�$���8 �) "��� ���#����#��()� #�!
�!"��();

∣∣η(I) − η(III)
∣∣ &�*��! /(%� �:*!(); x = 40650�% �! ��(� C� �� �1� � &��� �� )�$���8 �)

<)�' ���#����#��()�. &�*�$��!
∣∣η(I) − η(III)

∣∣  %��;�!�)(+ � & (* $!� #����)�$�(���� )�$���+
/��(� C� �� �1� @��$�% :�*�� (*�-��. '!�!�)�� ���#����#���� ��*;�4! ( ?�()&���� �(*!:*+�)
&*�+��� ��!��$��'  (*�&�. &��� �� )�$���8 /��(� C� �1� ��(� C� � �!�*+#�� #�%��()��� �)
 %��;����� &*�+��+ ���*�?!8?�' ��!��$��'  (*�&�. ��� �!*�$�� ��(��*;��' ���#����#��,
()�. #�! #!-� :�" 4��%���&!��+ (&��'���)�$�(���� ��-�%!�

�!((%�)��% &*�+��� �!�!%�)��& b0 � Lb� '!�!�)���" 8?�' ���#����#��(); �!"*�$���� &�,
#!� �! &�*�$�� ε /��
1� �! ��( ��� � ���!"!�� "!&�(�%�()� ε(Lb)� ε(b0) #*+ )��' '!�!�)����'
4��% &�"% ?���. #�! & &�#� /
�C1 � /
��1 /(%� ��(� �1� �*+ &�:�!���' "�!$���. �!($�)��.
�:*!()� a = 50�% � &�*�$��� ()��! Q = 20%2/( /H � 10%1 �! �*!#��% #�� �%��% ε = 0.05
/(%� ��(� �� � � ���#�* b0 → 0 �! ��(� �1� @��  &�*�$���� b0 �%��%  %��;����� �!('�-#���+
%�-# ������+%�� @��$�% ��� ����#�*����' b0 4��%�� 8)(+ ���)�$�(��� )�$����� (����,
&�-#!8?�� ��"��%  %��;�����% ε /(%� �:*!(); b0 � 5% & (* $!� Lb = 1500%1� g)�) ��" *;)!)
(*!:� "!&�(�) �) 4��%� ���#����#��()�� @�� :�*;��' !%�*�) #!' b0 �!('�-#���� %�-# 
������+%� �!'�#�)(+ & ���#�*!' � 10−5 ÷ 10−4�
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The problem of choice of boundary conditions is discussed for the case of numerical integration of the shallow
water equations on a substantially irregular relief. While modeling unsteady surface water flows there is a
dynamic boundary that partitions liquid and dry bottom. The situation is complicated by the emergence
of sub- and supercritical flow regimes for the problems of seasonal floodplain flooding, flash floods, tsunami
landfalls. Analysis of the use of various methods of setting conditions for the physical quantities of liquid at
the settlement of the boundary shows the advantages of using the waterfall type conditions in the presence
of strong heterogeneities of landforms. When there is a waterfall on the border of computational domain and
heterogeneity of the relief in the vicinity of the boundary, a portion may occur which is formed by the region
of critical flow with the formation of a hydraulic jump, which greatly weakens the effect of the waterfall on
the flow pattern upstream.
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