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Данная статья продолжает цикл работ авторов, посвященных проблеме
возраста информации (Age of Information, AoI) – метрики, используе-
мой в информационных системах для количественной оценки «свеже-
сти» информации, доставляемой в центр управления от периферийных
источников. В работе рассматривается двухузловая группа передачи
информации, состоящая из узла-отправителя, узла-получателя и ка-
нала связи между ними. Процесс передачи информации моделируется
посредством однолинейной системы обслуживания конечной емкости
с распределениями фазового типа, которая в обозначениях Кендалла
кодируется как 𝑃𝐻/𝑃𝐻/1/𝑟. При этом учитываются особые условия
передачи, состоящие в том, что поступающий в систему пакет, минуя
очередь, сразу отправляется на передачу, захватывая канал у предыду-
щего пакета, если тот не завершил передачу. Пакет, передача которого
была прервана, перемещается на первое место в очереди и после осво-
бождения канала заново осуществляет попытку передачи. Для данной
системы получено выражение для преобразования Лапласа–Стилтьеса
стационарной функции распределения пикового возраста информации
и его среднего значения. Проведено численное исследование зависимо-
сти пикового возраста информации от загрузки системы. Корректность
аналитических результатов проверена путем их сравнения с результа-
тами имитационного моделирования.

Ключевые слова: возраст информации, пиковый возраст информа-
ции, система массового обслуживания, распределение фазового типа.
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Введение

Понятие «возраст информации» было введено для количественной оценки «све-
жести» знаний об удаленном объекте. В специальной литературе для обозначе-
ния этого понятия стали использовать аббревиатуру AoI от английского «Age of
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Information». Со временем это понятие превратилось в метрику, отражающую ка-
чество предоставляемых услуг, для которых фактор времени играет наиважней-
шую роль. Как правило, в системах подобного рода обмен информацией между
оконечными устройствами и центром управления обеспечивает контроль за уда-
ленными процессами и повышает их безопасность за счет эффективного исполь-
зования информации о них [1–3].

Наиболее удобным средством для исследования проблемы возраста информа-
ции является аппарат теории массового обслуживания. Перечень работ, использу-
ющих этот аппарат, можно найти, например, в [4]. Однако следует отметить, что
большинство исследователей ограничиваются простыми моделями, например, с
экспоненциальным распределением времени между моментами генерации пакетов
в узле-отправителе и экспоненциальным [5] либо детерминированным [6] распре-
делением длительности обработки информации в узле-получателе. Такие модели
позволяют получить лишь грубую оценку возраста информации, поскольку од-
нопараметрические распределения не дают возможности учесть все особенности
протоколов работы современных систем диспетчерского управления. В настоящей
работе процесс передачи информации от узла-отправителя к узлу-получателю мо-
делируется посредством системы массового обслуживания с распределениями фа-
зового типа, выбор параметров фаз которого позволяет гибко моделировать слож-
ные зависимости, возникающие в современных системах передачи данных.

Однако заметим, что авторы данной работы не являются первыми, кто решил
использовать распределения фазового типа для решения проблемы «возраста ин-
формации». Так в работе [7] передача информации моделировалась с помощью си-
стемы 𝑀/𝑃𝐻/1/1 с 𝑘 источниками, 1 ≤ 𝑘 < ∞, и с возможностью замены заявки
в очереди, поступившей от источника 𝑛, на более «свежую» заявку, поступившую
от источника 𝑚 с наперед заданной вероятностью 𝑝(𝑛,𝑚), 𝑛,𝑚 = 1, .., 𝑘.

В работе [8] передача информации моделировалась двумя способами: с помо-
щью системы 𝑃𝐻/𝑃𝐻/1/0 с вероятностным захватом прибора вновь поступающей
заявкой и системой 𝑀/𝑃𝐻/1/1 с вероятностной заменой заявки в накопителе бо-
лее «свежей» заявкой.

В данной работе мы также рассматриваем систему с захватом прибора, но с бо-
лее сложным алгоритмом функционирования системы. Усложнение состоит в том,
что в нашей системе заявка, обслуживание которой было прервано, не теряется, а
становится на первое место в очереди и затем переобслуживается.

1. Системная модель

Рассмотрим группу передачи (ГП) информации, состоящую из узла-
отправителя (УО), узла-получателя (УП) и канала связи между ними (Рис. 1).

Рис. 1: Двухузловая ГП
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Процесс передачи информации из УО в УП будем моделировать с помощью
однолинейной системы массового обслуживания (СМО) с накопителем конечной
емкости 𝑟. При этом будем полагать, что поток заявок является рекуррентным с
функцией распределения (ФР) 𝐴(𝑡) фазового типа:

𝐴(𝑡) = 1−𝛼𝑇 𝑒Λ𝑡1, 𝑡 > 0, 𝛼𝑇1 = 1,

допускающей неприводимое 𝑃𝐻–представление (𝛼,Λ) порядка 𝑙.
Длительности обслуживания заявок имеют ФР фазового типа 𝐵(𝑡):

𝐵(𝑡) = 1− 𝛽𝑇 𝑒M𝑡1, 𝑡 > 0, 𝛽𝑇1 = 1,

допускающую неприводимое 𝑃𝐻–представление (𝛽,M) порядка𝑚 и не зависящую
от длительности генерации заявок.

Дисциплина обслуживания заявок предполагает обратный порядок обслужива-
ния с захватом прибора и повторным обслуживанием прерванной заявки с тем же
распределением 𝐵(𝑡). Другими словами, каждая новая заявка обладает абсолют-
ным приоритетом, а в очередь размещаются только прерванные заявки, причем
последняя прерванная заявка помещается на первое место в очереди.

Заявка, заставшая в момент поступления накопитель занятым, покидает си-
стему и снова в нее не возвращается.

В соответствии с обозначениями Кенделла будем кодировать нашу систему как
𝑃𝐻/𝑃𝐻/1/𝑟/𝐿𝐶𝐹𝑆/𝑃𝑅𝑅, где 𝑃𝑅𝑅-аббревиатура от Premptive Resume Repetition.

2. Построение математической модели

Цель нашего исследования – найти распределение пикового возраста инфор-
мации, передаваемой из УО в УП. Как известно [9] под пиковым возрастом 𝑍𝑛−1

(𝑛− 1)-ой заявки, поступающей в систему, понимают сумму:

𝑍𝑛−1 = 𝐺𝑛 + 𝑇𝑛,

где 𝐺𝑛 – интервал времени между поступлениями (𝑛 − 1)-ой и 𝑛-ой заявки, а 𝑇𝑛

– время пребывания 𝑛-ой заявки в системе. Либо используют другой вариант:

𝑍𝑛−1 = 𝑇𝑛−1 +𝐷𝑛,

где 𝐷𝑛 – интервал времени между выходами из системы 𝑛-ой и (𝑛− 1)-ой заявки.
Оба варианта, естественно, приводят к одинаковому результату. Однако в нашем
случае порядок входа заявок в систему и порядок выхода из нее различаются.
Сам принцип функционирования направлен на то, чтобы наиболее «свежая» ин-
формация передавалась в первую очередь. В результате часть заявок передается
без прерывания, а другая часть попадает на переобслуживание. Далее заявки,
переданные без прерывания, будут называться «успешными».

Не смотря на то, что «неуспешные» заявки приходят в УП с «устаревшей»
информацией, их передача имеет смысл с точки зрения «полноты картины». Ведь
не исключена ситуация, когда в реальной технической системе из-за «увлечения
свежей информацией» могут быть пропущены важные сведения, содержащиеся в
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«неуспешных» заявках, что приведет к какому-либо сбою или катастрофе. И для
того, чтобы разобраться в произошедшем, потребуется весь архив информации.

Однако, учитывая, что главная роль отводиться все же «успешным» заявкам,
мы в дальнейшем будем исследовать распределение пикового возраста информа-
ции, передаваемой именно «успешным» заявками и для расчетов используется
второй вариант, т.е. под пиковым возрастом (𝑛− 1)-ой «успешной» заявки 𝑍𝑛−1,+

будем понимать сумму:
𝑍𝑛−1,+ = 𝑇𝑛−1,+ +𝐷𝑛,+,

где знак «+» здесь и далее является признаком «успешности», в то время как знак
«−» – «неуспешности».

Учитывая вероятностную интерпретацию распределений фазового типа, функ-
ционирование рассматриваемой системы опишем однородным марковским процес-
сом (МП) 𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0, над множеством состояний:

X = X0 +

𝑟+1⋃︁
𝑘=1

X +
𝑘 +

𝑟⋃︁
𝑘=1

X −
𝑘 ,

X0 = {(𝑖, 0), 𝑖 = 1, 𝑙},

X +
𝑘 = {(𝑖, 𝑘, 𝑗)+, 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚}, 𝑘 = 1, 𝑟 + 1,

X −
𝑘 = {(𝑖, 𝑘, 𝑗)−, 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚}, 𝑘 = 1, 𝑟.

Здесь для произвольного момента времени 𝑡 состояние (𝑖, 0) означает, что в
момент времени 𝑡 система пуста, а генерация новой заявки происходит по фазе
𝑖, 𝑖 = 1, 𝑙. Состояние (𝑖, 𝑘, 𝑗)+ означает, что в системе 𝑘 заявок, генерация новой
заявки происходит на фазе 𝑖, а обслуживание «успешной» заявки – на фазе 𝑗.
Состояние (𝑖, 𝑘, 𝑗)− отличается от предыдущего тем, что на приборе на фазе 𝑗
происходит обслуживание «неуспешной» заявки.

Все состояния МП 𝑋(𝑡) сообщаются между собой. Поэтому предельные веро-
ятности:

𝑝𝑥 = lim
𝑡→∞

𝑃{𝑋(𝑡) = 𝑥}, 𝑥 ∈ X ,

существуют, строго положительны, не зависят от начального распределения и сов-
падают со стационарными вероятностями.

Введем векторы:
p𝑇
0 = (𝑝(1, 0), ..., 𝑝(𝑙, 0)),

p𝑇
𝑘,+ = (𝑝(1, 𝑘, 1)+, ..., 𝑝(𝑙, 𝑘, 1)+, 𝑝(1, 𝑘, 2)+, ..., 𝑝(𝑙, 𝑘,𝑚)+), 𝑘 = 1, 𝑟 + 1,

p𝑇
𝑘,− = (𝑝(1, 𝑘, 1)−, ..., 𝑝(𝑙, 𝑘, 1)−, 𝑝(1, 𝑘, 2)−, ..., 𝑝(𝑙, 𝑘,𝑚)−), 𝑘 = 1, 𝑟.

Стационарные вероятности {p0;p𝑘,+, 𝑘 = 1, 𝑟 + 1;p𝑘,−, 𝑘 = 1, 𝑟} являются
единственным решением системы уравнений равновесия (СУР):

0𝑇 = p𝑇
0 Λ+ [p𝑇

1,− + p𝑇
1,+](I⊗ 𝜇), (1)

0𝑇 = p𝑇
0 (𝜆𝛼

𝑇 ⊗ 𝛽𝑇 ) + p𝑇 (Λ⊕M), (2)

0𝑇 = [p𝑇
𝑘−1,− + p𝑇

𝑘−1,+](𝜆𝛼
𝑇 ⊗ 𝛽𝑇 ) + p𝑇

𝑘,+(Λ⊕M), 𝑘 = 1, 𝑟, (3)
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0𝑇 = [p𝑇
𝑘+1,− + p𝑇

𝑘+1,+](I⊗ 𝜇𝛽𝑇 ) + p𝑇
𝑘,−(Λ⊕M), 𝑘 = 1, 𝑟 − 1, (4)

0𝑇 = p𝑇
𝑟+1,+(I⊗ 𝜇𝛽𝑇 ) + p𝑇

𝑟,−(Λ⊕M), (5)

0𝑇 = [p𝑇
𝑘,− + p𝑇

𝑘,+](𝜆𝛼
𝑇 ⊗ 𝛽𝑇 ) + p𝑇

𝑟+1,+(Λ⊕M+ 𝜆𝛼𝑇 ⊗ I) (6)

c условием нормировки

p𝑇
0 1+

𝑟+1∑︁
𝑘=1

p𝑇
𝑘,+1+

𝑟∑︁
𝑘=1

p𝑇
𝑘,−1 = 1. (7)

Здесь и далее 𝜆 = −Λ1, 𝜇 = −M1. Символы ⊗ и ⊕ означают кронекерово
произведение и кронекерову сумму матриц соответственно.

Заметим, что состояния (𝑖, 𝑟 + 1, 𝑗)−, 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚 не существует, т.к. в
системе может появиться 𝑟+1 заявка только за счет прихода новой заявки, когда
в системе уже было 𝑘 заявок. Эта новая заявка «успешная», т.к. из-за отсутствия
места в накопителе, следующая заявка войти не может, поэтому мы попадем в
одно из состояний (𝑖, 𝑟 + 1, 𝑗)+, 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚

Далее введем макросостояния:

(𝑖, 𝑘, 𝑗) =

{︃
(𝑖, 𝑘, 𝑗)+ ∪ (𝑖, 𝑘, 𝑗)−, 𝑘 = 1, 𝑟,

(𝑖, 𝑘, 𝑗)+, 𝑘 = 𝑟 + 1.

Состояние (𝑖, 𝑘, 𝑗) означает, что в системе в момент времени 𝑡 имеется 𝑘 за-
явок, генерация новой заявки происходит на фазе 𝑖, а обслуживание – на фазе 𝑗,
причем не важно, какая заявка («успешная» или «неуспешная») обслуживается
на приборе.

Обозначим через 𝑝(𝑖, 𝑘, 𝑗) стационарные вероятности введенных макросостоя-
ний и введем векторы:

p𝑇
𝑘 = (𝑝(1, 𝑘, 1); ...; 𝑝(𝑙, 𝑘, 1); 𝑝(1, 𝑘, 2); ...; 𝑝(𝑙, 𝑘,𝑚)). (8)

Из (4) и (5) с учетом того, что p𝑇
𝑟+1,+ = p𝑇

𝑟+1 получим

p𝑇
𝑘,− = p𝑇

𝑘+1(I⊗ 𝜇𝛽𝑇 )(Λ⊕M)−1, 𝑘 = 1, 𝑟. (9)

При этом невырожденность матрицы (Λ⊕M) следует из неприводимости 𝑃𝐻-
представления [10].

Очевидно, что:
p𝑇
𝑘,+ = p𝑇

𝑘 − p𝑇
𝑘,−. (10)

Следовательно, согласно (9) и (10) для определения стационарного распреде-
ления {𝑝𝑥, 𝑥 ∈ X } нет необходимости знать p𝑘, 𝑘 = 1, 𝑟 + 1.

Введем обозначения:

̃︀Λ = −(Λ⊕M)− 1𝛼𝑇 ⊗ 𝜇𝛽𝑇 ,

̃︁M = −(Λ⊕M) +Λ⊗ 1𝛽𝑇 ,̃︁̃︁M = Λ⊕M+ 𝜆𝛼𝑇 ⊗ I,
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W0 = −(Λ⊗ 𝛽𝑇 )̃︁M−1
,

W = ̃︀Λ̃︁M−1
,

W𝑟 = −(𝜆𝛼𝑇 ⊗ 1𝛽𝑇 )
̃︁̃︁M−1

,

Z = W0W
𝑟−1(W𝑟

̃︁M− ̃︀Λ)(I⊗ 1),

v = (I+

𝑟∑︁
𝑘=1

W0W
𝑘−1 +W0W

𝑟−1W𝑟)1.

Заметим, что доказательство неприводимости матриц ̃︁M и
̃︁̃︁M можно найти,

например, в [10], глава 5.
В работе [11] был разработан рекуррентный матричный алгоритм для расчета

стационарного распределения {p𝑘, 𝑘 = 0, 𝑟 + 1} и доказана следующая

Теорема 1. Стационарное распределение {p𝑘, 𝑘 = 0, 𝑟 + 1} представляется в
виде:

p𝑇
𝑘 =

{︃
p𝑇
0 W0W

𝑘−1, 𝑘 = 1, 𝑟

p𝑇
0 W0W

𝑟−1W𝑟, 𝑘 = 𝑟 + 1,
(11)

где p0 определяется как единственное решение системы уравнений

p𝑇
0 Z = 0𝑇 , (12)

p𝑇
0 v = 1. (13)

Далее, пусть 𝜏𝑘 – с.в. – интервал между выходом (𝑛−1)-ой «успешной» заявки
и началом обслуживания 𝑛-ой «успешной» заявки при условии, что в момент 𝑡0+0
выхода (𝑛− 1)-ой заявки в системе находилось 𝑘 заявок, 𝑘 = 0, 𝑟.

Пусть 𝜂𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0 + 0, 𝑡0 + 𝜏𝑘) – случайный процесс (СП), определенный на
множестве состояний

Y𝑘 =

𝑟+1⋃︁
𝑛=1

Y(𝑘,𝑛)+ +

𝑟⋃︁
𝑛=1

Y(𝑘,𝑛)− + Y(𝑘,0),

где
Y(𝑘,𝑛)+ =

{︀
(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)+ , 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚

}︀
, 𝑛 = 1, 𝑟 + 1,

Y(𝑘,𝑛)− =
{︀
(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)− , 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚

}︀
, 𝑛 = 1, 𝑟,

Y(𝑘,0) =
{︀
(𝑖)(𝑘,0), 𝑖 = 1, 𝑙

}︀
.

Кроме этого, введем макросостояния:

(𝑖)(𝑘,𝑛)+ =

𝑚⋃︁
𝑗=1

(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)+ , 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑛 = 1, 𝑘 + 1,

(𝑖)(𝑘,𝑛)− =

𝑚⋃︁
𝑗=1

(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛), 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑛 = 1, 𝑟,
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(𝑖)(𝑘,0)− = (𝑖)(𝑘,0); (·)(𝑘,0) =
𝑙⋃︁

𝑖=1

(𝑖)(𝑘,0).

Обозначим через D𝑘 – матрицу интенсивностей переходов СП 𝜂𝑘(𝑡), а через
Q𝑘(𝑡) = (𝑞𝑘𝑦,𝑧)𝑦,𝑧∈Y𝑘

– матрицу переходных вероятностей:

𝑞𝑘𝑦,𝑧(𝑡) = P{𝜏𝑘 > 𝑡, 𝜂𝑘(𝑡) = 𝑧|𝜂𝑘(0) = 𝑦}𝑦,𝑧∈Y𝑘

и вектор начального распределения

h𝑇
𝑘 = (ℎ𝑘(𝑦), 𝑦 ∈ Y𝑘),

ℎ𝑘(𝑦) = P{𝜂𝑘(0) = 𝑦}.

Далее положим:
q𝑇
𝑘 (𝑡) = h𝑇

𝑘Q𝑘(𝑡),

𝑞𝑇𝑘 (𝑡) = q𝑇
𝑘 (𝑡)1.

Заметим, что 𝑞𝑇𝑘 есть дополнение к ФР с.в. 𝜏𝑘.
Учитывая вероятностную интерпретацию 𝑃𝐻-распределения, можно утвер-

ждать, что СП 𝜂𝑘(𝑡) является поглощающим марковским процессом, для которого
выражение 𝜂𝑘(𝑡) = (𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)± означает, что в системе в момент времени 𝑡 находить-
ся 𝑛 заявок при условии, что в момент времени 𝑡0 + 0 их было 𝑘, на приборе на
фазе 𝑗 обслуживается «успешная» (состояние со знаком «+») либо «неуспешная»
(состояние со знаком «−») заявка, а генерация новой заявки происходит на фазе 𝑖.

Равенство 𝜂𝑘(𝑡) = (𝑖)(𝑘,0) означает, что в момент времени 𝑡 система пуста, а
генерация новой заявки происходит на фазе 𝑖.

Далее введем обозначения

𝑞(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)+(𝑡) = P{𝜂𝑘(𝑡) = (𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)+}, 𝑛 = 1, 𝑟 + 1,

𝑞(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)−(𝑡) = P{𝜂𝑘(𝑡) = (𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)−}, 𝑛 = 1, 𝑟,

𝑞(𝑖)(𝑘,0)(𝑡) = P{𝜂𝑘(𝑡) = (𝑖)(𝑘,0)}

и введем векторы

q𝑇
(𝑘,𝑛)+(𝑡) = (𝑞(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)+(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚), 𝑛 = 1, 𝑟 + 1,

q𝑇
(𝑘,𝑛)−(𝑡) = (𝑞(𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑛)−(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑗 = 1,𝑚), 𝑛 = 1, 𝑟,

q𝑇
(𝑘,0)(𝑡) = (𝑞(𝑖)(𝑘,0), 𝑖 = 1, 𝑙),

q𝑇
𝑘 (𝑡) =

(︁
q𝑇
(𝑘,0)(𝑡),q

𝑇
(𝑘,1)−(𝑡),q

𝑇
(𝑘,1)+(𝑡), ...,q

𝑇
(𝑘,𝑟)−(𝑡),q

𝑇
(𝑘,𝑟)+(𝑡),q

𝑇
(𝑘,𝑟+1)+(𝑡)

)︁
.

Далее заметим, что начальными состояниями МП 𝜂𝑘(𝑡) являются состояния
(𝑖)(0,0) и (𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑘)− , т.к. процесс начинает движение с того момента, когда сразу
после окончания обслуживания «успешной» заявки в системе оказывается 𝑘 за-
явок, а сам факт завершения обслуживания приводит к тому, что из накопителя
на обслуживание поступает «неуспешная» заявка, фаза обслуживания которой
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выбирается в соответствии с 𝛽, за исключением случая, когда система оказыва-
ется свободной. В свою очередь, стационарное распределение вероятностей состо-
яний (𝑖)(0,0) и (𝑖, 𝑗)(𝑘,𝑘)− для моментов времени 𝑡0 + 0 окончания обслуживания
«успешных» заявок можно определить через стационарные вероятности p𝐷(𝑖)(0,0)
и p𝐷(𝑖)(𝑘,𝑘)− соответствующих состояний ЦМ, вложенной по этим моментам в МП
𝑋(𝑡). Для подсчета этих вероятностей воспользуемся результатами [12], согласно
которым:

p𝑇
𝐷(𝑖)(𝑘,𝑘)− =

[︃
𝑟+1∑︁
𝑛=1

p𝑇
𝑛,+1

]︃−1

p𝑇
𝑘+1,+(I⊗ 1), 𝑘 = 0, 𝑟. (14)

Таким образом, для вектора начального распределения имеем:

h𝑇
𝑘 =

⎧⎪⎨⎪⎩
(p𝑇

𝐷(𝑖)(0,0); 0
𝑑0), 𝑑0 = 𝑙𝑚+ 2𝑙𝑚𝑟, 𝑘 = 0,

(0𝑑1 ;p𝑇
𝐷(𝑖)(𝑘,𝑘)− ⊗ 𝛽𝑇 ; 0𝑑2), 𝑑1 = 𝑙 + 2𝑙𝑚(𝑘 − 1),

𝑑2 = 2𝑙𝑚(𝑟 + 1− 𝑘), 𝑘 = 1, 𝑟.

Известно [10], глава 1, что для q𝑇
𝑘 (𝑡) применима система дифференциальных

уравнений Колмогорова:
𝑑

𝑑𝑡
q𝑇
𝑘 (𝑡) = q𝑇

𝑘 (𝑡)D𝑘 (15)

с начальным условием
q𝑘(0) = h𝑘. (16)

Умножая (15) на e−𝑠𝑡 и интегрируя по 𝑡 от 0 до ∞, получим:

� ∞

0

(︀
q𝑇
𝑘

)︀′
𝑡
e−𝑠𝑡𝑑𝑡 =

� ∞

0

q𝑇
𝑘 (𝑡)e

−𝑠𝑡D𝑘𝑑𝑡−

− q𝑇
𝑘 (0) + 𝑠

� ∞

0

q𝑇
𝑘 (𝑡)e

−𝑠𝑡𝑑𝑡 =

� ∞

0

q𝑘(𝑡)e
−𝑠𝑡D𝑘𝑑𝑡.

Замечая, что
�∞
0

q𝑇
𝑘 (𝑡)e

−𝑠𝑡𝑑𝑡
Δ
= q̂𝑇

𝑘 (𝑠) – преобразование Лапласа (ПЛ) q
𝑇
𝑘 (𝑡) и

учитывая (16), приходим к следующему равенству:

h𝑇
𝑘 = q̂𝑇

𝑘 (𝑠)(𝑠I−D𝑘). (17)

Поскольку матрица D𝑘 неразложима, то существует (𝑠I−D𝑘)
−1. Кроме того,

элементы D𝑘 не зависят от 𝑘, поэтому индекс 𝑘 можно опустить.
Итак, нами доказана

Теорема 2. Преобразование Лапласа стационарного дополнения ФР интервалов
времени между выходами из системы «успешной» заявки при условии, что в
момент 𝑡 − 0 ее выхода в системе имелось 𝑘 заявок, и началом обслуживания
следующей «успешной» заявки определяется выражением:

q̂𝑇
𝑘 (𝑠) = h𝑇

𝑘 (𝑠I−D𝑘)
−1. (18)

Обозначим через 𝑞𝑘(𝑠) – ПЛС плотности распределения с.в. 𝜏𝑘 (ПЛС с.в. 𝜏𝑘) и
положим 𝑞𝑘(𝑠) = q̂𝑇

𝑘 (𝑠)1. Учитывая наличие связи между 𝑞𝑘(𝑠) и 𝑞𝑘(𝑠), выражае-
мой формулой [10]:

𝑞𝑘(𝑠) = 1− 𝑠𝑞𝑘(𝑠),

получим очевидное
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Следствие 6. ПЛС интервала времени между выходом из системы «успеш-
ной» заявки при условии, что в момент 𝑡 + 0 ее выхода в системе находилось
𝑘 заявок, и началом обслуживания следующей «успешной» заявки определяется
выражением:

𝑞𝑘(𝑠) = 1− 𝑠h𝑇
𝑘 (𝑠I−D)−11. (19)

Известно [13], что начальные моменты 𝑀𝜏𝑛𝑘 порядка 𝑛 неотрицательной с.в.
(если они существуют) можно определять через ПЛ дополнения ее ФР по формуле:

𝑀𝜏𝑛𝑘 = (−1)𝑛−1 𝑑𝑛−1

𝑑𝑠𝑛−1
𝑞𝑘(𝑠)

⃒⃒⃒⃒
𝑠=0

.

Отсюда получаем еще одно очевидное

Следствие 7. Среднее значение интервала времени между выходом из системы
«успешной» заявки при условии, что в момент 𝑡 + 0 ее выхода в системе нахо-
дилось 𝑘 заявок, и началом обслуживания следующей «успешной» заявки опреде-
ляется выражением:

𝑀𝜏𝑘 = −h𝑇
𝑘D

−11. (20)

Очевидно, что пиковый возраст «успешных» заявок помимо с.в. 𝜏𝑘 включает
в себя время пребывания «успешной» заявки в системе и время обслуживания
следующей «успешной» заявки. В свою очередь, время пребывания равно времени
обслуживания, т.к. «успешные» заявки, как и остальные, сразу направляются на
прибор, но их обслуживание не прерывается. Учитывая независимость интервалов
и применяя формулу полной вероятности, приходим к следующему результату:

Теорема 3. ПЛС 𝑧(𝑠) пикового возраста информации, передаваемой «успешны-
ми» заявками системы 𝑃𝐻/𝑃𝐻/1/𝑟/𝐿𝐶𝐹𝑆/𝑃𝑅𝑅, определяется выражением:

𝑧(𝑠) =

𝑟∑︁
𝑘=0

[︀
p𝑇
𝐷(𝑖)(𝑘,𝑘)−1

]︀
𝑞𝑘(𝑠) · 𝛽2(𝑠), (21)

где 𝛽(𝑠) – ПЛС ФР 𝐵(𝑡), а p𝐷(𝑖)(𝑘,𝑘)− и 𝑞𝑘(𝑠) определяются в соответствии
с (14) и (19).

3. Пример расчета среднего значения пикового возраста информации

В качестве частного случая рассмотрим систему𝑀/𝑀/1/1/𝐿𝐶𝐹𝑆/𝑃𝑅𝑅 с пуас-
соновским потоком интенсивности 𝜆 и экспоненциальным обслуживанием 𝜇. При
этом с точки зрения основной системы ее параметры определяются следующими
выражениями:

𝛼 = (1); Λ = (−𝜆);𝜆 = (𝜆),

𝛽 = (1); M = (−𝜇);𝜇 = (𝜇).
(22)

Наша задача определить среднее значение пикового возраста информации.
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Функционирование рассматриваемой системы можно описать однородным МП
𝑋(𝑡), 𝑡 ≥ 0, над множеством состояний {(𝑘), 𝑘 = 0, 2}, где 𝑋(𝑡) = (𝑘) означает,
что в момент времени 𝑡 в системе имеется 𝑘 заявок. Для расчета стационарных
вероятностей

𝑝𝑘 = lim
𝑡→∞

𝑃{𝑋(𝑡) = 𝑘}

можно применить теорему 1, либо воспользоваться готовыми формулами, напри-
мер из главы 3 работы [10]:

𝑝0 =
1− 𝜌

1− 𝜌3
, (23)

𝑝1 = 𝜌𝑝0, (24)

𝑝2 = 𝜌𝑝1, где 𝜌 =
𝜆

𝜇
– загрузка системы. (25)

Далее, используя (9) и (10), находим стационарные вероятности состояний,
учитывающих «успешность» обслуживаемой заявки:

𝑝1,− =
𝜇

𝜆+ 𝜇
𝑝2 =

𝜇

𝜆+ 𝜇
𝜌𝑝1 =

𝜆

𝜆+ 𝜇
𝑝1, (26)

𝑝1,+ = 𝑝1 −
𝜆

𝜆+ 𝜇
𝑝1 =

𝜇

𝜆+ 𝜇
𝑝1, (27)

𝑝2,+ = 𝑝2. (28)

В соответствии с (14) определим стационарное распределение вероятностей со-
стояний ЦМ, вложенной по моментам 𝑡+ 0 окончания обслуживания:

𝑝𝐷(1)(0;0) =
𝑝1,+

𝑝1,+ + 𝑝2,+
, (29)

𝑝𝐷(1)(1;1)− =
𝑝2,+

𝑝1,+ + 𝑝2,+
. (30)

Далее согласно (17) определим h𝑘, задающее начальное распределение состоя-
ний МП 𝜂𝑘(𝑡):

h𝑇
0 = (𝑝𝐷(1)(0;0); 0; 0; 0),

h1 = (0; 𝑝𝐷(1)(1;1)− ; 0; 0)

и с учетом (22) выписываем матрицу:

𝐷 =

⎡⎢⎢⎣
−𝜆 𝜆 0 0
0 −(𝜆+ 𝜇) 0 𝜆
𝜇 0 −(𝜆+ 𝜇) 𝜆
0 0 0 −𝜇

⎤⎥⎥⎦ .

Далее находим

𝐷−1 =

⎡⎢⎢⎢⎣
− 1

𝜆 − 1
𝜆+𝜇 0 − 𝜆

𝜇(𝜆+𝜇)

0 − 1
𝜆+𝜇 0 − 𝜆

𝜇(𝜆+𝜇)

− 𝜇
𝜆(𝜆+𝜇) − 𝜇

(𝜆+𝜇)2 − 1
𝜆+𝜇 − 𝜆2+2𝜆𝜇

𝜇(𝜆+𝜇)2

0 0 0 − 1
𝜇

⎤⎥⎥⎥⎦



О ПИКОВОМ ВОЗРАСТЕ ИНФОРМАЦИИ В ГРУППЕ ПЕРЕДАЧИ... 47

и в соответствии с (20) получаем:

𝐸(𝜏0) = 𝑝𝐷(1)(0;0)

[︂
1

𝜆
+

1

𝜆+ 𝜇
+

𝜆

𝜇(𝜆+ 𝜇)

]︂
, (31)

𝐸(𝜏1) = 𝑝𝐷(1)(1;1)−

[︂
1

𝜆+ 𝜇
+

𝜆

𝜇(𝜆+ 𝜇)

]︂
. (32)

Подставляя в (31)–(32) правые части (29)–(30) и используя (23)–(28) приходим
к следующему результату:

𝐸(𝜏) =
𝜇2

𝜆2 + 𝜆𝜇+ 𝜇2
· 𝜆+ 𝜇

𝜆𝜇
+

𝜆2 + 𝜇𝜆

𝜆2 + 𝜆𝜇+ 𝜇2

1

𝜇
=

𝜆3 + 𝜆𝜇2 + 𝜆2𝜇+ 𝜇3

𝜆𝜇(𝜆2 + 𝜆𝜇+ 𝜇2)
. (33)

Учитывая, что пиковый возраст включает в себя помимо 𝐸(𝜏) две средних
длительности обслуживания, окончательно получаем:

𝐸(𝑧) = 𝐸(𝜏) +
2

𝜇
=

3𝜆3 + 𝜇3 + 3𝜆𝜇(𝜆+ 𝜇)

𝜆𝜇(𝜆2 + 𝜆𝜇+ 𝜇2)
.

Заключение

В результате проведенного исследования нам удалось получить выражение для
преобразования Лапласа-Стилтьеса стационарной функции распределения пико-
вого возраста информации, передаваемой из периферийного источника в центр
управления, моделируя процесс передачи с помощью системы массового обслужи-
вания с распределениями фазового типа. При этом были учтены требования про-
токола передачи, в соответствии с которыми рассматривалась система с инверси-
онной дисциплиной обслуживания, абсолютным приоритетом и переобслуживани-
ем прерванных заявок. Данное исследование обобщает результаты работ [6] и [14]
и дает возможность получать оценки возраста информации, максимально близ-
кие к реальным, благодаря наличию большого числа параметров у распределений
фазового типа.
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ABOUT THE PEAK AGE OF INFORMATION
IN A SINGLE-CHANNEL TRANSMISSION GROUP MODELED

BY THE 𝑃𝐻/𝑃𝐻/1/𝑅/𝐿𝐶𝐹𝑆 SYSTEM WITH INVERSION
DISCIPLINE, INTERRUPTION MAINTENANCE AND RE-SERVICE

OF APPLICATIONS

Gaidamaka Yu.V.*,**, Matyushenko S.I.*, Samouylov K.E.*,**
*RUDN University, Moscow

**Federal Research Center “Computer Science and Control”,
Russian Academy of Sciences, Moscow

Received 09.01.2024, revised 29.01.2024.

This article continues the author’s cycle of works devoted to the problem
of the Age of Information (AoI), a metric used in information systems to
quantify the “freshness” of information delivered to the control center from
peripheral sources. The paper considers a two-node information transmis-
sion group consisting of a sender node, a recipient node and a communica-
tion channel between them. The information transfer process is modeled by
means of a single-line finite capacity queuing system with phase-type distri-
butions, which in Kendall’s notation is encoded as 𝑃𝐻/𝑃𝐻/1/𝑟. This takes
into account the special requirements of the transmission protocol, which
consist in the fact that a packet entering the system, bypassing the queue, is
immediately sent for transmission, capturing the channel from the previous
packet if it has not completed transmission. The packet whose transmission
was interrupted is moved to the first place in the queue and, after the chan-
nel is released, attempts transmission again. For this system, an expression
is obtained for the Laplace–Stieltjes transformation of the stationary dis-
tribution function of the peak age of information and its average value. A
numerical study of the dependence of the peak age of information on the
system load was carried out. The correctness of the analytical results was
verified by comparing them with the results of simulation modeling.

Keywords: age of information, peak age of information, queuing system,
phase type distribution.
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