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Аннотация. Рассматривается краевая задача относительно абсолютно непрерывной функ-
ции x : [a, b]→ Rn для дифференциального включения

F (t, x, ẋ, ẋ) 3 0, t ∈ [a, b],

с условием αx(a) +βx(b) = γ̃, при дополнительном ограничении на производную искомой
функции (Lx)(t)

.
= ẋ(t) − λx(t) ∈ B(t), t ∈ [a, b]. Предполагается, что краевая задача

с теми же условиями для линейного дифференциального уравнения Lx = y однозначно
разрешима для любой суммируемой функции y. С использованием функции Грина этой
«вспомогательной» линейной краевой задачи исходная задача приведена к эквивалентному
интегральному включению относительно суммируемой функции ẋ. К полученному вклю-
чению применяются результаты об операторном включении с упорядоченно накрывающим
многозначным отображением.

Используемые в данном исследовании сведения о многозначных отображениях частично
упорядоченных пространств приведены в первом разделе работы.

Во втором основном разделе работы получены условия существования и оценки реше-
ний исследуемой краевой задачи в виде утверждения типа теоремы Чаплыгина о диффе-
ренциальном неравенстве. Эти результаты проиллюстрированы примером исследования
периодической краевой задачи для неразрешенного относительно производной дифферен-
циального уравнения.
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Abstract. The boundary value problem with respect to an absolutely continuous function
x : [a, b]→ Rn for the differential inclusion

F (t, x, ẋ, ẋ) 3 0, t ∈ [a, b],

with the condition αx(a)+βx(b) = γ̃ and additional restriction on the derivative of the desired
function (Lx)(t)

.
= ẋ(t) − λx(t) ∈ B(t), t ∈ [a, b] is under discussion. It is assumed that the

boundary value problem with the same conditions for the linear differential equation Lx = y is
uniquely solvable for any summable function y. Using Green’s function of this «auxiliary» linear
boundary value problem, the original problem is reduced to an equivalent integral inclusion with
respect to the summable function ẋ. To the inclusion obtained, the results on operator inclusion
with an orderly covering multivalued mapping are applied.

In the first section of the work, the information about multivalued mappings of partially ordered
spaces used in this study is given.

In the main section of the work, conditions for the existence and estimates of solutions to the
boundary value problem under investigation are obtained in the form of a statement similar to
Chaplygin’s theorem on differential inequality. These results are illustrated by an example of
studying a periodic boundary value problem for a differential equation which is not resolved
with respect to the derivative.

Keywords: boundary value problem, differential inclusion, ordered covering map, differential
inequality of Chaplygin’s type
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Введение

Неявные (не разрешенные относительно старшей производной) дифференциальные
уравнения в течение многих лет привлекают исследователей сложными теоретическими
проблемами и уже привели к созданию эффективных методов не только теории таких
уравнений, но и других направлений математики (в том числе, ряда методов теории ди-
намических систем, основы которых заложены В.И. Арнольдом [1], и которые развиты
благодаря работам А.А. Давыдова [2, 3], Л. Дара [4], А.О. Ремизова [5, 6] и др. авторов).
Неявные дифференциальные уравнения продолжают быть источником новых идей и ре-
зультатов, востребованных в различных разделах математики и ее приложений. Одним
из малоизученных вопросов теории таких уравнений является вопрос об условиях разре-
шимости и оценках решений краевых задач.

В исследовании многих вопросов теории дифференциальных уравнений важны оцен-
ки их решений. Но если для разрешенных относительно производной уравнений способы
получения таких оценок разработаны и успешно применяются (см., например, [7–9], в
частности, такие оценки строятся с использованием дифференциальных неравенств, вос-
ходящих к известной теореме Чаплыгина [10]), то для неявных уравнений подобные ре-
зультаты пока фрагментарны (отметим статьи [11–13]). Полученные в настоящее время
в этих направлениях результаты существенно используют теоремы о накрывающих отоб-
ражениях частично упорядоченных пространств, доказанные в работах А.В. Арутюнова,
Е.С. Жуковского, С. Е. Жуковского [14–18]. На основе этих теорем для неявных диф-
ференциальных уравнений были получены оценки решений задачи Коши (см. [19, 20]) и
краевых задач (см. [11,13]).

Изучение краевых задач для неявных дифференциальных уравнений мотивировано, в
том числе, описанием некоторых физических процессов (см., например [1, § 3 гл. 1], [21, § 6
гл. 1], [22]). В связи с изучением задач управления такими процессами, а также в связи с
необходимостью учитывать погрешности определения их параметров актуальной является
проблема исследования краевых задач для неявных дифференциальных включений и, в
частности, проблема получения оценок их решений. Данная работа посвящена именно
этим проблемам. Исследование использует результаты [23] об антитонных возмущениях
упорядоченно накрывающего многозначного отображения.

1. Операторные включения в частично упорядоченных пространствах

Пусть заданы частично упорядоченные пространства (X,�), (Y,�). Для элементов
u, v ∈ X и множества U ⊂ X обозначим

[u, v]X
.
= {x ∈ X : v � x � u}, OX(u)

.
= {x ∈ X : x � u}, OX(U)

.
=
⋃
∀u∈U

OX(u).

Рассмотрим многозначное отображение G : X ⇒ Y, т. е. отображение, сопоставляющее
каждому элементу x ∈ X непустое множество G(x) ⊂ Y.

Напомним определения некоторых используемых в данной работе свойств многознач-
ных отображений.

О п р е д е л е н и е 1.1. Отображение G : X ⇒ Y называют изотонным (антитон-
ным) на множестве U ⊂ X, если для любых x, u ∈ U таких, что x � u, и для любого
z ∈ G(u) существует y ∈ G(x), удовлетворяющий неравенству y � z (соответственно,
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y � z ). Антитонное (изотонное) на всем X отображение называют изотонным (анти-
тонным).

О п р е д е л е н и е 1.2. Отображение G : X ⇒ Y называют упорядоченно накрыва-
ющим множество V ⊂ Y (см. [15, 18]), если

∀u ∈ X OY
(
G(u)

)
∩ V ⊂ G

(
OX(u)

)
. (1.1)

Заметим, что если V — одноэлементное множество, т. е. V = {ŷ}, то соотношение
(1.1) равносильно импликации

∀u ∈ X ŷ ∈ OY
(
G(u)

)
⇒ ŷ ∈ G

(
OX(u)

)
.

Таким образом, свойство упорядоченного накрывания множества {ŷ} означает, что для
любого u ∈ X такого, что во множестве G(u) содержится элемент v � ŷ, включение
ŷ ∈ G(x) имеет решение x ∈ X, удовлетворяющее неравенству x � u.

Пусть задано отображение Υ : X×X ⇒ Y, которое по одному аргументу упорядоченно
накрывает множество {ŷ}, а по другому является антитонным. Определим отображение
F : X ⇒ Y соотношением

∀x ∈ X F (x) = Υ(x, x)

и рассмотрим включение
ŷ ∈ F (x) (1.2)

относительно неизвестного x ∈ X.
Сформулируем условия существования решения включения (1.2).
Пусть U ⊂ X, ŷ ∈ Y. Определим множество S(Υ, U, ŷ) всех цепей S ⊂ U таких, что

имеют место соотношения:

∀x ∈ S ∃y ∈ Υ(x, x) y � ŷ,

∀x, u ∈ S x ≺ u ⇒ ∃ξ ∈ [x, u] ŷ ∈ Υ(ξ, u).

Теорема 1.1 (см. [23, теорема 2.1]). Пусть существуют u0 ∈ X и y0 ∈ Y такие,
что

y0 ∈ Υ(u0, u0), y0 � ŷ, (1.3)

и выполнены условия:

(1.a) при любом x ∈ OX(u0) отображение Υ(·, x) : X ⇒ Y упорядоченно накрывает
множество {ŷ};

(1.b) при любом x ∈ OX(u0) отображение Υ(x, ·) : X ⇒ Y является антитонным на
множестве [x, u0]X ;

(1.c) любая бесконечная цепь S ∈ S
(
Υ,OX(u0), ŷ

)
ограничена снизу, и для некоторой

ее нижней границы ω ∈ X существует элемент z ∈ Υ(ω, ω), удовлетворяющий
неравенству z � ŷ.

Тогда включение (1.2) имеет решение, во множестве решений существует минималь-
ный элемент и он принадлежит множеству OX(u0).
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2. Краевая задача для неявного дифференциального включения

Обозначим через C(Rn) и K(Rn) множества всех непустых замкнутых и, соответ-
ственно, непустых компактных подмножеств пространства Rn. Полагаем, что в Rn задан
стандартный покомпонентный порядок.

Обозначим через W n пространство измеримых функций x : [a, b]→ Rn с «обычным»
порядком, т. е. для его элементов x, u выполнено неравенство x ≤ u, если x(t) ≤ u(t)

при п. в. t ∈ [a, b]. Пусть задано измеримое многозначное отображение B : [a, b]→ C(Rn).

Обозначим L(B) — подпространство W n, содержащее все суммируемые сечения отобра-
жения B, AC(B) — множество таких абсолютно непрерывных функций x : [a, b] → Rn,

что ẋ ∈ L(B). В случае B(t) ≡ Rn будем обозначать Ln
.
= L(Rn) и ACn .

= AC(Rn),

соответственно.
Напомним, что многозначное отображение g : R → K(Rm) называется непрерывным

справа (слева) в точке x0 ∈ R (см. [23]), если для любого ε > 0 существует такое
δ > 0, что для всех x ∈ (x0, x0 + δ) (соответственно для x ∈ (x0 − δ, x0) ) выполнено
hRm

(
G(x0), G(x)

)
< ε. Здесь символом hRm обозначено расстояние по Хаусдорфу между

множествами в пространстве Rm.

Множество U ∈ W n называют интегрально ограниченным снизу (сверху ), если суще-
ствует такое число C, что для любой измеримой функции u ∈ U справедливо неравенство∫ b
a
u(t)dt ≥ C (соответственно,

∫ b
a
u(t)dt ≤ C ). Множество U называется интегрально

ограниченным, если оно интегрально ограничено и сверху, и снизу.
Теперь сформулируем основной результат статьи. Пусть заданы: многозначная функ-

ция f : [a, b]×Rn×Rn×Rn → K(Rm), диагональные n×n матрицы α := diag{α1, . . . , αn},
β := diag{β1, . . . , βn}, λ := diag{λ1, . . . , λn}, вектор γ̃ ∈ Rn.

Будем рассматривать краевую задачу для дифференциального включения

F (t, x, ẋ, ẋ) 3 0, t ∈ [a, b], (2.1)

с условием
αx(a) + βx(b) = γ̃, (2.2)

при дополнительном ограничении на производную искомой функции

(Lx)
.
= ẋ(t)− λx(t) ∈ B(t), t ∈ [a, b]. (2.3)

Решение этой краевой задачи будем искать в классе абсолютно непрерывных функций,
т. е. решением называем функцию x ∈ ACn, для которой при п. в. t ∈ [a, b] выполнено
(2.1), (2.2), (2.3).

Рассмотрим порождаемое включением (2.1) отображение

(t, x, v, w) ∈ [a, b]× Rn × Rn × Rn 7→ F (t, x, v, w) ∈ K(Rm).

Сделаем в нем замену переменных

v = z + λx, w = y + λx

и, таким образом, по отображению F определим отображение Gλ : [a, b]×Rn×Rn×Rn →
K(Rm), формулой

Gλ(t, x, z, y) = F (t, x, z + λx, y + λx). (2.4)

Будем предполагать, что при п. в. t ∈ [a, b], любых x, z, y ∈ Rn многозначное отображение
(2.4) как функция каждого аргумента удовлетворяет следующим условиям:
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(a) отображение Gλ(·, x, z, y) : [a, b]→ K(Rm) измеримо,
(b) отображение Gλ(t, ·, ·, y) : Rn × Rn → K(Rm) непрерывно справа по каждому ска-

лярному аргументу x1, . . . , xn и z1, . . . , zn,

(c) отображение Gλ(t, x, z, ·) : Rn → K(Rm) непрерывно.
Отметим, что для отображения Gλ не требуется выполнение условий Каратеодори. Пусть
для некоторой функции η ∈ ACn выполнены соотношения:

Fj(t, η(t), η̇(t), η̇(t)) ∩ R+ 6= ∅, t ∈ [a, b], j = 1,m, (2.5)

αη(a) + βη(b) ≥ γ̃, (2.6)

(Lη)(t) ∈ B(t), t ∈ [a, b]. (2.7)

Обозначим B̃(t)
.
= B(t) ∩ ORn

(
(Lη)(t)

)
, t ∈ [a, b]. Очевидно, B̃ : [a, b] → C(Rm). Опре-

делим множество Ω
.
=
{

(t, x, z, y) : t ∈ [a, b], x ∈ Rn, z ∈ B̃(t), y ∈ B̃(t)
}

и определим
сужение Gλ

Ω : Ω→ C(Rm) многозначного отображения Gλ на множество Ω.

Теорема 2.1. Пусть множество измеримых сечений многозначного отображения
B̃ : [a, b]→ C(Rm) интегрально ограничено и существует функция η ∈ ACn, удовлетво-
ряющая соотношениям (2.5), (2.6), (2.7) и неравенствам

αi > 0, βi < 0, λi 6= ln
(
−αi
βi

)
, i = 1, n. (2.8)

Пусть также выполнены следующие условия:

(2.a) при п. в. t ∈ [a, b] и всех x ∈ Rn, z ∈ B̃(t) отображение Gλ
Ω(t, x, z, ·) : B̃(t)→ K(Rm)

упорядоченно накрывает множество {0} ⊂ Rm ;
(2.b) для п. в. t ∈ [a, b], любых z, y ∈ Rn, при i = 1, n таких, что λi > ln

(
−αi

βi

)
, отоб-

ражение Gλ(t, x1, . . . , xi−1, ·, xi+1, . . . , z, y) : R → K(Rm) изотонно, а при i = 1, n

таких, что λi < ln
(
−αi

βi

)
, отображение Gλ(t, x1, . . . , xi−1, ·, xi+1, . . . , z, y) : R →

K(Rm) антитонно;
(2.c) при п. в. t ∈ [a, b], любых x, y ∈ Rn отображение Gλ(t, x, ·, y) : Rn → K(Rm) анти-

тонно.
Тогда существует решение x ∈ ACn краевой задачи (2.1), (2.2), (2.3), удовлетворяющее
неравенству

Lx ≤ Lη.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перепишем задачу (2.1), (2.2), (2.3) в виде системы инте-
гральных включений. Для этого рассмотрим вспомогательную линейную краевую задачу

Lx = q, q = (q1, . . . , qn) ∈ Ln (2.9)

с краевым условием

αx(a) + βx(b) = γ, γ ∈ Rn.

В силу предположения (2.8) эта задача при любых γ ∈ Rn, q ∈ Ln имеет единственное
решение x = (x1, . . . , xn) ∈ ACn, которое определяется формулой

x = W (q, γ),
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где отображение W : Ln × Rn → ACn — это интегральный оператор

W (q, γ) = (W1(q1, γ1), . . . ,Wn(qn, γn)),

компоненты которого определяются соотношениями

(Wi(qi, γi))(t) = Xi(t)γi +

∫ 1

0

Wi(t, s)qi(s)ds,

Xi(t) =
eλit

αi + βieλ
,

Wi(t, s) =


αie

λi(t−s)

αi + βieλi
, 0 ≤ s ≤ t ≤ 1,

−βieλi(t−s+1)

αi + βieλi
, 0 ≤ t < s ≤ 1,

i = 1, n.

Легко проверить, что в случае

λi > ln
(
−αi
βi

)
выполнено Wi(t, s) < 0 при п. в. (t, s) ∈ [a, b] × [a, b] и Xi(t) < 0 при п. в. t ∈ [a, b], а в
случае

λi < ln
(
−αi
βi

)
выполнено Wi(t, s) > 0 при п. в. (t, s) ∈ [a, b] × [a, b] и Xi(t) > 0 при п. в. t ∈ [a, b].

Поэтому из условия (2.b) получаем, что отображение Gλ
Ω(t,W (·, ·), z, y) : Ln×Rn → K(Rm)

антитонное (по каждому аргументу).
Используя формулу (2.4) и вспомогательную задачу (2.9), запишем краевую задачу

(2.1), (2.2), (2.3) относительно неизвестной функции q ∈ L(B) в виде следующего эквива-
лентного включения

Gλ
Ω(t, (W (q, γ̃))(t), q(t), q(t)) 3 0, t ∈ [a, b]. (2.10)

Покажем, что включение (2.10) представимо в виде операторного включения (1.2), к
исследованию которого применима теорема 1.1.

Согласно [23, теорема 3.1], принятые относительно многозначной функции Gλ пред-
положения (a), (b), (c) обеспечивают ее суперпозиционную измеримость, что позволяет
определить отображение Υ : L(B) × L(B) ⇒ Wm, как множество измеримых сечений
измеримой многозначной функции

Gλ(·, (W (q, γ̃))(·), q(·), z(·)) : [a, b]→ K(Rm),

и соответствующее отображение F : L(B) ⇒ Wm, F (q)
.
= Υ(q, q), q ∈ L(B). Проверим

для этих отображений условия теоремы 1.1 Будем полагать ŷ = 0 ∈ Wm.

Для функции q0 = Lη ∈ L(B) выполнено

Gλ
j

(
t, (W (q0, γ))(t), q0(t), q0(t)

)
∩ R+ 6= ∅, j = 1,m,
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где γ = αη(a) − βη(b) ≥ γ̃. А так как отображение Gλ
Ω(t,W (·, ·), z, y) : L × Rn → K(Rm)

антитонное, получаем, что

Gλ
j

(
t, (W (q0, γ̃))(t), q0(t), q0(t)

)
∩ R+ 6= ∅, j = 1,m.

В силу условий (a), (b), (c) отсюда следует, что существует измеримое сечение y0 ≥ 0

отображения Gλ
j (t, (W (q0, γ̃))(t), q0(t), q0(t)), j = 1,m, и для отображения Υ выполнено

включение Υ(q0, q0) 3 y0, т. е. имеют место соотношения (1.3).
Определим многозначную функцию g : [a, b]× Rn → K(Rm) формулой

g(t, y)
.
= Gλ(t, (Wv)(t), v(t), y), t ∈ [a, b], y ∈ Rn.

Для любого v ∈ L(B) отображение Υ(·, v) : L(B) ⇒ Wm — это оператор Немыцкого,
порождаемый сужением g∆ на множество ∆ =

{
(t, y) : t ∈ [a, b], y ∈ B(t)

}
функ-

ции g : [a, b] × Rn → K(Rm). Из предположения (2.a) теоремы следует, что при п. в.
t ∈ [a, b] функция g∆(t, ·) : B(t)→ K(Rm) упорядоченно накрывает множество {0} ∈ Rm.

Поэтому согласно [23, теорема 3.1] при любом v ∈ L(B) отображение Υ(·, v) : L(B) ⇒ Wm

упорядоченно накрывает множество {0} ∈ Wm. Таким образом, условие (1.a) теоремы 1.1
выполнено.

В силу антитонности отображения Gλ
Ω(t,W (·, ·), z, y) : L × Rn → K(Rm), при любом

u ∈ L(B) отображение Υ(u, ·) : L(B) ⇒ Wm является антитонным, и условие (1.b)
теоремы 1.1 также выполнено.

Проверка условия (1.c) теоремы 1.1 производится аналогично рассуждениями, приве-
денными в доказательстве теоремы 4.1 работы [23] (в цитируемой теореме были получены
условия существования о оценка решения дифференциального включения вида (2.1)).

Таким образом, согласно теореме 1.1, существует решение x ∈ ACn краевой задачи
(2.1), (2.2), (2.3), удовлетворяющее неравенству Lx ≤ Lη.

Приведем пример, иллюстрирующий применение теоремы 2.1 к исследованию перио-
дической краевой задачи для дифференциального уравнения.

П р и м е р 2.1. Рассмотрим при t ∈ [0, 1] краевую задачу

(ẋ(t) + x(t))2 + arctg(ẋ(t))− 2π = 0, (2.11)

x(0)− x(1) = 0, (2.12)

ẋ(t)− x(t) ∈ [−1; 1]. (2.13)

Определим соответствующие рассматриваемой здесь задаче константы γ̃
.
= 0, λ

.
= 1,

α
.
= 1, β

.
= −1 и отображение B : [0, 1] → C(R), B(t)

.
= [−1, 1]. Для того чтобы к

задаче (2.11), (2.12), (2.13) применить теорему 2.1, вначале умножим на −1 уравнение
(2.11) и определим соответствующее полученному таким образом уравнению отображение
F : [0, 1]× R× R× R→ R,

F (t, x, v, w) = −(w + x)2 − arctg(v) + 2π, t ∈ [0, 1], x, v, w ∈ R. (2.14)

Уравнение (2.11) — это частный случай включения (2.1), в котором отображение F опре-
делено соотношениями (2.14).
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Применяя (2.4), определим отображение Gλ : [0, 1]× R× R× R→ R формулой

Gλ(t, x, z, y)
.
= −y2 − arctg(z + x) + 2π.

Покажем, что выполнены условия теоремы 2.1.
Прежде всего, отображение B : [0, 1] → C(R), очевидно, интегрально ограниченное.

Далее, положим η0(t)
.
= −t, t ∈ [0, 1]. Для такой функции выполнено

η̇0(t) ≡ −1, f(t, η0(t), η̇0(t), η̇0(t)) ≡ −(−1− t)2 − arctg(−1) + 2π ≥ 0,

η(0)− η(1) = 0− (−1) = 1 ≥ 0,

η̇(t)− λη(t) = −1− (−t) = −1 + t ∈ [−1, 1] ∀t ∈ [0, 1].

Итак, соотношения (2.5)–(2.7) справедливы.
Рассмотрим свойства отображения Gλ как функции второго, третьего и четверто-

го аргументов. Отображение Gλ(t, x, v, ·) : B(t) → R накрывает множество {0} (т. е.
выполнено условие (2.a) теоремы 2.1). Действительно, для y ∈ [−1, 1] из неравенства
−y2 − arctg(z + x) + 2π ≥ 0 следует существование ỹ ∈ [−1, 1] такого, что ỹ ≤ y и
−ỹ2−arctg(z+x) + 2π = 0 (например, можно положить ỹ = −

√
2π − arctg(z + x) ). Отоб-

ражение Gλ(t, ·, ·, w) : R×R→ R — антитонное по каждому аргументу (в силу убывания
функции − arctg ), следовательно, условия (2.b) и (2.c) теоремы 2.1 выполнены.

Итак, все условия теоремы 2.1 выполнены и, таким образом, рассматриваемая пери-
одическая краевая задача разрешима, и существует решение x, производная которого
удовлетворяет неравенству ẋ− λx ≤ 1− t, t ∈ [0, 1].
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