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ФОРМИРОВАНИЕ ПЯТЕРИЧНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

ГОРДОНА — МИЛЛСА — ВЕЛЧА ДЛЯ СИСТЕМ ПЕРЕДАЧИ 
ДИСКРЕТНОЙ ИНФОРМАЦИИ 

 

Стародубцев В.Г. Формирование пятеричных последовательностей Гордона — 
Миллса — Велча для систем передачи дискретной информации. 

Аннотация. Предложен алгоритм формирования пятеричных последовательностей 
Гордона-Миллса-Велча (ГМВ) с периодом N=624 над конечным полем с двойным 
расширением, основанный на матричном представлении базисной М-последовательности с 
примитивным проверочным полиномом четвертой степени и аналогичным периодом. 
Показано, что проверочный полином ГМВ-последовательности может быть представлен в 
виде произведения нескольких неприводимых над простым полем GF(5) полиномов-
сомножителей четвертой степени. Получены соотношения между корнями полинома 
базисной М-последовательности и корнями полиномов-сомножителей, на основании 
которых может быть сформирован весь перечень ГМВ-последовательностей с периодом 
N=624. Показано, что для каждого из 48 примитивных полиномов четвертой степени, 
являющихся проверочными полиномами для базисных М-последовательностей, может 
быть сформировано по три ГМВ-последовательности с эквивалентной линейной 
сложностью (ЭЛС), равной 12, 24 или 40, характеризующей структурную скрытность 
псевдослучайных последовательностей (ПСП). Представлено устройство формирования 
ГМВ-последовательности в виде совокупности регистров сдвига с линейными обратными 
связями, в котором умножители и сумматоры по mod5 расставляются в соответствии с 
коэффициентами неприводимых полиномов-сомножителей. Начальные состояния ячеек 
регистров сдвига определяются путем децимации символов базисной М-
последовательности по индексам децимации, равным минимальным показателям степени 
корней полиномов-сомножителей. Особенностью определения начальных состояний 
устройств формирования пятеричных ГМВ-последовательностей по сравнению с 
двоичными является наличие циклических сдвигов суммируемых последовательностей на 
величину, кратную N/(p–1). Полученные результаты позволяют синтезировать устройства 
формирования полного перечня из 144 пятеричных ГМВ-последовательностей с периодом 
N=624 и различной ЭЛС. Применение ГМВ-последовательностей по сравнению с М-
последовательностями позволяет существенно (в 3 – 10 раз) повысить структурную 
скрытность передаваемых широкополосных сигналов в системах передачи дискретной 
информации. Результаты исследований могут быть использованы при построении других 
классов псевдослучайных последовательностей, допускающих аналитическое 
представление в конечных полях. 

Ключевые слова: псевдослучайные последовательности, конечные поля, 
неприводимые, примитивные и минимальные полиномы, эквивалентная линейная 
сложность, децимация, регистры сдвига. 

 

1. Введение. В современных системах передачи дискретной ин-
формации, включающих системы управления, связи и навигации, широ-
кое применение получили сигналы с расширенным спектром (СРС), кото-
рые строятся на основе дискретных ПСП с заданными корреляционными 
и структурными свойствами [1-2]. В данных работах проведен анализ 
применения ПСП в системах связи с множественным доступом с кодовым 
разделением в основном для двоичных последовательностей. 
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Также ПСП могут быть использованы в системах передачи ин-
формации в качестве синхронизирующих, скремблирующих последо-
вательностей, в виде последовательностей, расширяющих спектр пе-
редаваемых сигналов для широкополосных радиоканалов, а также для 
формирования систем сигналов сложной формы с хорошими периоди-
ческими автокорреляционными (ПАКФ) и взаимно корреляционными 
функциями (ПВКФ) [3-4]. При этом в [3] подробно рассмотрены во-
просы формирования и применения двоичных ПСП с двухуровневой 
ПАКФ, например М-последовательностей. В [4] наряду с анализом 
применения двоичных последовательностей в системах связи с множе-
ственным доступом рассматриваются и вопросы формирования троич-
ных последовательностей. 

В системах передачи данных по радиоканалам при выборе ПСП 
должны учитываться как их корреляционные функции, так и струк-
турная скрытность. В качестве показателя структурной скрытности 
ПСП используется такой параметр, как ЭЛС, численно равный степени 
проверочного полинома, на основании которого формируется данная 
последовательность [5-6]. В данных работах приведены оценки для 
ЭЛС двоичных последовательностей, которые определяются через 
параметры конечных групп и полей. 

В существующих телекоммуникационных системах применяют-
ся в основном двоичные М-последовательности, последовательности 
Голда, малого и большого множеств Касами, а также ГМВ-
последовательности [7-10]. В [7] наряду с двоичными ПСП проведен 
анализ корреляционных и структурных свойств троичных последова-
тельностей над полями нечетных характеристик и характеристики 
«два», а также составных троичных последовательностей. В рабо-
тах [8-9] рассмотрены вопросы формирования и оценки структурных 
свойств двоичных ГМВ-последовательностей. В [10] показана аппа-
ратная и программная реализация алгоритма формирования ГМВ-
последовательностей. В [11] приведен алгоритм синтеза фазоманипу-
лированных сигналов с высокой структурной скрытностью.  

Вопросам разработки алгоритмов и устройств формирования 
недвоичных ПСП посвящено большое количество работ как в нашей 
стране, так и за рубежом [12-14]. В [12] рассмотрены вопросы приме-
нения недвоичных последовательностей с точки зрения контроля 
функционирования устройств декодирования помехоустойчивых ко-
дов. В [13] разработан алгоритм формирования и выполнена оценка 
линейной сложности троичных ГМВ-последовательностей с периодом 
N=80. В [14] представлено семейство р-ичных последовательностей с 
небольшими значениями корреляционной функции. В [15-16] прове-
ден достаточно подробный анализ состояния вопроса формирования 
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недвоичных ПСП и систем ПСП с заданными корреляционными и 
структурными свойствами. В работах [15, 17] формирование недвоич-
ных последовательностей осуществляется путем децимации М-
последовательностей. В [18] проведен анализ взаимно корреляционных 
свойств М-последовательностей. В [19] рассмотрены вопросы формиро-
вания широкополосных сигналов на основе прямого расширения спек-
тра троичной М-последовательностью. В работах [20-23] приведены 
результаты по формированию семейств недвоичных последовательно-
стей с низкими уровнями взаимно корреляционных функций. Рассмат-
риваются вопросы синтеза как троичных, так и р-ичных ПСП. 

Проведенный анализ показывает, что перспективным направле-
нием развития систем передачи данных является переход от двоичных 
к многопозиционным сигналам. Недвоичные сигналы с расширенным 
спектром формируются на основе недвоичных ПСП и обладают более 
высокой информативностью и структурной скрытностью. 

Среди недвоичных последовательностей, обладающих одинако-
вой двухуровневой ПАКФ, можно выделить М-последовательности и 
ГМВ-последовательности. При этом предпочтительность применения 
ГМВ-последовательностей определяется их более высокой структур-
ной скрытностью по сравнению с М-последовательностями. 

Широкому применению недвоичных ГМВ-последовательностей 
в системах передачи данных препятствует отсутствие практически 
реализуемых алгоритмов формирования данных последовательностей. 

Цель исследования — разработка алгоритма формирования пя-
теричных ГМВ-последовательностей с периодом N=624, основанного 
на матричном представлении базисной М-последовательности с ис-
пользованием структурных свойств проверочных полиномов. 

2. Последовательности Гордона — Миллса — Велча над 
GF(p). Формирование ГМВ-последовательностей осуществляется в 
конечных полях с двойным расширением GF[(pm)n]=GF(pS) (S=mꞏn). 
Период последовательностей является составным числом, то 
есть N = pmn–1. 

Символы di ГМВ-последовательности с периодом N = pmn–1 
определяются выражением [8, 9]: 

 

tr [(tr (α )) ],1 ,
i rdi m mn m  1    1,mr p    , 1( ) 1 ,mr p    (1) 

 

где trmn,m() — след элемента, принадлежащего полю GF[(pm)n], в рас-
ширенном поле GF(pm); trm1() — след элемента поля GF(pm) в простом 
поле GF(p);   GF[(pm)n] — примитивный элемент; r — натуральное 
число, взаимно простое с порядком мультипликативной группы поля 
GF(pm), равным pm – 1. 
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Структурная скрытность ПСП определяется ЭЛС, которая для 
двоичных ГМВ-последовательностей определяется выражением [5, 8]: 

 
( ),g rl m ns    (2) 

 
где g(r) — количество единиц в двоичном представлении числа r в (1). 

Количество различных ГМВ-последовательностей определяется 
как произведение числа примитивных полиномов в подполе GF(pm) на 
число примитивных полиномов в поле GF[(pm)n] [9]: 

 

Г
φ( 1) φ( 1)

( 1) ,
m mnp p

M
m mn

 
    (3) 

 
где (a) — функция Эйлера, равная числу чисел, взаимно простых с 
числом а, в ряду от 1 до (а – 1). 

Формирование ГМВ-последовательности осуществляется на ос-
нове М-последовательности с аналогичным периодом, построение кото-
рой реализуется с помощью примитивного полинома, называемого про-
верочным и определяемого из таблиц неприводимых полиномов [24]. 

В [5, 9-10] показано, что двоичные ГМВ-последовательности 
строятся над конечными полями с двойным расширением вида 
GF[(2m)n] путем представления М-последовательностей, которые бу-
дем называть базисными последовательностями, в виде матрицы раз-
мерности [JL]=[(2m–1)(2m+1)]. 

Для формирования недвоичных ГМВ-последовательностей мо-
жет быть использован аналогичный подход с учетом особенностей 
построения конечных полей с характеристикой p > 2. 

При вычислении периодических корреляционных функций 
наблюдается ряд особенностей, связанных с представлением символов 
di недвоичных последовательностей в виде элементов комплексно-
значного алфавита, то есть корней p-й степени из единицы или эле-
ментов простого поля GF(p). 

Форма представления символов di определяет вид пространства, в 
котором вычисляется корреляционная функция, и способ определения 
расстояния между последовательностями, то есть метрику пространства. 

Если символы di принадлежат комплекснозначному алфавиту, 
то при вычислении корреляционных функций используется метрика в 
Евклидовом пространстве [2, 3]. 

Если символы di принадлежат простому полю GF(p), то исполь-
зуется метрика Ли при p > 2. При этом расстояния между элементами 
di и dj в метрике Ли определяется выражением: 
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ЛИ

| |,    если | | / 2,
( , )

| |,  если | | / 2.

i j i j
i j

i j i j

d d d d p
q d d

p d d d d p

       
 (4) 

 
Можно дать следующую интерпретацию расстояния Ли между 

двумя элементами. Если p элементов равномерно расположить на 
окружности в порядке возрастания их номеров от 0 до p–1, то расстоя-
ние Ли определяется числом участков окружности при движении от 
одного элемента к другому по кратчайшей дуге. 

С учетом метрики Ли вида (4) расстояние между недвоичными 
последовательностями Aj и Ak для различных циклических сдвигов  
определяется выражением: 

 
1

,
0

( ) ( , ).
N

jk jl k l
l

D q d d 





   (5) 

 

Максимальному значению периодической корреляционной функ-
ции Rmax = N соответствует минимальное расстояние Dmin = 0 при совпаде-
нии всех элементов последовательностей. Минимальному значению пе-
риодической корреляционной функции Rmin = –N соответствует макси-
мальное значение расстояния Dmax = pN/2, достигаемое в случае, когда 
соответствующие элементы последовательностей противоположны. 

На рисунке 1 показано совмещение шкал D и R, которые явля-
ются разнонаправленными. 

 
Dmin= 0

Dmax= pN/2

D = pN/4

Rmax= N

Rmin= –N

R = 0

 
Рис.1. Совмещение шкал расстояния D и корреляции R 

 
С учетом линейности операции преобразования шкал можно 

получить выражение для корреляционной функции р-ичных последо-
вательностей в общем случае через расстояние D в метрике Ли: 

 
4

( ) ( ).jk jkR N D
p

    (6) 
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При использовании метрики Ли максимальное значение рассто-
яния Dmax = pN/2 достигается только при наличии противоположных 
элементов, то есть при четном p. При нечетном p максимальное рас-
стояние Dmax = N(p–1)/2. 

ГМВ-последовательности и М-последовательности представля-
ют собой р-ичные ПСП с периодом N = pS–1, построенные над полем 
GF(pS) и имеющие в метрике Евклида двухуровневую ненормирован-
ную ПАКФ: 

 
  при  , 0,1,2,...,

( )
1   при  .

N kN k
R

kN





 

  
 (7) 

 
Выражение (7) справедливо в метрике Евклида как для двоич-

ных, так и для р-ичных ПСП. В метрике Ли для р-ичных ПСП ПАКФ 
также является двухуровневой, при этом значение второго уровня за-
висит от периода N и величины р. 

Пояснить это можно следующим образом. При вычислении 
ПАКФ М-последовательности и ГМВ-последовательности число раз-
личных попарных сочетаний символов равно p2. Например, для p=5, 
имеется p2=25 возможных попарных сочетаний символов: 0-0, 0-1, …, 
0-4, 1-0, 1-1, …, 4-3, 4-4. При этом число каждого попарного сочетания 
символов в последовательностях для произвольного сдвига зависит 
от периода N и одинаково для всех сочетаний, кроме сочетания 0-0, 
число которых на единицу меньше. 

Например, для пятеричных М-последовательностей и ГМВ-
последовательностей с периодом N=624 над конечным полем с двойным 
расширением GF[(52)2] каждое сочетание встречается ровно 25 раз, а 
сочетание 0-0 встречается 24 раза. В соответствии с (4) расстояние меж-
ду пятеричными символами может принимать только три значения: 0, 1 
и 2. При вычислении расстояния D учитываются 250 сочетаний с рас-
стоянием dЛИ=1 и 250 сочетаний с расстоянием dЛИ=2 (124 сочетания 
одинаковых символов не изменяют расстояния). В результате D=750, а 
значение ПАКФ, в соответствии с (6), равно Rjj()= 24. 

В общем случае для р-ичных М-последовательностей и ГМВ-
последовательностей с периодом N=pS-1 двухуровневая ненормиро-
ванная ПАКФ в метрике Ли в отличии от (7) зависит от основания p и 
имеет вид: 

 

2

  при  , 0,1,2,...,
( )

1   при  .S

N kN k
R

p kN






  
 

 (8) 
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Достоинством определения корреляционных функций р-ичных М-
последовательностей и ГМВ-последовательностей в метрике Ли является 
то, что все вычисления осуществляются в области целых чисел по mod p. 

3. Формирование ГМВ-последовательностей с периодом 
N=24. Разработку алгоритма формирования пятеричных ГМВ-
последовательностей проведем на последовательности с перио-
дом N = 52–1=24. 

В этом случае формирование ГМВ-последовательностей осу-
ществляется в расширенном поле GF[(pm)n]=GF[(51)2]=GF(52). Период 
последовательностей является составным числом, то есть N = pmn–1. 

Примитивный полином f(x)=xS+fS-1 xS-1+…+f2 x2+f1 x+f0 c корнем α1, 
в соответствии с которым строится поле и относительно которого фор-
мируются все другие неприводимые полиномы степени S и делителей S 
в конечном поле GF(рS), где S — степень расширения поля, может быть 
выбран произвольно, но обычно принято в качестве исходного полино-
ма использовать примитивный полином с наименьшим числом слагае-
мых и минимальными коэффициентами при переменной х. В поле 
GF(52) таким полиномом является примитивный полином f(x)=x2+x+2.  

Таким образом, построение поля GF(52) выполним по прими-
тивному полиному f(x)=x2+x+2, одним из корней которого является при-
митивный элемент α =a (таблица 1).  

 
Таблица 1. Элементы расширенного поля GF(52), f(x)=x2+x+2, α =a 

Формы элементов поля 
Минимальный 

полином 
Период Корни 

След
tr2,1 α

Степен- 
ная 

Полино- 
миальная 

Вектор- 
ная 

α-∞ 0 00 h-∞(x) = x 1 0 0 
α0 1 01 h0(x)= x–1 = x+4 1 α0 2 
α1 а 10 h1(x) = x2+x+2 24 α1, α5 4 
α2 4а+3 43 h2(x) = x2+3x+4 12 α2, α10 2 
α3 4а+2 42 h3(x) = x2+3 8 α3, α15 0 
α4 3а+2 32 h4(x) = x2+4x+1 6 α4, α20 1 
α5 4а+4 44 h1(x) = x2+x+2 24 α5, α1 4 
α6 2 02 h6(x) = x+3 4 α6 4 
α7 2а 20 h7(x) = x2+2x+3 24 α7, α11 3 
α8 3а+1 31 h8(x) = x2+x+1 3 α8, α16 4 
α9 3а+4 34 h9(x) = x2+2 8 α9, α21 0 
α10 а+4 14 h2(x) = x2+3x+4 12 α10, α2 2 
α11 3а+3 33 h7(x) = x2+2x+3 24 α11, α7 3 
α12 4 04 h12(x) = x+1 2 α12 3 
α13 4а 40 h13(x) = x2+4x+2 24 α13, α17 1 
α14 а+2 12 h14(x) = x2+2x+4 12 α14, α22 3 
α15 а+3 13 h3(x) = x2+3 8 α15, α3 0 
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Продолжение таблицы 1 
Формы элементов поля 

Минимальный 
полином 

Период Корни 
След
tr2,1 α

Степен- 
ная 

Полино- 
миальная 

Вектор- 
ная 

α16 2а+3 23 h8(x) = x2+x+1 3 α16, α8 4 
α17 а+1 11 h13(x) = x2+4x+2 24 α17, α13 1 
α18 3 03 h18(x) = x+2 4 α18 1 
α19 3а 30 h19(x) = x2+3x+3 24 α19, α23 2 
α20 2а+4 24 h4(x) = x2+4x+1 6 α20, α4 1 
α21 2а+1 21 h9(x) = x2+2 8 α21, α9 0 
α22 4а+1 41 h14(x) = x2+2x+4 12 α22, α14 3 
α23 2а+2 22 h19(x) = x2+3x+3 24 α23, α19 2 

 

Элементы, минимальные полиномы и функции следа элементов 
данного поля также будут использованы при формировании ГМВ-
последовательностей с периодом N = 54–1 = 624 в поле GF(54). Особен-
но интересен случай, когда коэффициент f1 при х1 в примитивном поли-
номе f(x) равен 1, что позволяет определять начало М-
последовательности, формируемой на основе данного примитивного 
полинома, в соответствии с методикой, которая была разработана в [9, 13], 
без построения основного поля.  

Так как коэффициент f1 равен значению функции следа tr2,1α1, взя-
тому со знаком «минус», то след элемента α1 равен tr2,1α1 = р–1. Тогда 
арифметическая сумма функций следа всех р-сопряженных элементов 
равна S(р–1) и может быть использована для определения начала М-
последовательности в соответствии с (1) при значении параметра r=1. 

Для обозначения минимальных полиномов для элементов поля 
GF(рS) используется обозначение hi(x), так как данные полиномы явля-
ются проверочными полиномами при построении ПСП. Подстрочный 
индекс i соответствует минимальному показателю степени корней 
данного полинома. Если минимальный полином является примитив-
ным, то формируемая ПСП является М-последовательностью. 

Простое поле GF(5) можно представить как подполе расширенного 
поля GF(52) (таблица 2). 

 

Таблица 2. Элементы простого поля GF(5), β = α6 = 2 
Формы элементов поля 

Минимальный 
полином 

Период Корни
След 
tr2,1 αi Степен- 

ная 
Полино- 
миальная 

Вектор-
ная 

β-∞ = α-∞ 0 00 h-∞(x) = x 1 0 0 
β0 = α0 1 01 h0(x) = x–1 = x+4 1 α0 2 
β1 = α6 2 02 h1(x) = x+3 4 α6 4 
β2 = α12 4 04 h2(x) = x+1 2 α12 3 
β3 = α18 3 03 h3(x) = x+2 4 α18 1 
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В поле GF(5) два примитивных элемента β = 2 и β3 = 3 с перио-
дом Е = 4. В таблице 2 поле построено по примитивному элементу 
β = α6 = 2. 

Аналогично можно построить поле по примитивному элементу 
β = α18 = 3 (таблица 3). 

 

Таблица 3. Элементы простого поля GF(5), β = α18 = 3 
Формы элементов поля 

Минимальный 
полином 

Период Корни
След 
tr2,1 αiСтепен- 

ная 
Полино- 
миальная 

Вектор-
ная 

β-∞ = α-∞ 0 00 h-∞(x) = x 1 0 0 
β0 = α0 1 01 h0(x)= x–1 = x+4 1 α0 2 
β1 = α18 3 03 h1(x) = x+2 4 α18 1 
β2 = α12 4 04 h2(x) = x+1 2 α12 3 
β3 = α6 2 02 h3(x) = x+3 4 α6 4 

 

Алгоритм формирования р-ичных ГМВ-последовательностей 
может быть реализован путем модернизации алгоритма формирования 
двоичных и троичных ГМВП, разработанного в [9, 13]. 

Формализованная запись алгоритма. 
Шаг 1. Ввод исходных данных: 
‒ выбор минимального примитивного полинома h1(x) в конеч-

ном поле GF[(pm)n]=GF(pS); 
‒ задание периода М-последовательности N = pmn – 1 = pS – 1 с 

параметром r1=1; 
‒ задание параметра ri > r1 , определяющего ЭЛС формируе-

мой ГМВ-последовательности. 
Шаг 2. Формирование М-последовательности в соответствии с 

коэффициентами полинома h1(x) для S начальных символов d0 = trS,1α0, 
d1 = trS,1α1, d2 = trS,1α2, …, dS-1 = trS,1αS-1. 

Шаг 3. Представление М-последовательности в виде квазиквад-
ратной матрицы Fмп размерности [J×L] = [(pm–1) ×(pm+1)]. Столбцы 
матрицы Fмп (кроме столбца, состоящего из нулей) являются различ-
ными циклическими сдвигами более короткой М-последовательности 
с периодом N = pm – 1, называемой характеристической последова-
тельностью (ХП). 

Шаг 4. Определение номеров сдвигов ХП1, последовательная 
запись которых образует правило формирования (ПФ) Ip.  

Шаг 5. Для последовательности ХП1 определение по алгоритму 
Берлекемпа — Месси проверочного полинома hхп1(x). 

Шаг 6. Выбор в таблице неприводимых полиномов поля GF(pm) 
отличного от hхп1(x) примитивного полинома hхп2(x) с заданным значе-
нием параметра r и формирование различных циклических сдвигов ХП2. 
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Шаг 7. Формирование ГМВ-последовательности из базисной М-
последовательности путем замены в матрице Fмп столбцов ХП1 на ХП2 
в соответствии с правилом формирования Ip. 

Шаг 8. Определение (по алгоритму Берлекемпа — Месси) про-
верочного полинома ГМВ-последовательности hг(x). 

Шаг 9. Разложение полинома hг(x) ГМВ-последовательности и 
определение полиномов-сомножителей hсi(x) и минимальных показа-
телей степени их корней, последовательность которых образует вектор 
сомножителей. 

Шаг 10. Построение регистров сдвига с линейными обратными 
связями (РС ЛОС) в соответствии с полиномами hсi(x).  

Шаг 11. Определение начальных состояний регистров сдвига 
путем децимации символов базисной М-последовательности в соот-
ветствии с показателями степени корней полиномов hсi(x) и вычисле-
ние начальных сдвигов формируемых последовательностей в соответ-
ствии с разработанным в [13] алгоритмом. 

Шаг 12. Формирование выходной ГМВ-последовательности пу-
тем посимвольного сложения последовательностей с выходов реги-
стров сдвига. Конец алгоритма. 

Выполним формирование ГМВ-последовательности с периодом 
N = pmn – 1 = 52-1=24 в соответствии с алгоритмом. 

Шаг 1. Ввод исходных данных: 
‒ минимальный примитивный полином в конечном поле 

GF[(51)2]=GF(52) для формирования базисной М-последовательности: 
hмп(x) = h1(x) = x2+x+2; 

‒ период М-последовательности N = 24, параметр r1 = 1; 
‒ задание параметра r2 = 2, определяющего ЭЛС формируемой 

ГМВ-последовательности. 
Шаги 2, 3. Формируемая М-последовательность Fмп в соответ-

ствии с (1) при r1= 1 представляет собой последовательность значений 
функций следа элементов поля (таблица 1), начиная с элемента α0. 
Cимволы М-последовательности d0= 2, d1= 4, d2= 2, d3= 0, d4= 1 и так 
далее, удовлетворяющие выражению d2+i = 3d0+i + 4d1+i (i=0, 1, …, 21), 
записываются в виде матрицы размерности [J×L] = [4×6]:  

 

2 4 2 0 1 4

4 3 4 0 2 3
.

3 1 3 0 4 1

1 2 1 0 3 2

F мп  (9) 

 

Шаг 4. Столбцы матрицы представляют собой различные сдви-
ги пятеричной М-последовательности с периодом N=4, являющейся 
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характеристической последовательностью. В качестве нулевого сдвига 
ХП1 выберем сдвиг 1 2 4 3 из таблицы 2. Последовательность номеров 
сдвигов образует правило формирования (ПФ) Ip: 

 

 3,  2,  3,  –,  0,  2 .pI   (10) 
 
Шаг 5. Для последовательности ХП1 проверочный полином 

определяется по алгоритму Берлекемпа — Месси 
hхп1(x) = h1(x) = x+3 (таблица 2). 

Шаг 6. Выбор в таблице неприводимых полиномов (таблице 2) по-
ля GF(5), β = α6 = 2 другого примитивного полинома hхп2(x) = h3(x) = x+2 и 
формирование различных циклических сдвигов ХП2. 

Шаг 7. Формирование ГМВ-последовательности путем замены в 
матрице Fмп столбцов ХП1 на циклические сдвиги ХП2 в соответствии с 
правилом формирования Ip вида (10). В качестве нулевого сдвига берет-
ся сдвиг «1 3 4 2» из таблицы 3. Тогда матрица (9) преобразуется к виду: 

 

 3 2 3 0 2 ,pI    

 

3 4 3 0 1 4

4 2 4 0 3 2
.

2 1 2 0 4 1

1 3 1 0 2 3

F г  
(11) 

 

Для удобства определения сдвигов ХП2 над матрицей Fг в (11) 
также приведено полученное ПФ (10). 

Шаг 8. Последовательности Fмп и Fг отличаются тем, что про-
изошла замена элементов 2 на 3 и наоборот. Проверочный полином 
hг(x) ГМВ-последовательности определяется по алгоритму Берлекем-
па — Месси: 

 

4 3 2 2 .( ) 4гh x x x x x      (12) 
 

Шаг 9. Разложение hг(x) на неприводимые полиномы в поле 
GF(52) имеет следующий вид: 

 

            2 2
1 2 3 7        3 2 3 .г с сh x h x h x h x h x x x x       (13) 

 

Так как степень полинома в (12) и (13) равна четырем, то ЭЛС 
ГМВ-последовательности увеличилась в два раза по сравнению с М-
последовательностью. 
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Полином hс1(x)= h3(x) = x2+3 (таблица 1) является непримитив-
ным, период его корней α3и α15 равен 8. Полином hс2(x) = h7(x) = x2+2x+3 
является примитивным, период его корней α7 и α11 равен 24. 

Корни двух полиномов-сомножителей являются 3-ми и 7-ми 
степенями корней полинома базисной М-последовательности. Данное 
положение справедливо для произвольной базисной М-
последовательности с примитивным полиномом из таблицы 1. 

Последовательность минимальных показателей степени корней 
полиномов-сомножителей hсi(x) образует вектор сомножителей: 

 

  3,  7 .А  

 
Шаг 10. Формирование ГМВ-последовательности реализуется 

суммированием последовательностей с выходов двух регистров сдвига 
с проверочными полиномами h3(x) и h7(x). 

Символы на выходах РС ЛОС определяются коэффициентами 
полиномов h3(x) и h7(x) с помощью рекуррентных выражений: 

 

 2 0 2 ,   0,  1, ,  21 ,i ic c i     (14) 

 

 2 0 1 2   3 ,   0,  1, ,  21 .i i ic c c i       (15) 

 
Шаг 11. Начальные состояния регистров сдвига определяются 

путем децимации символов базисной М-последовательности (9) по 
индексам децимации id1 = 3 и id2 = 7 и вычисления начальных сдвигов 
суммируемых последовательностей. 

Реализация данного пункта осуществляется по алгоритму, раз-
работанному в [13], поэтому приведем конечные результаты, которые 
будут получены ниже. 

Начальные состояния РС ЛОС: (d0, d3) = (2,3) и (d18, d1) = (1,4). 
Шаг 12. ГМВ-последовательность формируется путем посим-

вольного сложения последовательностей с выходов регистров сдвига с 
данными начальными состояниями. Отметим, что на периоде ГМВ-
последовательности формируется три периода ПСП в регистре с поли-
номом h3(x). 

На этом выполнение алгоритма заканчивается. 
Для двоичных ГМВ-последовательностей значения начальных 

состояний РС ЛОС определяются путем децимации символов базис-
ной М-последовательности по полученным индексам децимации. При 
формировании недвоичных ГМВ-последовательностей суммируемые 
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последовательности с выходов регистров могут иметь определенный 
циклический сдвиг. Данный сдвиг может принимать значения, кратные 
величине N/(p–1). 

Для определения начальных сдвигов ПСП необходимо в первую 
очередь найти значения начальных состояний РС ЛОС путем решения 
системы линейных уравнений при заданном сегменте пятеричной 
ГМВ-последовательности из (11) длиной 4 символа, например, d0 = 3, 
d1 = 4, d2 = 3 d3 = 0. Затем определить сдвиги ПСП из условия совпаде-
ния начальных состояний регистров. 

Для этого составим систему из 4 линейных уравнений вида 
xij + xkl = dm, (i,k = 0, 1 — номер регистра сдвига; j,l = 0, 1 — номер 
ячейки в регистре; m = 0, 1, 2, 3 — номер символа ГМВ-
последовательности), каждое из которых определяется с помо-
щью (14)-(15): 

 

00 10 3,x x   

01 11 4,x x   

00 10 11 2 2 3  3,x x x    

01 10 11 2  0.x x x    

(16) 

 
В результате решения данной системы, например методом по-

следовательного исключения неизвестных, можно получить следую-
щие значения начальных состояний для регистров сдвига: 

 

00 2;x   01 0;х   10 1 ;x   11 4.x   

 
Можно показать, что при таких начальных состояниях двух ре-

гистров сдвига на выходе устройства будет формироваться пятеричная 
ГМВ-последовательность. 

В соответствии с алгоритмом определения начальных состоя-
ний регистров сдвига [9, 13] значения состояний определяются пу-
тем децимации символов базисной М-последовательности по индек-
сам децимации, соответствующим показателям степени корней по-
линомов-сомножителей. В рассматриваемом примере децимация 
производится по индексам id1 = 3 и id2 = 7. В таблице 4 показаны 
символы di базисной М-последовательности F1 и полученные путем 
ее децимации символы ПСП F3 с проверочным полиномом 
h3(x) = x2+3 и М-последовательности F7 с проверочным полино-
мом h7(x) = x2+2x+3. 
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Таблица 4. Определение сдвигов последовательностей F3 и F7 
 Символы базисной МП с h1(x), ПСП с h3(x) и МП с h7(x)  

h1: di d0 d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10 d11 d12 d13 d14 d15 d16 d17 d18 d19 d20 d21 d22 d23

F1 2 4 2 0 1 4 4 3 4 0 2 3 3 1 3 0 4 1 1 2 1 0 3 2
h3: di d0 d3 d6 d9 d12 d15 d18 d21 d0 d3 d6 d9 d12 d15 d18 d21 d0 d3 d6 d9 d12 d15 d18 d21

F3 2 0 4 0 3 0 1 0 2 0 4 0 3 0 1 0 2 0 4 0 3 0 1 0
h7: di d0 d7 d14 d21 d4 d11 d18 d1 d8 d15 d22 d5 d12 d19 d2 d9 d16 d23 d6 d13 d20 d3 d10 d17

F7 2 3 3 0 1 3 1 4 4 0 3 4 3 2 2 0 4 2 4 1 1 0 2 1
 

Шаг 8. Анализ последовательностей F3 и F7 показал, что для 
совмещения начальных состояний регистров и получения ГМВ-
последовательности необходимо выполнить сдвиг F7 относительно F3 
на 0,75 периода вправо, то есть на 3N/(p-1) = 3*24/4 = 18 символов. В 
таблице 5 сформированы последовательности F3 и F7 для начальных 
состояний (d0, d3) = (2,3) и (d18, d1) = (1,4).  

Шаг 9. В результате сложения последовательностей F3 и F7 по 
mod5 получается последовательность, совпадающая с матричным 
представлением ГМВ-последовательности Fг вида (11). 

 

Таблица 5. Формирование ГМВ-последовательности 
 Символы базисной МП с h1(x), ПСП с h3(x) и МП с h7(x)  

h3: di d0 d3 d6 d9 d12 d15 d18 d21 d0 d3 d6 d9 d12 d15 d18 d21 d0 d3 d6 d9 d12 d15 d18 d0

F3 2 0 4 0 3 0 1 0 2 0 4 0 3 0 1 0 2 0 4 0 3 0 1 2
h7: di d18 d1 d8 d15 d22 d5 d12 d19 d2 d9 d16 d23 d6 d13 d20 d3 d10 d17 d0 d7 d14 d21 d4 d18

F7: 
сдв. 1 4 4 0 3 4 3 2 2 0 4 2 4 1 1 0 2 1 2 3 3 0 1 1 

ГМВП      
Fг 3 4 3 0 1 4 4 2 4 0 3 2 2 1 2 0 4 1 1 3 1 0 2 3

 

Для проверки соответствия функции корреляции полученной 
ГМВ-последовательности выражению (6) в метрике Ли определены 
приведенные в таблице 6 расстояния D для сдвигов λ=1, λ=2, на осно-
вании которых вычислены значения корреляционной функции. Рас-
стояние D определяется как арифметическая сумма символов в соот-
ветствующей строке таблицы: D(λ=1) = D(λ=2) = 30. Тогда значения 
ПАКФ, в соответствии с (6), равны R(λ=1) = R(λ=2) = 24-4*30/5 = 0, 
что соответствует выражению (8). 

 

Таблица 6. Корреляция ГМВ-последовательности для двух циклических 
сдвигов 

  Символы ГМВ-последовательности Fг и расстояния D для сдвигов λ=1, λ=2
Fг 3 4 3 0 1 4 4 2 4 0 3 2 2 1 2 0 4 1 1 3 1 0 2 3

Fг(λ=1) 3 3 4 3 0 1 4 4 2 4 0 3 2 2 1 2 0 4 1 1 3 1 0 2
D(λ=1) 0 1 1 2 1 2 0 2 2 1 2 1 0 1 1 2 1 2 0 2 2 1 2 1
Fг(λ=2) 2 3 3 4 3 0 1 4 4 2 4 0 3 2 2 1 2 0 4 1 1 3 1 0
D(λ=2) 1 1 0 1 2 1 2 2 0 2 1 2 1 1 0 1 2 1 2 2 0 2 1 2

 

Таким образом, для каждой из четырех базисных М-
последовательностей с периодом N = 24 (в поле GF(52) четыре прими-
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тивных полинома) можно сформировать только по одной ГМВ-
последовательности с ЭЛС ls = 4. Это определяется тем, что в простом 
поле GF(5) существует всего два примитивных элемента. 

Например, для примитивного полинома h19(x) = x2+3x+3, на ос-
новании которого формируется базисная М-последовательность, поли-
номы-сомножители проверочного полинома ГМВ-последовательности 
определяются следующим образом. Корнем полинома hс1(x) будет эле-
мент α19*3mod24 = α9. Тогда hс1(x) = h9(x) =x2+2. Корнем hс2(x) будет элемент 
α19*7mod24 = α13. Тогда hс2(x) = h13(x) =x2+4x+2. 

Проверочный полином ГМВ-последовательности будет иметь вид: 
 

             2 2
1 2 9 13        2  4 2 .г с сh x h x h x h x h x x x x       (17) 

 

Полином hс1(x) = h9(x) = x2+2 (таблица 1) является непримитивным, 
период его корней α9и α21 равен 8. Полином hс2(x) = h13(x) = x2+4x+2 явля-
ется примитивным, период его корней α13 и α17 равен 24. 

Начальные состояния регистров сдвига можно определить как из 
символов сi новой базисной М-последовательности с полиномом 
hмп(x)=h19(x)=x2+3x+3: (с0, с3) и (с18, с1), так и из символов исходной 
базисной М-последовательности: (d0, d3*19mod24) = (d0, d9) = (2,0) 
и (d18*19mod24, d1*19) = (d6, d19) = (4,2). 

4. Формирование ГМВ-последовательности с периодом 
N = 54–1 = 624. 

4.1. Общая часть процедуры формирования. Формирование 
пятеричных ГМВ-последовательностей осуществляется в расширен-
ном поле GF[(pm)n] = GF[(52)2] = GF(54). 

Построение поля GF(54) выполняется по примитивному полино-
му f(x) = x4+x2+2x+2, одним из корней которого является примитивный 
элемент α = a. В таблице 7 показан фрагмент построения поля GF(54). 

 

Таблица 7. Фрагмент построения конечного поля GF(54) 
Формы элементов 

поля Минимальный  
полином 

Период Корни 
След 
tr4,1 αiСтепен- 

ная 
Вектор-

ная 
α0 0001 h0(x)=x+4 1 α0 4
α1 0010 h1(x)=x4+x2+2x+2 624 α1, α5, α25, α125 0
α2 0100 h2(x)=x4+2x3+4 312 α2, α10, α50, α250 3
α3 1000 h3(x)=x4+x3+2x2+x+3 208 α3, α15, α75, α375 4
α4 0433 h4(x)=x4+x3+3x2+1 156 α4, α20, α100, α500 4
α5 4300 h1(x)=x4+x2+2x+2 624 α5, α25, α125, α1 0
   

α622 3233 h622(x)=x4+3x+4 312 α622, α614, α574, α374 0
α623 2024 h623(x)=x4+x3+3x2+3 624 α623, α619, α599, α499 4
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Формирование базисной М-последовательности с периодом 
N = 624 осуществляется на основании полинома 
hмп(x) = h1(x) = х4+х2+2х+2 в соответствии с выражением  

 

4 2 1 04 3 3 , 0,  1, ,  619.i i i id d d d i         (18) 
 
Для произвольного начального состояния, например 0001, эле-

менты фрагмента базисной М-последовательности (первые и послед-
ние строки) записываются в виде матрицы Fмп размерно-
сти [J×L] = [25×27] последовательно по строкам: 

 
0 0 0 1 0 4 3 4 4 2 2 2 1 0 1 4 2 4 3 4 0 2 1 0 0 4

3 1 4 0 3 0 4 4 0 3 4 4 0 2 4 0 2 3 0 3 0 1 4 3 4 2

2 4 1 3 2 2 0 3 2 3 2 2 3 3 4 2 4 4 4 4 0 0 4 2 1 0
.

2 4 1 1 2 4 4 0 4 4 3 3 1 3 2 4 0 1 3 1 0 1 2 2 1 2

1 2 3 2 1 3 4 1 3 0 2 2 2 4 0 3 3 4 1 4 0 1 0 1 3 2

F мп  (19) 

 
Столбцы матрицы представляют собой циклические сдвиги ХП1 

с периодом J = 2m–1 = 24. Вычисляется проверочный полином 
hхп1(x) = h1(x) = x2+x+2 (таблицы1). Для всех столбцов матрицы Fмп 
определяются номера сдвигов ХП1 и составляется ПФ, представляю-
щее собой вектор из L=26 компонент, с одним прочерком для обозна-
чения нулевого столбца: 

 

 (22,16,4,23,22,11,12,14,11,9,19,19,I мп  

23,10,15,11,20,13,5,13, ,0,15,22,4,18).  
(20) 

 
В качестве нулевого сдвига ХП1 произвольно выбран первый 

столбец после столбца из одних нулей. 
Для получения матрицы Fг необходимо в соответствии с прави-

лом Iмп (20) столбцы матрицы Fмп, являющиеся сдвигами ХП1, заме-
нить на другие ХП. 

В поле GF(52) существует 4 примитивных полинома, по кото-
рым могут формироваться ХП. Это полиномы h1(x)=x2+x+2 с корнем 
α1, h7(x)=x2+2x+3 с корнем α7, h13(x) = x2+4x+2 с корнем α13 и h19(x)=x2+3x+3 
с корнем α19. Таким образом, для каждой базисной М-
последовательности можно сформировать по три ГМВ-
последовательности с различной ЭЛС, определяемой в соответствии с 
функцией g(r). Параметр r равен показателям степени корней прове-
рочных полиномов. Для двоичного случая функция g(r) определена 
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в (2). Для недвоичного случая функция g(r) может быть определена 
как сумма цифр в р-ичном представлении числа r. Таким образом, 
g(r1=1)=1, g(r2=710=125)=3, g(r3=1310=235)=5, g(r4=1910=345)=7. 

4.2. Формирование ГМВ-последовательности при r=7. В со-
ответствии с правилом формирования (20) заменим столбцы матрицы 
базисной М-последовательности (19) на сдвиги ХП2 с h7(x)=x2+2x+3. В 
результате получим ГМВП1 в матричной форме (21): 

 

1 3 2 3 1 2 4 2 2 1 0 0 3 4 2 2 4 0 1 0 0 1 2 1 2 3

4 2 3 1 4 4 2 0 4 1 3 3 1 1 2 4 0 4 2 4 0 3 2 4 3 4

4 2 3 4 4 1 4 4 1 0 4 4 4 1 0 1 3 2 3 2 0 1 0 4 3 3
.

1 3 2 0 1 0 2 3 0 2 4 4 0 4 4 0 1 2 0 2 0 3 4 1 2 4

3 4 1 1 3 4 0 2 4 4 4 4 1 2 3 4 4 2 2 2 0 0 3 3 1 0

Fг1  (21) 

 

Для определения проверочного полинома первой ГМВ-
последовательности (ГМВП1) используем алгоритм Берлекемпа — Месси: 

 

12 11 9 8 7 6 2 5 4 3 2
1 3 3 2( ) 4 3 3 2 2.гh x х х х х х х х х х х х х              

 

Таким образом, ЭЛС полученной ГМВП1 равна ls=12. 
Разложение на неприводимые полиномы-сомножители четвер-

той степени поля GF(54) (таблицы 7 и 12) имеет следующий вид: 
 

4 3
1 1 2 3 7 11 31( ) ( ) ( ) ( ) (     ) ( ) 3( ) ( )г с с сh x h x h x h x h x h x h x х х х      

  4 2 4 3 22 3  2 2 3 .х х х х х х        
 

Все три полинома являются примитивными. Формирование 
ГМВ-последовательности можно аппаратно реализовать суммирова-
нием последовательностей с выходов трех регистров сдвига с прове-
рочными полиномами h7(x), h11(x) и h31(x), начальные состояния кото-
рых определяются путем децимации символов базисной М-
последовательности (19) с проверочным полиномом 
hмп(x)=h1(x)=х4+х2+2х+2 по индексам id1=7, id2=11 и id3=31.  

Символы на выходах РС ЛОС определяются коэффициента-
ми полиномов h7(x), h11(x) и h31(x) с помощью рекуррентных выражений: 

 

4 0 1 3 2   4  4 ,    0,  1, ,  6 9( );1i i i ic c c c i         (22) 
 

4 0 1 2 2   3  4 ,    0,  1, ,  6 9( );1i i i ic c c c i         (23) 
 

4 0 2 3 2   3  3 ,    0,  1, ,  6 9 .( )1i i i ic c c c i         (24) 
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При формировании недвоичных ГМВП последовательности с 
выходов регистров могут иметь определенные циклические сдвиги, 
кратные величине N/(p–1). Поэтому определение начальных состояний 
РС ЛОС выполним в соответствии с подходом, изложенным для пери-
ода N=24.  

Значения начальных состояний РС ЛОС определяются путем 
решения системы линейных уравнений при заданном сегменте пяте-
ричной ГМВП1 (21) длиной 12 символов, например первых символов 
первой строки. Затем находятся сдвиги М-последовательностей из 
условия совпадения начальных состояний регистров. 

Аналогично (16) составляется система из 12 линейных уравне-
ний вида xij + xkl = cm, (i,k = 0, 1, 2, 3 — номер регистра сдвига; j,l = 0, 1, 
2, 3 — номер ячейки в регистре; m = 0, 1, 2,…, 11 — номер символа 
ГМВ-последовательности), каждое из которых определяется с помо-
щью (22)-(24). В результате решения данной системы находим следу-
ющие значения начальных состояний для регистров сдвига: 

 

00 01 02 03 3; 1 ;  3;  4;x х x x     

10 11 12 13 3; 1 ;  3;  2;x х x x     

20 21 22 23 0; 1 ; 1 ;  2.x х x x     

(25) 

 
Для определения сдвигов последовательностей выполним фор-

мирование трех М-последовательностей для начальных состояний РС 
ЛОС, полученных путем децимации символов базисной М-
последовательности по индексам id1=7, id2=11 и id3=31. 

 

00 0 01 7 02 14 03 21   4;   4;  1 ;  1 ;y d y d y d y d         

10 0 11 11 12 14 13 21   4;   0;   3;   4;y d y d y d y d         

20 0 21 31 22 62 23 93   4;   3;   0;   4.y d y d y d y d         

(26) 

 
При этом обязательным условием является формирование ба-

зисной М-последовательности в соответствии с (18) по исходным сим-
волам (таблица 7): 

 
0 1 2 3 

0 4,1 1 4,1 2 4,1 3 4,1  4,   0,   3,   4.d tr d tr d tr d tr            (27) 

 
В таблицах 8 и 9 показаны фрагменты базисной М-

последовательности F1, а также М-последовательностей F7, F11 и F31 
с полиномами h7(x), h11(x) и h31(x) с начальными состояниями реги-
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стров как в соответствии с (25), так и в соответствии с (26). Приве-
дена результирующая ГМВ-последовательность, полученная сумми-
рованием трех М-последовательностей с начальными состояния-
ми (25) и совпадающая с (21). 

В таблице 8 выделены совпадения символов последовательно-
стей F7 (4411) и F11 (4034) для начальных состояний (25) и (26). По-
казано, что данные последовательности не имеют сдвига друг отно-
сительно друга и начинаются с символа d423 базисной М-
последовательности. 

 
Таблица 8. Определение сдвигов последовательностей F7 и F11 

  Символы базисной МП с h1(x) и МП с h7(x), h11(x) и h31(x)  
h1: di d0 d1 d2 d3  d419 d420 d421 d422 d423 d424 d425 d426 d427 d428 d429 d430

F1 4 0 3 4 … 1 1 1 2 0 4 4 2 3 2 0 3 
h7: di d0 d7 d14 d21 … d437 d444 d451 d458 d465 d472 d479 d486 d493 d500 d507 d514

F7:(34) 4 4 1 1 … 0 1 1 0 4 2 0 1 0 4 0 2 
F7:(33) 3 1 3 4 … 4 1 4 3 4 4 1 1 3 4 2 2 
h11: di d0 d11 d22 d33 … d241 d252 d263 d274 d285 d296 d307 d318 d329 d340 d351 d362

F11:(34) 4 0 3 4 … 3 3 3 4 2 1 1 3 1 2 0 2 
F11:(33) 3 1 3 2 … 3 0 2 1 4 0 3 4 0 0 3 3 
h31: di d0 d31 d62 d93 … d509 d540 d571 d602 d9 d40 d71 d102 d133 d164 d195 d226

F31:(34) 4 3 0 4 … 2 4 4 2 2 0 4 1 4 0 0 2 
F31:(33) 0 1 1 2 … 3 1 4 0 3 1 0 3 0 1 3 3 
ГМВП     …             

Fг1: 1 3 2 3 … 0 2 0 4 1 0 4 3 3 0 3 3 

 
В таблице 9 выделено совпадение символов последовательно-

сти F31 (4304) для начальных состояний (25) и (26). Показано, что 
при формировании ГМВ-последовательности данная последователь-
ность должна иметь сдвиг вправо относительно последовательно-
стей F7 и F11, равный (423-579)mod624=468, что соответствует зна-
чению 3N/(p-1)=0,75N. 

В этом случае начальные состояния регистров при формиро-
вании М-последовательностей F7 и F11 вычисляются через символы 
базисной М-последовательности без сдвига следующим обра-
зом: (d0, d7, d14, d21)=(4,4,1,1), (d0, d11, d22, d33)=(4,0,3,4). 

Начальные состояния при формировании М-
последовательности F31 вычисляются через символы базисной М-
последовательности с учетом сдвига 468, начиная с символа di, где 
i=468*31 mod624=156. Таким образом, начальное состояние регистра 
будет (d156, d187, d218, d249)=(3,1,0,3). 

В результате сложения последовательностей F7, F11 и F31 по 
mod5 получается последовательность, совпадающая с матричным 
представлением ГМВ-последовательности Fг1 вида (21). 
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Таблица 9. Определение сдвига последовательности F31 
  Символы базисной МП с h1(x) и МП с h7(x), h11(x) и h31(x)
h1: di d0 d1 d2 d3 d575 d576 d577 d578 d579 d580 d581 d582 d583 d584 d585 d586

F1 4 0 3 4 … 2 2 2 4 0 3 3 4 1 4 0 1
h7: di d0 d7 d14 d21 … d281 d288 d295 d302 d309 d316 d323 d330 d337 d344 d351 d358

F7:(34) 4 4 1 1 … 0 3 3 0 2 1 0 3 0 2 0 1
F7:(33) 3 1 3 4 … 2 3 2 4 2 2 3 3 4 2 1 1
h11: di d0 d11 d22 d33 … d85 d96 d107 d118 d129 d140 d151 d162 d173 d184 d195 d206

F11:(34) 4 0 3 4 … 4 4 4 2 1 3 3 4 3 1 0 1 
F11:(33) 3 1 3 2 … 4 0 1 3 2 0 4 2 0 0 4 4
h31: di d0 d31 d62 d93 … d353 d384 d415 d446 d477 d508 d539 d570 d601 d8 d39 d70

F31:(34) 4 3 0 4 … 1 2 2 1 1 0 2 3 2 0 0 1
F31:(33) 0 1 1 2 … 4 3 2 0 4 3 0 4 0 3 4 4
ГМВП   …  

Fг1: 1 3 2 3 … 0 1 0 2 3 0 2 4 4 0 4 4
 

4.3. Формирование ГМВ-последовательности при r=13. Фор-
мирование выполняется аналогично рассмотренному выше варианту с 
параметром r=7. Поэтому приведем только основные результаты. В 
соответствии с правилом формирования (20) заменим столбцы матри-
цы базисной М-последовательности (19) на сдвиги ХП3 с 
h13(x)=x2+4x+2. В результате получим ГМВП2 в матричной форме: 

 

0 0 0 4 0 1 3 4 1 3 3 3 4 0 4 1 2 1 2 1 0 2 4 0 0 4

2 4 1 0 2 0 1 1 0 3 4 4 0 3 4 0 3 3 0 3 0 4 4 2 1 3

2 4 1 2 2 3 0 3 3 2 3 3 2 3 1 3 4 1 1 1 0 0 1 2 1 0
.

2 4 1 4 2 1 4 0 1 1 2 2 4 3 3 1 0 4 2 4 0 1 3 2 1 2

4 3 2 2 4 3 1 4 3 0 2 2 2 1 0 3 2 4 1 4 0 4 0 4 2 3

Fг2  (28) 

 

В соответствии с алгоритмом Берлекемпа — Месси определяем 
проверочный полином ГМВП2: 

 

24 23 22 21 20 19 17 15
г2( ) 3 2 2 4h x х х х х х х х х          

14 12 11 10 8 7 5 44 4 3 4 4 4.х х х х х х х х х           
 

Таким образом, ЭЛС полученной ГМВП2 равна ls=24. 
Разложение на неприводимые полиномы-сомножители четвер-

той степени поля GF(54) (таблицы 7 и 12) имеет следующий вид: 
 

г2 1 2 3 4 5 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  с с с с с сh x h x h x h x h x h x h x   

           13 17 37 41 61 157       h x h x h x h x h x h x   

   4 2 4 3 2 4 3 2 2  2 2(2 )2х х х х х х х х х            

    4 3 4 3 4 23 2  3 3 2  4 2 .х х х х х х х х х           

(29) 

931SPIIRAS Proceedings. 2019. Vol. 18 No. 4. ISSN 2078-9181 (print), 
 ISSN 2078-9599 (online), www.proceedings.spiiras.nw.ru

INFORMATION SECURITY_____________________________________________



Все полиномы являются примитивными, кроме полинома 
hс1(x) = х4+х2+2, корни которого имеют период, равный 48. Для полу-
чения ГМВ-последовательности необходимо сложить по mod5 шесть 
последовательностей, начальные состояния которых определяются 
путем децимации символов базисной М-последовательности, сформи-
рованной в соответствии с (18), (27) по индексам id1 = 13, id2 = 17, 
id3 = 37, id4 = 41, id5 = 61 и id6 = 157. 

Для определения начальных сдвигов формируемых последова-
тельностей составим систему из 24 линейных уравнений при заданном 
сегменте пятеричной ГМВ-последовательности (28) длиной 24 симво-
ла, например первых символов второй строки. В результате решения 
системы вида xij + xkl = cm, (i,k = 0, 1, …, 5 — номер регистра сдвига; 
j,l = 0, 1, 2, 3 — номер ячейки в регистре; m = 0, 1, 2,…, 23 — номер 
символа ГМВ-последовательности) находим следующие значения 
начальных состояний для регистров сдвига: 

 

00 01 02 030; 2; 0; 0;x х x x     

10 11 12 134; 2; 3; 2;x х x x     

20 21 22 234; 0; 4; 1;x х x x     

30 31 32 333; 3; 1; 1;x х x x     

40 41 42 434; 3; 2; 4;x х x x     

50 51 52 530; 0; 0; 1.x х x x     

(30) 

 

Для определения сдвигов последовательностей выполним фор-
мирование одной ПСП и пяти М-последовательностей в соответствии 
с проверочными полиномами (29) для начальных состояний РС ЛОС, 
полученных путем децимации символов базисной М-
последовательности по индексам id1 = 13, id2 = 17, id3 = 37, id4 = 41, 
id5 = 61 и id6 =157: 

 

00 0 01 13 02 26 03 394; 0; 3; 0;y d y d y d y d         

10 0 11 17 12 34 13 514; 4; 2; 2;y d y d y d y d         

20 0 21 37 22 74 23 1114; 4; 2; 0;y d y d y d y d         

30 0 31 41 32 82 33 1234; 4; 1; 0;y d y d y d y d         

40 0 41 61 42 122 43 1834; 2; 4; 4;y d y d y d y d         

50 0 51 157 52 314 53 4714; 0; 2; 2.y d y d y d y d         

(31) 

 

Как и в случае параметра r=7, обязательным условием является 
формирование базисной М-последовательности в соответствии с (18) 
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и (27). В таблице 10 показаны фрагменты базисной М-
последовательности F1, а также ПСП F13 и М-последовательностей F17, 
F37, F41, F61 и F157 с начальными состояниями регистров как в соответ-
ствии с (30), так и в соответствии с (31). Приведена результирующая 
ГМВ-последовательность, полученная суммированием шести последо-
вательностей с начальными состояниями (30) и совпадающая с (28). 
Выделены совпадения символов F13 (4030), F17 (4422) и F157 (4022) для 
начальных состояний (30) и (31). Показано, что данные последова-
тельности не имеют сдвига друг относительно друга. 

 
Таблица 10. Определение сдвигов последовательностей F13, F17 и F157 

  Символы базисной МП с h1(x) и суммируемых последовательностей 
h1: di d0 d1 d2 d3  d341 d342 d343 d344 d345 d346 d347 d348 d349 d350 d351 d352

F1 4 0 3 4 … 3 3 2 2 1 3 1 1 1 1 0 0 
h13: di d0 d13 d26 d39 … d65 d78 d91 d104 d117 d130 d143 d156 d169 d182 d195 d208

F13:(40) 4 0 3 0 … 0 0 0 2 0 3 0 3 0 1 0 3 
F13:(39) 0 2 0 0 … 1 0 4 0 4 0 3 0 4 0 0 0 
h17: di d0 d17 d34 d51 … d181 d198 d215 d232 d249 d266 d283 d300 d317 d334 d351 d368

F17:(40) 4 4 2 2 … 0 4 1 1 3 1 0 3 0 2 0 0 
F17:(39) 4 2 3 2 … 1 3 2 2 4 4 2 2 2 4 1 0 
h37: di d0 d37 d74 d111 … d137 d174 d211 d248 d285 d322 d359 d396 d433 d470 d507 d544

F37:(40) 4 4 2 0 … 2 4 0 4 2 2 4 4 4 4 0 4 
F37:(39) 4 0 4 1 … 0 3 4 0 2 2 1 0 4 2 3 3 
h41: di d0 d41 d82 d123 … d253 d294 d335 d376 d417 d458 d499 d540 d581 d622 d39 d80

F41:(40) 4 4 1 0 … 4 1 3 0 4 0 4 4 3 0 0 3 
F41:(39) 3 3 1 1 … 4 4 2 2 3 3 2 0 0 3 3 2 
h61: di d0 d61 d122 d183 … d209 d270 d331 d392 d453 d514 d575 d12 d73 d134 d195 d256

F61:(40) 4 2 4 4 … 1 1 3 2 4 2 2 3 2 4 0 3 
F61:(39) 4 3 2 4 … 4 2 3 3 2 1 2 2 2 1 2 4 
h157: di d0 d157 d314 d471 … d497 d30 d187 d344 d501 d34 d191 d348 d505 d38 d195 d352

F157:(40) 4 0 2 2 … 1 2 1 2 2 2 3 1 2 4 0 0 
F157:(39) 0 0 0 1 … 0 1 0 2 4 0 2 2 4 0 3 2 
ГМВП     …             

Fг2: 0 0 0 4 … 0 3 0 4 4 0 2 1 1 0 2 1 
 

Аналогично можно показать, что последовательности F37 и F61 
при формировании ГМВ-последовательности должны иметь сдвиг 468, 
а последовательность F41 сдвиг 156 вправо относительно последова-
тельностей F13, F17 и F157. 

Таким образом, начальные состояния регистров при формиро-
вании ПСП F13 и М-последовательностей F17 и F157 вычисляются через 
известные символы базисной М-последовательности без сдвига сле-
дующим образом: (d0,d13,d26,d39) = (4,0,3,0), (d0,d17,d34,d51) = (4,4,2,2), 
(d0,d157,d314,d471) = (4,0,2,2). 

Так как значения функций следа для p-сопряженных элементов 
в поле GF(54) одинаковы, то целесообразно в качестве начального со-
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стояния регистра сдвига использовать символ базисной М-
последовательности с минимальным индексом. Например, для элемен-
та α51 p-сопряженными элементами будут α255, α27 и α135, а для элемента 
α471 — элементы α483, α543 и α219. 

Следовательно, вместо символа d51 можно использовать символ 
с минимальным значением индекса d27, а вместо d471 символ d219. Дан-
ный подход будет использован в дальнейшем при определении 
начальных состояний РС ЛОС. 

Начальные состояния при формировании М-
последовательностей F37 и F61 вычисляются через символы базисной 
МП с учетом сдвига 468, начиная с символа di, где 
i=468*37 mod 624=468. Таким образом, начальное состояние регистра 
для М-последовательности F37 будет (d468,d29,d214,d123) = (2,2,1,0), а 
начальное состояние регистра для М-последовательности F61 бу-
дет (d468,d121,d118,d27) = (2,1,2,2). 

Начальное состояние регистра для М-последовательности F41 

вычисляется с учетом сдвига 156, начинается с символа di, где 
i=156*41 mod 624=156 и равно (d156,d197,d238,d111) = (3,3,2,0). 

В результате сложения последовательностей F13, F17, F37, F41, F61 
и F157 по mod5 получается последовательность, совпадающая с мат-
ричным представлением ГМВ-последовательности Fг2 вида (28). 

3.4. Формирование ГМВ-последовательностей при r=19. 
Формирование выполняется аналогично рассмотренным выше вариан-
там с параметрами r = 7 и r = 13. В соответствии с правилом формиро-
вания (20) заменим столбцы матрицы базисной МП (19) на сдвиги ХП4 
с h19(x) = x2+3x+3. В результате получим матрицу ГМВП3: 

 
0 0 0 3 0 2 3 1 2 4 1 1 3 0 3 2 2 3 1 3 0 2 3 0 0 1

1 3 2 0 1 0 2 3 0 3 1 1 0 4 1 0 1 3 0 3 0 3 1 1 2 4

2 1 4 1 2 4 0 3 4 4 4 4 1 3 3 4 1 2 2 2 0 0 3 2 4 0
.

...

2 1 4 2 2 3 1 0 3 2 1 1 2 3 4 3 0 3 4 3 0 4 4 2 4 2

3 4 1 2 3 3 3 3 3 0 2 2 2 2 0 3 1 1 4 1 0 2 0 3 1 1

Fг3  (32) 

 

В соответствии с алгоритмом Берлекемпа — Месси определяем 
проверочный полином ГМВП3: 

 
40 39 37 36 35 33 32 31 29 28 27

г 3   3 3 2 2 4( )h x х х х х х х х х х х х           
26 25 24 23 22 21 20 19 17 162 2 4 2 3 3 4 2 3х х х х х х х х х х            

15 13 12 10 9 8 7 6 5 3 22 4 3 2 4 2 2 3 2 4.х х х х х х х х х х х              
 

Таким образом, ЭЛС ГМВ-последовательности Fг3 равна ls=40. 
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Разложение на неприводимые полиномы-сомножители четвер-
той степени поля GF(54) (таблица 7) имеет следующий вид: 

 

г3 ( )h x 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) с с с с с с с с с сh x h x h x h x h x h x h x h x h x h x    

                   19 23 43 47 67 71 91 163 167 187          h x h x h x h x h x h x h x h x h x h x 

  4 3 4 3 4 3 23 2 3 3 4 3 4 4( 3)х х х х х х х х х х             

  4 3 2 4 3 4 3 24 4 3( ) 2 3 4 4 3х х х х х х х х х х х            

   4 2 4 3 4 2 4 3 22 3 2 3 3 4 3 4 3 3 .( )х х х х х х х х х х х           
 

(33) 

Все полиномы являются примитивными, кроме полинома 
hс7(x) = х4+2х2+3, корни которого имеют период, равный 48. Для получе-
ния ГМВ-последовательности Fг3 необходимо сложить по mod5 десять 
последовательностей, начальные состояния которых определяются пу-
тем децимации символов базисной МП (18) и (27) по индексам id1=19, 
id2 = 23, id3 = 43, id4 = 47, id5 = 67, id6 = 71, id7 = 91, id8=163, id9=167, id10=187. 

Для определения начальных сдвигов формируемых последова-
тельностей составим систему из 40 линейных уравнений при заданном 
сегменте пятеричной ГМВ-последовательности Fг3 (32) длиной 40 сим-
волов. В результате решения системы вида xij + xkl = cm, (i, k = 0, 1, …, 
9 — номер регистра сдвига; j, l = 0, 1, 2, 3 — номер ячейки в регистре; 
m = 0, 1, 2,…, 39 — номер символа ГМВ-последовательности) находим 
следующие значения начальных состояний для регистров сдвига: 

 

00 01 02 034; 4; 2; 3;x х x x     

10 11 12 134; 0; 2; 3;x х x x     

20 21 22 233; 3; 4; 3;x х x x     

30 31 32 332; 0; 3; 2;x х x x     

40 41 42 431; 0; 3; 3;x х x x     

50 51 52 534; 1; 2; 1;x х x x     

60 61 62 630; 1; 0; 0;x х x x     

70 71 72 732; 3; 1; 1;x х x x     

80 81 82 831; 1; 0; 4;x х x x     

90 91 92 934; 2; 3; 3.x х x x     

(34) 

 

Для определения сдвигов последовательностей выполним фор-
мирование одной ПСП и девяти М-последовательностей в соответ-
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ствии с проверочными полиномами (33) для начальных состояний РС 
ЛОС, полученных путем децимации символов базисной М-
последовательности по индексам id1= 19, id2= 23, id3= 43, id4= 47, id5= 67, 
id6= 71, id7= 91, id8= 163, id9= 167, id10= 187: 

 

00 0 01 19 02 38 03 574; 2; 4; 2;y d y d y d y d         

10 0 11 23 12 46 13 694; 2; 4; 1;y d y d y d y d         

20 0 21 43 22 86 23 1294; 1; 3; 1;y d y d y d y d         

30 0 31 47 32 94 33 1414; 1; 4; 1;y d y d y d y d         

40 0 41 67 42 134 43 2014; 3; 4; 4;y d y d y d y d         

50 0 51 71 52 142 53 2134; 4; 3; 4.y d y d y d y d         

20 0 21 91 22 182 23 2734; 0; 1; 0;y d y d y d y d         

30 0 31 163 32 326 33 4894; 3; 4; 3;y d y d y d y d       

40 0 41 167 42 334 43 5014; 0; 2; 2;y d y d y d y d         

50 0 51 187 52 374 53 5614; 1; 0; 2.y d y d y d y d         

(35) 

 
В таблице 11 показаны фрагменты базисной М-

последовательности F1, М-последовательностей F19, F23, F43, F47, F67, 
F71, F163, F167, F187, а также ПСП F91 с начальными состояниями реги-
стров как в соответствии с (34), так и в соответствии с (35). Приведен 
фрагмент результирующей ГМВ-последовательности, полученный 
суммированием десяти последовательностей с начальными состояния-
ми (34) и совпадающий с (32). Выделены совпадения символов 
F19 (4442), F23 (4241) и F67 (4344) для начальных состояний (34) и (35). 
Показано, что данные последовательности не имеют сдвига друг отно-
сительно друга и начинаются с символа d501 базисной М-
последовательности. 

 
Таблица 11. Определение сдвигов последовательностей F19, F23 и F67 

  Символы базисной МП с h1(x) и суммируемых последовательностей 
h1: di d0 d1 d2 d3  d497 d498 d499 d500 d501 d502 d503 d504 d505 d506 d507 d508

F1 4 0 3 4 … 1 1 4 4 2 1 2 2 2 2 0 0 
h19: di d0 d19 d38 d57 … d83 d102 d121 d140 d159 d178 d197 d216 d235 d254 d273 d292

F1935) 4 2 4 2 … 2 1 1 3 3 1 3 1 1 3 0 0 
F1934) 4 4 2 3  4 3 1 1 4 2 4 2 3 2 3 4 
h23: di d0 d23 d46 d69 … d199 d222 d245 d268 d291 d314 d337 d360 d383 d406 d429 d452

F2335) 4 2 4 1  2 1 2 2 4 2 0 3 1 1 0 2 
F2334) 4 0 2 3  0 0 4 2 4 2 4 1 2 2 3 0 

h43: di d0 d43 d86 d129 … d155 d198 d241 d284 d327 d370 d413 d456 d499 d542 d585 d4 
F4335) 4 1 3 1  3 4 3 1 1 2 3 1 4 1 0 4 
F4334) 3 3 4 3  3 4 2 2 1 4 2 4 4 4 3 1 
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Продолжение таблицы 11 
  Символы базисной МП с h1(x) и суммируемых последовательностей 
h47: di d0 d47 d94 d141 … d271 d318 d365 d412 d459 d506 d553 d600 d23 d70 d117 d164

F47:(35) 4 1 4 1  4 3 2 1 0 2 2 2 2 1 0 0 
F47:(34) 2 0 3 2  0 1 0 1 2 3 2 3 3 3 2 3 
h67: di d0 d67 d134 d201 … d227 d294 d361 d428 d495 d562 d5 d72 d139 d206 d273 d340

F67:(35) 4 3 4 4  3 1 3 2 1 2 0 3 4 1 0 2 
F67:(34) 1 0 3 3  0 0 4 3 4 3 4 4 2 3 3 0 
h71: di d0 d71 d142 d213 … d343 d414 d485 d556 d3 d74 d145 d216 d287 d358 d429 d500

F71:(35) 4 4 3 4  2 4 2 1 4 2 2 1 1 1 0 4 
F71:(34) 4 1 2 1  1 2 4 1 2 2 4 2 3 2 1 3 
h91: di d0 d91 d182 d273 … d299 d390 d481 d572 d39 d130 d221 d312 d403 d494 d585 d52

F91:(35) 4 0 1 0  0 0 0 1 0 3 0 1 0 4 0 4 
F91:(34) 0 1 0 0  1 0 3 0 1 0 4 0 4 0 0 0 
h163: di d0 d163 d326 d489 … d515 d54 d217 d380 d543 d82 d245 d408 d571 d110 d273 d436

F163:(35) 4 3 4 3  3 1 4 3 2 1 2 1 4 3 0 0 
F163:(34) 2 3 1 1  3 4 2 3 3 1 3 1 1 1 1 2 
h167: di d0 d167 d334 d501 … d7 d174 d341 d508 d51 d218 d385 d552 d95 d262 d429 d596

F167:(35) 4 0 2 2  4 4 3 0 2 0 3 3 2 0 0 4 
F167:(34) 1 1 0 4  1 0 1 1 3 0 4 4 0 0 4 3 
h187: di d0 d187 d374 d561 … d587 d150 d337 d524 d87 d274 d461 d24 d211 d398 d585 d148

F187:(35) 4 1 0 2  0 2 0 0 0 4 4 2 0 2 0 3 
F187:(34) 4 2 3 3  2 3 4 0 2 3 0 1 0 3 3 1 
ГМВП     …             

Fг3: 0 0 0 3  0 2 0 4 1 0 1 2 2 0 3 2 
 

Аналогично можно показать, что последовательности F43 и F91 
при формировании ГМВ-последовательности должны иметь сдвиг 312, 
последовательности F47, F71 и F187 должны иметь сдвиг 156, а последо-
вательности F163 и F167 сдвиг 468 вправо относительно последователь-
ностей F19, F23 и F67. 

Таким образом, начальные состояния регистров при формиро-
вании последовательностей F19, F23 и F67 вычисляются через символы 
базисной М-последовательности без сдвига следующим образом: 

 

   0 19 38 57 0 23 46 69( ) (, , ,   4,2,4,2 , , , ,   4, ,4,1 ,) 2d d d d d d d d   

 0 67 46 33, , ,   4,( 3) ,4,4 .d d d d   
 

Начальные состояния при формировании последовательностей 
F43 и F91 вычисляются через символы базисной М-последовательности 
с учетом сдвига 312, начиная с символа di, где i=312*43 mod 624=312. 
Таким образом, начальное состояние регистра для F43 будет (d312, d71, 
d118, d213)=(1,4,2,4), а начальное состояние регистра для F91 будет (d312, 
d91, d494, d117)=(1,0,4,0). 

Начальные состояния М-последовательностей F47, F71 и F187 вы-
числяются с учетом сдвига 156, начиная с символа di, где 
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i = 156*47 mod 624 = 468. Таким образом, начальное состояние реги-
стра для F47 будет (d468, d79, d314, d249) = (2,3,2,3), начальное состояние 
для F71 будет (d468, d199, d122, d57) = (2,2,4,2), а начальное состояние для 
F187 будет (d468, d31, d218, d81) = (2,3,0,1). 

Начальные состояния М-последовательностей F163 и F167 вычис-
ляются с учетом сдвига 468, начиная с символа di, где 
i = 468*163 mod 624 = 156. Таким образом, начальное состояние реги-
стра для F163 будет (d156, d319, d194, d21) = (3,1,3,1), а начальное состояние 
регистра для F167 будет (d156, d323, d98, d33) = (3,0,4,4). 

В результате сложения рассмотренных последовательностей по 
mod5 получается последовательность, совпадающая с матричным 
представлением ГМВ-последовательности Fг3 вида (32). 

Функция автокорреляции ГМВ-последовательностей (21), (28), (32) 
в метрике Ли определяется через расстояние D, которое для любого сдви-
га λ равно 750. Тогда значение ПАКФ, в соответствии с (6), равно 
R(λ) = 624-4*750/5 = 24, что согласуется с (8), то есть R(λ) = pS-2-1 = 24. 

Так как в поле GF(54) существует 48 примитивных полиномов, 
являющихся проверочными полиномами для различных базисных М-
последовательностей, то для периода N=624 можно сформировать по 
48 ГМВ-последовательностей для каждого допустимого значения 
ЭЛС: ls1=12, ls2=24, ls3=40. Всего в соответствии с (3) можно сформиро-
вать 144 ГМВ-последовательности. 

5. Синтез устройства формирования ГМВ-
последовательности. В предыдущем разделе были получены все не-
обходимые исходные данные для синтеза устройства формирования 
ГМВ-последовательности с периодом N=624 на основе совокупности 
РС ЛОС. Для построения устройства требуется знание сомножителей 
hсi(x) проверочного полинома ГМВ-последовательности hг(x) и значе-
ний начальных состояний ячеек регистров сдвига. Требуемые исход-
ные данные для формирования на основе базисной М-
последовательности с h1(x) = x4+x2+2x+2 для различных допустимых 
значений ЭЛС приведены в таблице 12. 

Исходные данные в таблице 12 позволяют синтезировать устрой-
ства формирования для трех типов ГМВ-последовательностей на основе 
базисной М-последовательности с h1(x) =x4+x2+2x+2. При произвольной 
базисной М-последовательности с примитивным полиномом hi(x) необ-
ходимо индексы полиномов-сомножителей умножить по mod 624 на 
параметр i, являющийся показателем степени корня hi(x). В результате 
получим новую совокупность полиномов-сомножителей hсi(x). Все ми-
нимальные полиномы поля GF(54) в виде коэффициентов представлены 
в таблице 13. Для удобства формирования ГМВ-последовательностей 
примитивные полиномы выделены подчеркиванием. Отсутствие в таб-
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лице полинома с вычисленным индексом означает, что данный индекс 
соответствует показателю степени одного из p-сопряженных элементов 
поля. Необходимо найти все p-сопряженные элементы и выбрать среди 
них элемент с минимальным показателем степени, для которого непри-
водимый полином имеется в таблице 13. 

 
Таблица 12. Исходные данные для синтеза устройств формирования ГМВ-

последовательностей  

ЭЛС 
ls 

Полином 
hci(x) 

Начальные состояния 
ячеек регистра сдвига ЭЛС 

ls 
Полином 

hci(x) 

Начальные состояния ячеек 
регистра сдвига 

Я0 Я1 Я2 Я3 Я0 Я1 Я2 Я3 

12 
h7(x) d0=4 d7=4 d14=1 d21=1

40 

h19(x) d0=4 d19=2 d38=4 d57=2
h11(x) d0=4 d11=0 d22=3 d33=4 h23(x) d0=4 d23=2 d46=4 d69=1
h31(x) d156=3 d187=1 d218=0 d249=3 h43(x) d312=1 d71=4 d118=2 d213=4

24 

h13(x) d0=4 d13=0 d26=3 d39=0 h47(x) d468=2 d79=3 d314=2 d249=3
h17(x) d0=4 d17=4 d34=2 d27=2 h67(x) d0=4 d67=3 d46=4 d33=4
h37(x) d468=2 d29=2 d214=1 d123=0 h71(x) d468=2 d199=2 d122=4 d57=2
h41(x) d156=3 d197=3 d238=2 d111=0 h91(x) d312=1 d91=0 d494=4 d117=0
h61(x) d468=2 d121=1 d118=2 d27=2 h163(x) d156=3 d319=1 d194=3 d21=1
h157(x) d0=4 d157=0 d314=2 d219=2 h167(x) d156=3 d323=0 d98=4 d33=4

      h187(x) d468=2 d31=3 d218=0 d81=1
 

Начальные состояния ячеек Я0 при произвольной базисной М-
последовательности не изменяются по отношению к базисной М-
последовательности с h1(x). Начальные состояния остальных ячеек 
определяются путем децимации символов базисной М-
последовательности в соответствии с индексами новой совокупности 
полиномов-сомножителей. 

 
Таблица 13. Минимальные полиномы поля GF(54), f(x)=x4+x2+2x+2, α =a 

𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0

𝛼  00014 𝛼 11032 𝛼 12434 𝛼 11234 𝛼 13432 
𝛼  10122 𝛼 13444 𝛼 10313 𝛼 12033 𝛼 13234 
𝛼  12004 𝛼 14413 𝛼 13341 𝛼 10431 𝛼 11113 
𝛼  11213 𝛼 10421 𝛼 14022 𝛼 10413 𝛼 14144 
𝛼  11301 𝛼 11244 𝛼 10203 𝛼 14441 𝛼 10233 
𝛼  13314 𝛼 14143 𝛼 13401 𝛼 10402 𝛼 11221 
𝛼  11013 𝛼 13031 𝛼 11142 𝛼 14231 𝛼 10303 
𝛼  10111 𝛼 13012 𝛼 11004 𝛼 12332 𝛼 11101 
𝛼  13102 𝛼 00134 𝛼 11411 𝛼 11024 𝛼 12422 
𝛼  10123 𝛼 12222 𝛼 13322 𝛼 00123 𝛼 00011 
𝛼  12131 𝛼 14134 𝛼 11344 𝛼 11133 𝛼 10132 
𝛼  10102 𝛼 10231 𝛼 14123 𝛼 14331 𝛼 13004 
𝛼  14444 𝛼 13342 𝛼 00141 𝛼 14303 𝛼 12344 
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Продолжение таблицы 13 

𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0 𝛼  
hi(x) 

x4+…x0

𝛼  12311 𝛼 12324 𝛼 10044 𝛼 14301 𝛼 14043 
𝛼  11212 𝛼 12123 𝛼 11023 𝛼 12102 𝛼 10133 
𝛼  13044 𝛼 13032 𝛼 11041 𝛼 12121 𝛼 13121 
𝛼  13023 𝛼 10024 𝛼 11342 𝛼 12302 𝛼 00142 
𝛼  14232 𝛼 14243 𝛼 10223 𝛼 12134 𝛼 12443 
𝛼  12224 𝛼 10141 𝛼 14101 𝛼 12042 𝛼 13203 
𝛼  13043 𝛼 12014 𝛼 14242 𝛼 11124 𝛼 13201 
𝛼  13131 𝛼 12013 𝛼 12414 𝛼 13133 𝛼 14411 
𝛼  00112 𝛼 13241 𝛼 12401 𝛼 00101 𝛼 14202 
𝛼  13413 𝛼 14402 𝛼 10002 𝛼 14312 𝛼 00124 
𝛼  12211 𝛼 11443 𝛼 13424 𝛼 10341 𝛼 10221 
𝛼  13302 𝛼 12021 𝛼 10443 𝛼 11222 𝛼 12312 
𝛼  12203 𝛼 13232 𝛼 14012 𝛼 14214 𝛼 12022 
𝛼  12201 𝛼 13334 𝛼 11114 𝛼 11042 𝛼 10034 
𝛼  11402 𝛼 00103 𝛼 10343 𝛼 10014 𝛼 00012 
𝛼  13124 𝛼 12433 𝛼 10311 𝛼 13323 𝛼 10442 
𝛼  11441 𝛼 14112 𝛼 00013 𝛼 14034 𝛼  14224 
𝛼  11202 𝛼 14314 𝛼 10412 𝛼 14033 𝛼 00133 
𝛼  11414 𝛼 13423 𝛼 14004 𝛼 11321 𝛼 11303 
𝛼  10003 𝛼 14011 𝛼 12333 𝛼 00102   

 
В качестве примера определим проверочные полиномы и 

начальные состояния регистров сдвига для трех типов ГМВ-
последовательностей с ЭЛС ls1 =12, ls2 =24 и ls3 =40, если в качестве 
базисной используется М-последовательность с полиномом 
hмп2(x)=h223(x)=x4+4x3+3x+3. 

Сомножители проверочного полинома ГМВ-
последовательности с ЭЛС ls2=24 hг4(x)=hс1(x)…hс6(x) определяются 
следующим образом. Одним из корней полинома hс1(x) будет элемент 
α223*13mod624=α403. Тогда hс1(x)=h403(x)=h91(x)=x4+2x2+3. Корнем hс2(x) бу-
дет элемент α223*17mod624=α47. Тогда hс2(x)=h47(x)=x4+4x3+x2+4x+3. 
Остальные полиномы находятся аналогично. В результате провероч-
ный полином ГМВ-последовательности будет иметь вид: 

 

г4 1 2 3 4 5 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (  ) ( )с с с с с сh x h x h x h x h x h x h x   

           91 47 71 163 499 67     h x h x h x h x h x h x   
4 2 4 3 2 4 3 22 3  4 4 3 4 4) ( ( )3( )x x x x x x x x x x             

×(х4+2х3+3х+3) (х4+х3+3х2+3) (х4+2х3+х+3). 
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Полином hс1(x)=h91(x) =x4+2x2+3 (таблица 13) является неприми-
тивным, период его корней α91, α455, α403и α143 равен 48. Остальные по-
линомы являются примитивными. 

Начальные состояния ячеек Я0 регистров сдвига соответствуют 
таблице 11. В остальных ячейках начальные состояния определяются 
децимацией символов базисной МП по индексам полиномов 
h91(x), h47(x), h71(x), h163(x), h499(x), h67(x) с переходом к минимальным 
индексам для p-сопряженных элементов, так как функции следа для 
всех p-сопряженных элементов равны между собой. 

Например, для полинома h37(x), преобразованного в полином 
h71(x), символ d468=2 остается без изменений. Индексы остальных сим-
волов вычисляются путем последовательного увеличения индекса 468 
на 71 и перехода к минимальному значению: d468+71=d539=d199=2, 
d468+142=d610=d122=4, d468+213=d681mod624=d57=2.  

Аналогичным образом определяются начальные состояния реги-
стров сдвига для всех типов ГМВП. Результаты сведены в таблице 14. 

 

Таблица 14. Исходные данные для синтеза устройств формирования ГМВ 
последовательности на основе базисной М-последовательности с полиномом 

h223(x)=x4+4x3+3x+3 

ЭЛС 
ls 

Полином 
hci(x) 

Начальные состояния ячеек 
регистра сдвига ЭЛ

С ls

Полином 
hci(x) 

Начальные состояния ячеек 
регистра сдвига 

Я0 Я1 Я2 Я3 Я0 Я1 Я2 Я3

12 
h313(x) d0=4 d313=0 d2=3 d63=1

40 

h469(x) d0=4 d469=0 d314=2 d159=3
h173(x) d0=4 d173=3 d194=3 d99=1 h61(x) d0=4 d61=2 d122=4 d183=4
h49(x) d156=3 d41=4 d22=3 d87=0 h109(x) d312=1 d209=1 d106=0 d3=4

24 

h91(x) d0=4 d91=0 d182=1 d117=0 h349(x) d468=2 d193=3 d214=1 d87=0
h47(x) d0=4 d47=1 d94=4 d81=1 h373(x) d0=4 d373=3 d122=4 d99=1
h71(x) d468=2 d199=2 d122=4 d57=2 h209(x) d468=2 d53=3 d62=0 d219=2
h163(x) d156=3 d319=1 d194=3 d21=1 h13(x) d312=1 d13=0 d338=2 d39=0
h499(x) d468=2 d343=2 d218=0 d93=4 h157(x) d156=3 d313=0 d94=4 d3=4
h67(x) d0=4 d67=3 d46=4 d33=4 h17(x) d156=3 d173=3 d38=4 d183=4

   h89(x) d468=2 d197=3 d22=3 d111=0
 

Устройство формирования ГМВ-последовательность с ls2=24 по-
казано на рисунке 3. Оно состоит из шести регистров сдвига, умножи-
тели и сумматоры по mod 5 в цепи обратной связи которых расставля-
ются в соответствии с коэффициентами неприводимых полиномов-
сомножителей четвертой степени. Начальные состояния ячеек реги-
стров сдвига даны в таблице 14. 

Особенность устройств формирования пятеричных ГМВ-
последовательностей заключается в том, что начальные состояния всех 
регистров сдвига однозначно определяются путем децимации симво-
лов базисной М-последовательности по соответствующим индексам 
децимации с учетом начальных циклических сдвигов суммируе-
мых последовательностей.  
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Я1 Я0Я2

+

х

d91=0d182=1 d0=4

Я3

d117=0

х

Я1 Я0Я2
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х

d47=1d94=4 d0=4

Я3
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х

+

х

+

х
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+

h163(x)
+

х

h499(x)

h67(x)
k=3 k=4

+
Выход

k=1 k=4 k=1 k=2

k=1 k=4 k=1 k=2
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k=3 k=2 k=2

k=2

h47(x)

h71(x)

 
Рис. 3. Устройство формирования ГМВП с ЭЛС ls2=24 на основе базисной МП 

с h223(x)=x4+4x3+3x+3 
 
Для каждого примитивного полинома поля GF(54) из таблицы 13 

могут быть получены начальные состояния регистров сдвига, аналогич-
ные значениям из таблицы 14. При этом в схемной реализации будет 
изменен только порядок подключения умножителей и сумматоров по 
mod 5 в цепи обратной связи в соответствии с коэффициентами непри-
водимых полиномов-сомножителей, также приведенных в таблице 13. 

5. Заключение. По корреляционным свойствам ГМВ-
последовательности аналогичны М-последовательностям, однако об-
ладают более высокой структурной скрытностью, что определяет 
предпочтительность их применения в системах передачи дискретной 
информации, к которым предъявляются повышенные требования как 
по конфиденциальности, так и по помехозащищенности в условиях 
радиоэлектронного противодействия. 

Переход к недвоичным последовательностям является одним из 
направлений развития систем передачи информации, обеспечивающим 
повышение как помехозащищенности телекоммуникационных систем, 
так и скорости передачи информации. 

В настоящее время применению ГМВ-последовательностей, в 
том числе недвоичных, в системах передачи дискретной информации 
препятствует отсутствие практически реализуемых алгоритмов и 
устройств их формирования. 

В статье разработан алгоритм формирования пятеричных ГМВ-
последовательностей с периодом N=624. 
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Научная новизна алгоритма заключается в представлении про-
верочного полинома ГМВ-последовательности в виде произведения 
неприводимых полиномов, корни которых являются фиксированными 
степенями корней проверочного полинома базисной М-
последовательности, а также в определении начальных символов сум-
мируемых последовательностей, позволяющих однозначно определять 
их циклические сдвиги. 

Практическая значимость алгоритма определяется возможно-
стью синтеза устройств формирования ГМВ-последовательностей 
только на основе линейных устройств, а именно регистров сдвига с 
линейными обратными связями, для вычисления начальных состояний 
которых требуется знание значений символов di только одной базис-
ной М-последовательности с полиномом hмп(x)=h1(x). 

Представленный алгоритм формирования пятеричных ГМВ-
последовательностей с периодом N=624 над конечным полем с двой-
ным расширением GF[(52)2] основан на матричном представлении ба-
зисной М-последовательности с примитивным проверочным полино-
мом hмп(x). В зависимости от требуемого значения ЭЛС проверочный 
полином hг(x) ГМВ-последовательности может быть представлен в 
виде произведения трех (ls=12), шести (ls=24) или десяти (ls=24) непри-
водимых над простым полем GF(5) полиномов-сомножителей hсi(x) 
четвертой степени. Получены соотношения между корнями полинома 
hмп(x)=h1(x) базисной М-последовательности и корнями полиномов-
сомножителей hсi(x) для трех типов ГМВ-последовательностей, на ос-
новании которых могут быть определены проверочные полиномы hг(x) 
для произвольного примитивного полинома базисной М-
последовательности. С учетом того, что в поле GF(54) существует 48 
примитивных полиномов, всего можно сформировать 144 пятеричных 
ГМВ-последовательности c периодом N=624. 

Особенностью определения начальных состояний РС ЛОС пя-
теричных ГМВ-последовательностей по отношению к двоичным явля-
ется наличие циклических сдвигов для отдельных суммируемых по-
следовательностей. Показано, что данный сдвиг может принимать зна-
чения, кратные четверти периода, то есть N/(p-1). Определены сдвиги 
для всех типов ГМВ-последовательностей, на основании которых вы-
числены значения начальных состояний регистров как для базисной 
М-последовательности с h1(x), так и для М-последовательности с 
h223(x). Приведена схема устройства формирования ГМВ-
последовательности с ЭЛС ls=24 для базисной М-последовательности с 
полиномом h223(x), состоящего из шести регистров сдвига. 

ЭЛС пятеричных ГМВ-последовательностей с периодом N=624 
может принимать значения 12, 24 и 40, что существенно превышает 
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аналогичные значения для М-последовательностей. С увеличением 
периода выигрыш по ЭЛС возрастает. Применение ГМВ-
последовательностей при формировании сигналов с расширенным 
спектром в системах передачи дискретной информации позволяет по-
высить структурную скрытность сигналов в 3-10 раз по сравнению с 
использованием М-последовательностей. Платой является увеличение 
числа регистров с линейной обратной связью, что не является сложной 
технической задачей. 

Алгоритм может найти применение для синтеза устройств форми-
рования ГМВ-последовательностей для помехозащищенных систем пере-
дачи дискретной информации, а также для формирования других классов 
ПСП, допускающих аналитическое представление в конечных полях. 

В рамках проведенных исследований не удалось получить анали-
тического выражения для ЭЛС пятеричных последовательностей, анало-
гичного выражению (2) для двоичных последовательностей, связывающе-
го параметры m, n и g(r) (значениям g(r)=3, 5, 7 соответствуют ЭЛС ls=12, 
24 ,40). Для получения зависимости требуется дополнительная статистика 
при других значениях параметра p и периода ГМВ-последовательности, 
что является направлением для дальнейших исследований.  
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V. G. STARODUBTSEV 

FORMATION OF QUINARY GORDON–MILLS–WELCH 

SEQUENCES FOR DISCRETE INFORMATION TRANSMISSION 

SYSTEMS 
 

Starodubtsev V. G., Salukhov V. I. Formation of Quinary Gordon-Mills-Welch Sequences 
for Discrete Information Transmission Systems. 

Abstract. An algorithm for the formation of the quinary Gordon-Mills-Welch 
sequences (GMWS) with a period of N=624 over a finite field with a double extension is 
proposed. The algorithm is based on a matrix representation of a basic M-sequence (MS) with a 
primitive verification polynomial and a similar period. The transition to non-binary sequences is 
determined by the increased requirements for the information content of the information transfer 
processes, the speed of transmission through communication channels and the structural secrecy 
of the transmitted messages. It is demonstrated that the verification polynomial of the GMWS can 
be represented as a product of fourth-degree polynomials-factors that are indivisible over a simple 
field GF(5). The relations between roots of the polynomial of the basic MS and roots of the 
polynomials-factors are obtained. The entire list of GMWS with a period N=624 can be formed on 
the basis of the obtained ratios. It is demonstrated that for each of the 48 primitive fourth-degree 
polynomials that are test polynomials for basis MS, three GMWS with equivalent linear 
complexity (ELC) of 12, 24, 40 can be formed. The total number of quinary GMWS with period 
of N=624 is equal to 144. A device for the formation of a GMWS as a set of shift registers with 
linear feedbacks is presented. The mod5 multipliers and summators in registers are arranged in 
accordance with the coefficients of indivisible polynomials-factors. The symbols from the 
registers come to the adder mod5, on the output of which the GMWS is formed. Depending on the 
required ELC, the GMWS forming device consists of three, six or ten registers. The initial state of 
cells of the shift registers is determined by the decimation of the symbols of the basic MS at the 
indexes of decimation, equal to the minimum of the exponents of the roots of polynomials 
polynomials-factors. A feature of determining the initial States of the devices for the formation of 
quinary GMWS with respect to binary sequences is the presence of cyclic shifts of the summed 
sequences by a multiple of N/(p–1). The obtained results allow to synthesize the devices for the 
formation of a complete list of 144 quinary GMWS with a period of N=624 and different ELC. 
The results can also be used to construct other classes of pseudo-random sequences that allow 
analytical representation in finite fields. 

Keywords: Pseudorandom Sequences, Finite Fields, Indivisible, Primitive and Minimal 
Polynomials, Equivalent Linear Complexity, Decimation, Shift Registers. 
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