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1. ВВЕДЕНИЕ

В 1967 г. Гарднер, Грин, Крускал и Миура [1] обнаружили глубокую связь между
хорошо известным нелинейным уравнением Кортевега–де Фриза (КдФ)

qt = qxxx − 6qqx, q(x, 0) = q0(x), x ∈ R,

и спектральной теорией операторов Штурма–Лиувилля

Ly ≡ −y′′ + q(x)y = λy, x ∈ R.

Им удалось найти глобальное решение задачи Коши для уравнения КдФ сведени-
ем ее к обратной задаче теории рассеяния. Обратная задача теории рассеяния для
оператора Штурма–Лиувилля на всей прямой изучалась в работах Фаддеева [2],
Марченко [3], Левитана [4] и др. В статье [5] Лакс показал универсальность метода
обратной задачи рассеяния (МОЗР) и обобщил уравнение КдФ, вводя понятие выс-
шего уравнения КдФ. В своей оригинальной работе [6] Захаров и Шабат показали,
что нелинейное уравнение Шредингера (НУШ)

iut ± 2u|u|2 + uxx = 0
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также можно включить в формализм МОЗР. Используя прием, предложенный Лак-
сом, они нашли решение НУШ для заданных начальных функций u(x, 0), достаточ-
но быстро убывающих при |x| → ∞. Вскоре Вадати [7], опираясь на идеи работы
Захарова и Шабата, предложил метод решения модифицированного уравнения КдФ
(уравнения мКдФ)

ut ± 6uu2ux + uxxx = 0.

Захаров, Тахтаджян и Фаддеев [8], а также Абловиц, Кауп, Ньюэлл и Сигур [9]
показали, что МОЗР можно применить и к решению уравнения синус-Гордон

uxt = sinu.

Применение МОЗР к НУШ, уравнениям мКдФ и синус-Гордон опирается на за-
дачу рассеяния для оператора Дирака на всей оси

L = i

(
d/dx −q(x)
r(x) −d/dx

)
, x ∈ R.

Обратная задача рассеяния для оператора Дирака на всей оси изучалась в ра-
ботах [6], [10], [11] и др. Известно, что оператор L не является самосопряженным,
в случае “быстрого убывания” имеет конечное число кратных комплексных собствен-
ных значений и может иметь спектральные особенности, которые лежат в непре-
рывном спектре. Данные рассеяния несамосопряженного оператора Дирака, кроме
характеристик непрерывного спектра, включают в себя дискретный спектр и спек-
тральные особенности. В работах [6]–[9] в случае, когда все собственные значения
соответствующего оператора Дирака L простые, а спектральные особенности отсут-
ствуют, были проинтегрированы такие нелинейные эволюционные уравнения, как
НУШ, уравнения мКдФ, синус-Гордон. В связи с этим является актуальным по-
иск решения нелинейных эволюционных уравнений без источника и с самосогласо-
ванным источником, соответствующим кратным собственным значениям оператора
Дирака. Этим задачам посвящены статьи [12]–[16].

С помощью МОЗР для оператора Хилла, когда в спектре имеется только конечное
число нетривиальных лакун, в работах [17], [18] была доказана полная интегрируе-
мость уравнения КдФ в классе конечнозонных периодических и квазипериодических
функций. Замечательная часть этих работ заключается в том, что решение обрат-
ной задачи для случая конечнозонных потенциалов было сведено в них к проблеме
обращения Якоби абелевых интегралов на двулистной римановой поверхности с ко-
нечным числом действительных точек ветвления. Кроме того, для конечнозонных
потенциалов (т. е. и для решения уравнения КдФ) была выведена явная формула че-
рез тета-функции Римана. Более подробно эта теория изложена в монографиях [3],
[4] и [11], [19], [20].

Известно, что если q(x) = 2a cos 2x, a ̸= 0, то открыты все лакуны в спектре
оператора Хилла Ly = −y′′ + q(x)y, x ∈ R, иначе говоря, q(x) – бесконечнозонный
периодический потенциал. В связи с этим мы изучаем задачу Коши для нелинейного
уравнения КдФ с дополнительным членом в классе периодических (не обязательно
конечнозонных) функций.

В этом случае решение обратной задачи по спектральным данным уравнения
Хилла, когда бесконечное число лакун открыты, можно свести к проблеме обра-
щения абелевых интегралов на двулистной римановой поверхности с бесконечным
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числом действительных точек ветвления [21]–[23]. Для такой задачи авторам не уда-
лось найти аналоги формулы из работ [17], [21]–[23]. Однако к данной задаче можно
применить метод статьи [24]. При этом решение уравнения КдФ получается в виде
равномерно сходящегося функционального ряда. Следует отметить, что решения
в классе периодических функций для нелинейных эволюционных уравнений изуча-
лись в работах [25]–[30] в различных постановках. В настоящей работе мы излагаем
простой метод построения уравнения КдФ высокого порядка и вывод аналога систе-
мы дифференциальных уравнений Дубровина. Отметим, что существует несколько
методов построения высших уравнений КдФ. Важно также заметить, что найденное
нами высшее уравнение КдФ включает в себя и уравнение КдФ с дополнительным
членом.

2. ВЫВОД НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ КДФ
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА

Рассмотрим следующее нелинейное уравнение:

qt = P [q], x ∈ R, t > 0, (1)

с начальным условием
q(x, 0) = q0(x). (2)

Здесь q = q(x, t) – достаточно гладкая, π – периодическая по x функция, а P [q] –
многочлен от q и его производных по x.

Построим многочлен P [q] таким образом, чтобы задача Коши (1), (2) интегриро-
валась при помощи обратной задачи для оператора Штурма–Лиувилля с периоди-
ческим потенциалом q(x, t)

L(t)y ≡ −y′′ + q(x, t)y = λy, x ∈ R. (3)

Обозначим через yn = yn(x, t), n > 1, ортонормированные собственные функ-
ции, соответствующие собственным значениям ξn = ξn(t), n > 1, задачи Дирихле
(y(0) = 0, y(π) = 0) для уравнения (3).

Диффeрeнцируя по t тождество

(L(t)yn, yn) = ξn

и используя симметричность оператора L(t), имеем

ξ̇n(t) =
∫ π

0

qty
2
n dx. (4)

Подставляя выражение (1) в формулу (4), получаем равенство

ξ̇n =
∫ π

0

P [q]y2
n dx.

Ищем далее первообразную подынтегральной функции в виде квадратичной формы
от yn и y′n, т. е. пусть

(ay2
n + byny

′
n + cy′n

2)′ = P [q]y2
n, (5)
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где функции a = a(x, t, ξn), b = b(x, t, ξn), c = c(x, t, ξn) не зависят от yn и y′n. Ис-
пользуя равенство y′′n = (q − ξn)yn и приравнивая соответствующие коэффициенты,
из (5) получаем, что

b = −c′, a =
1
2
c′′ − c(q − ξn),

P [q] =
1
2
c′′′ − 2c′(q − ξn)− cqx. (6)

Левая часть равенства (6) не зависит от ξn, поэтому правая часть также не должна
зависеть от ξn. Функцию c(x, t, ξn) будем искать в виде многочлена от ξn:

c(x, t, ξn) =
N∑

k=0

ck(x, t)ξN−k
n . (7)

Подставляя выражение (7) в равенство (6), имеем

P [q] = 2c′0(x, t)ξ
N+1
n +

N−1∑
k=0

[
1
2
c′′′k (x, t)− 2qc′k(x, t)− qxck(x, t) + 2c′k+1(x, t)

]
ξN−k
n +

+
1
2
c′′′N (x, t)− 2qc′N (x, t)− qxcN (x, t).

Используя независимость многочлена P [q] от ξn, из последнего равенства получаем
соотношения

c′0(x, t) = 0, c′k+1(x, t) = −1
4
[c′′′k (x, t)− 4qc′k(x, t)− 2qxck(x, t)], k = 0, 1, . . . , N − 1,

P [q] =
1
2
c′′′N (x, t)− 2qc′N (x, t)− qxcN (x, t).

Теперь рассмотрим уравнение

qt =
1
2
c′′′N − 2qc′N − qxcN , x ∈ R, t > 0, (8)

где функция cN = cN (x, t) выражается через q = q(x, t) следующим образом: по
заданным непрерывным функциям dk = dk(t), k = 0, 1, . . . , N , строим последова-
тельность функций

c0(x, t) = d0(t), ck+1(x, t) = −1
4
c′′k + qck −

1
2

∫ x

0

qxck dx+ dk+1, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Так, например,

c1 =
1
2
d0[q + q(0, t)] + d1,

c2 =
1
8
d0[−qxx + 3q2 + 2qq(0, t) + 3q2(0, t)] +

1
2
d1[q + q(0, t)] + d2

и т. д.
Нелинейное уравнение (8) называется высшим уравнением Кoртeвeга–дe Фриза.

В случае N = 1 это уравнение принимает вид

qt =
1
4
[qxxx − 6qqx]d0 −

1
2
[2d1 + d0q(0, t)]qx.
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В частности, при d0 = 0, d1 = −1 отсюда получаем уравнение

qt = qx,

а при d0 = 4, d1 = −2q(0, t) выводим уравнение Кoртeвeга–дe Фриза

qt = qxxx − 6qqx.

При d0 = 4, d1 = 0 мы получаем нелинейное уравнение с дополнительным членом
вида

qt = qxxx − 6qqx − 2q(0, t)qx,

а при d0 = 4, d1(t) = c(t)q(0, t) – уравнение

qt = qxxx − 6qqx + γ(t)q(0, t)qx. (9)

Точно так же можно найти и другие уравнения Кортевега–де Фриза с дополнитель-
ным членом.

В случае N = 2 уравнение (8) принимает вид

qt = − 1
16
d0(qxxxxx − 10qqxxx − 20qxqxx + 30q2qx) +

+
1
8
[d0q(0, t) + 2d1](qxxx − 6qqx)− 1

8
[3d0q

2(0, t) + 4d1q(0, t) + 8d2]qx.

В частности, из этого уравнения при d0 = −16, d1 = 8q(0, t), d2 = 2q2(0, t) получаем
нелинейное уравнение

qt = qxxxxx − 10qqxxx − 20qxqxx + 30q2qx.

3. НЕКОТОРЫЕ СВЕДЕНИЯ О ПРЯМОЙ
И ОБРАТНОЙ СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ

Рассмотрим в пространстве L2(R) оператор Штурма–Лиувилля

Ly ≡ −y′′ + q(x)y = λy, x ∈ R, (10)

где q(x) ∈ C1(R) – действительная π-периодическая непрерывная функция, λ ∈ C –
комплексный параметр.

Обозначим через c(x, λ) и s(x, λ) решения уравнения (10), удовлетворяющие на-
чальным условиям c(0, λ) = 1, c′(0, λ) = 0 и s(0, λ) = 0, s′(0, λ) = 1. Функция
∆(λ) = c(π, λ) + s′(π, λ) называется функцией Ляпунова. Функция

ψ±(x, λ) = c(x, λ) +
s′(π, λ)− c(π, λ)∓

√
∆2(λ)− 4

2s(π, λ)
s(x, λ)

называется решением Флоке уравнения (10).
Спектр оператора L представляет собой следующее множество [31]:

σ(L) ≡ E = {λ ∈ R : − 2 6 ∆(λ) 6 2} = R\
{

(−∞, λ0) ∪
∞⋃

n=1

(λ2n−1, λ2n)
}
,
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при этом интервалы (−∞, λ0), (λ2n−1, λ2n), n = 1, 2, . . . , называются лакунами, где
λ0, λ4k−1, λ4k – собственные значения периодической задачи (y(0) = y(π), y′(0) =
y′(π)), а λ4k+1, λ4k+2 – собственные значения антипериодической задачи (y(0) =
−y(π), y′(0) = −y′(π)) для уравнения (10).

Через ξn, n = 1, 2, . . . , обозначим собственные значения задачи Дирихле (y(0) = 0,
y(π) = 0) для уравнения (10), при этом имеют место включения ξn ∈ [λ2n−1, λ2n],
n = 1, 2, . . . .

Определение 1. Числа ξn, n = 1, 2, . . . , вместе со знаками

σn = sgn{s′(π, ξn)− c(π, ξn)} = ±1, n = 1, 2, . . . ,

называются спектральными параметрами оператора L.

Определение 2. Спектральные параметры ξn, σn, n = 1, 2, . . . , и границы λn,
n = 0, 1, . . . , спектра называются спектральными данными оператора L.

Задача нахождения спектральных данных оператора L называется прямой спек-
тральной задачей, а восстановление потенциала q(x) по спектральным данным –
обратной спектральной задачей для оператора L.

Потенциал q(x) определяется единственным образом по спектральным данным
{λn−1, ξn, σn = ±1, n > 1} (см. монографию [32]).

Если в уравнении (10) вместо q(x) использовать q(x+ τ), то спектр получаемого
оператора L(τ) = −d2/dx2 + q(x + τ) не будет зависеть от параметра τ : σ(L(τ)) =
σ(L), λn(τ) ≡ λn, n = 0, 1, . . . , а спектральные параметры зависят от параметра τ :
ξn = ξn(τ), σn = σn(τ), n = 1, 2, . . . . Эти спектральные параметры удовлетворяют
системе дифференциальных уравнений Дубровина

ξ̇n = 2(−1)n−1σn(τ)
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)hn(ξ),

hn(ξ) =

√√√√√(ξn − λ0)
∞∏

k=1
k ̸=n

(λ2k−1 − ξn)(λ2k − ξn)
(ξk − ξn)2

, n > 1, (11)

где знак σn(τ) = ±1 меняется на противоположный при каждом столкновении точки
ξn(τ) с границами своей лакуны [λ2n−1, λ2n].

Система дифференциальных уравнений Дубровина и формула первого следа

q(τ) = λ0 +
∞∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(τ)), (12)

приводят к методу решения обратной задачи.
Обратные задачи для конечнозонных потенциалов впервые были рассмотрены

Ахиезером [33]. В работе Ахиезера решение обратной задачи было сведено к про-
блеме обращения Якоби абелевых интегралов. В статье [17] Итс и Матвеев нашли
явную формулу для конечнозонных потенциалов. В случае конечнозонных потен-
циалов система дифференциальных уравнений (11) впервые была получена Дубро-
виным [24], в случае периодических потенциалов – Трубовицем [34], а для почти
периодических бесконечнозонных потенциалов – Левитаном [4].
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Отметим, что впервые формула типа (12) была получена Хохштадтом [35] в слу-
чае, когда в спектре оператора L имеется конечное число лакун. Позже аналогич-
ные формулы следов удалось получить МакКину и Мойербеке [36], Флашке [37],
Левитану [4] и др.

В процессе изучения обратной спектральной задачи для оператора L в работах
Хохштадта [38], Марченко [3], Левитана, Гусейнова [39], Трубовица [34] и др. най-
дена связь между гладкостью потенциала q(x) и длиной лакун.

Теорема 1 (Марчeнкo [3]). Если q(x) ∈ W̃n
2 [0, π] и Im q(x) = 0, то собственные

значения периодической и антипериодической задачи для оператора L удовлетво-
ряют равенствам

√
λ2k−1,

√
λ2k = k +

∑
162j+16n+2

a2j+1

(2k)2j+1
∓ |en(2k)|

(2k)n+1
+

γ∓k
kn+2

, (13)

где a2j+1 , b2j+1 не зависят от k ,

a1 = b1 =
1
π

∫ π

0

q(t) dt, en(p) =
1
π

∫ π

0

q(n)(x)e−ipx dx

и
∑∞

k=0 |γ
±
k |2 < ∞. Здесь W̃n

2 [0, π] – подпространство пространства Соболева
Wn

2 [0, π], состоящее из функций f(x) ∈Wn
2 [0, π], удовлетворяющих периодическим

краевым условиям f (k)(0) = f (k)(π), k = 0, 1, . . . , n − 1. Заметим, что W 0
2 [0, π] =

W̃ 0
2 [0, π] = L2(0, π).

Из асимптотических формул (13) вытекает следующая оценка для длин лакун:

γk ≡ λ2k − λ2k−1 =
1

2n−1
k−n|en(2k)|+ αk

kn+1
,

∞∑
k=1

α2
k <∞. (14)

Теорема 2 (Трубoвиц [34]). Для экспоненциального убывания длины лакун
оператора L с π-периодическим действительным потенциалом q(x) необходима
и достаточна аналитичность q(x).

Теорема 3 (Хохштадт [40]). Для того чтобы число π/n, n > 2, было периодом
потенциала q(x) оператора L, необходимо и достаточно исчезновение всех лакун,
номера которых не кратны n.

Эта теорема была доказана Боргом [41] в 1946 г. для n = 2.

4. ИНТЕГРИРОВАНИЕ УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА–ДЕ ФРИЗА
С ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ ЧЛЕНОМ

Легко заметить, что нелинейное уравнение КдФ с дополнительным членом (9)
является условием совместности следующих уравнений:

φxx = (q(x, t)− λ)φ,

φt = 2(q(x, t) + 2λ)φx − qx(x, t)φ− 2q(0, t)φ′(x, λ) + 2q(0, t)φ′′(0, λ)s(x, λ).
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Рассмотрим уравнение

qt = qxxx − 6qqx + γ(t)q(0, t)qx, x ∈ R, t > 0, (15)

с начальным условием
q(x, 0) = q0(x), (16)

где γ(t) – заданная действительная непрерывная функция. Требуется найти дей-
ствительную функцию q(x, t), которая является π-периодической по переменной x:

q(x+ π, t) ≡ q(x, t), x ∈ R, t > 0, (17)

и удовлетворяет условиям гладкости

q(x, t) ∈ C3
x(t > 0) ∩ C1

t (t > 0) ∩ C(t > 0). (18)

Наша цель – построение решения q(x, t) задачи (15)–(18) в рамках обратной спек-
тральной задачи для оператора Хилла L.

Основной результат заключается в следующей теореме.

Теорема 4. Пусть q(x, t) – решение задачи (15)–(18). Тогда границы спектра
λn , n > 0, оператора

L(τ, t)y ≡ −y′′ + q(x+ τ, t)y = λy, x ∈ R, (19)

не зависят от параметров τ и t, а спектральные параметры ξn(τ, t), n > 1, удо-
влетворяют аналогу системы уравнений Дубровина

∂ξn
∂t

= 2(−1)nσn(τ, t)[2q(τ, t)−γ(t)q(0, t)+4ξn]
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)hn(ξ), n > 1,

(20)
где знак σn(τ, t) меняется на противоположный при каждом столкновении точки
ξn(τ, t) с границами своей лакуны [λ2n−1, λ2n]. Кроме того, выполняются следую-
щие начальные условия:

ξn(τ, t)|t=0 = ξ0n(τ), σn(τ, t)|t=0 = σ0
n(τ), n > 1, (21)

где ξ0n(τ), σ0
n(τ), n > 1, – спектральные параметры оператора Штурма–Лиувилля

с коэффициентом q0(x+ τ).

Доказательство. Обозначим через yn = yn(x, τ, t), n > 1, ортонормированные
собственные функции задачи Дирихле (y(0) = 0, y(π) = 0) для уравнения (19),
соответствующие собственным значениям ξn = ξn(τ, t), n > 1.

Дифференцируя по t тождество (L(τ, t)yn, yn) = ξn и используя симметричность
оператора L(τ, t), имеем

ξ̇n =
∫ π

0

qty
2
n dx. (22)

Уравнение (15) можно переписать в виде

qt(x+ τ, t) = qxxx(x+ τ, t)− 6q(x+ τ, t)qx(x+ τ, t) + γ(t)q(0, t)qx(x+ τ, t).
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Используя эти выражения, из формулы (22) получаем, что

ξ̇n =
∫ π

0

[qxxx − 6qqx + γ(t)q(0, t)qx]y2
n dx.

Найдем первообразную подынтегральной функции в виде квадратичной формы от
yn и y′n, т. е. пусть

(ay2
n + byny

′
n + cy′n

2) = [qxxx − 6qqx + γ(t)q(0, t)qx]y2
n, (23)

где функции a, b, c не зависят от yn и y′n. Используя равенство y′′n = (q − ξn)yn

и приравнивая соответствующие коэффициенты, из (23) имеем

b = −c′, a =
1
2
c′′ − c(q − ξn),

1
2
c′′′ − 2c′(q − ξn)− cqx = qxxx − 6qqx + γ(t)q(0, t)qx.

(24)

Нетрудно видеть, что при c = 2q + α, где α = 4ξn − γ(t)q(0, t), выполняется равен-
ство (23). Значит,

ξ̇n = (ay2
n +byny

′
n +cy′n

2)|π0 = [2q(τ, t)−γ(t)q(0, t)+4ξn][y′n
2(π, τ, t)−y′n

2(0, τ, t)]. (25)

Обозначим через s(x, λ, τ, t) решение уравнения (25), удовлетворяющее началь-
ным условиям s(0, λ, τ, t) = 0, s′(0, λ, τ, t) = 1. Тогда

yn(x, τ, t) =
1

cn(τ, t)
s(x, ξn, τ, t),

где

c2n(τ, t) ≡
∫ π

0

s2(x, ξn, τ, t) dx = s′(π, ξn, τ, t)
∂s(π, ξn, τ, t)

∂λ
.

Используя эти равенства, имеем

y′n
2(π, τ, t)− y′n

2(0, τ, t) =
1

∂s(π, ξn, τ, t)/∂λ

(
s′(π, ξn, τ, t)−

1
s′(π, ξn, τ, t)

)
.

Подставляя в последнее равенство выражение

s′(π, ξn, τ, t)−
1

s′(π, ξn, τ, t)
= σn(τ, t)

√
∆2(ξn)− 4,

получаем формулу

y′n
2(π, τ, t)− y′n

2(0, τ, t) =
σn(τ, t)

√
∆2(ξn)− 4

∂s(π, ξn, τ, t)/∂λ
.

Здесь

σn(τ, t) = sgn
{
s′(π, ξn, τ, t)−

1
s′(π, ξn, τ, t)

}
.
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Из разложений

∆2(λ)− 4 = 4π2(λ0 − λ)
∞∏

k=1

(λ2k−1 − λ)(λ2k − λ)
k4

, s(π, λ, τ, t) = π

∞∏
k=1

ξk − λ

k2

следует равенство

y′n
2(π, τ, t)− y′n

2(0, τ, t) = 2(−1)nσn(τ, t)hn(ξ).

Подставляя его в (25), получаем систему (20).
Теперь докажем независимость от τ и t собственных значений λn(τ, t), n > 0,

периодической и антипериодической задачи для уравнения (19). Обозначим через
vn(x, τ, t) нормированную собственную функцию, соответствующую собственному
значению λn(τ, t), периодической или антипериодической задачи для уравнения (19).
Действуя вышеприведенным образом, получаем равенства

λ̇n(τ, t) = [2q(τ, t)− γ(t)q(0, t) + 4λn][v2
n(π, τ, t)− v2

n(0, τ, t)], n > 0.

Отсюда следует, что λ̇n(τ, t) = 0, n > 0. Таким образом, λn(τ, t) = λn(τ, 0), n > 0.
Теперь в уравнении (19) положим t = 0. Так как собственные значения λn(τ) =
λn(τ, 0), n > 0, периодической или антипериодической задачи для уравнения Хилла

−y′′ + q(x+ τ, 0)y = λy

не зависят от параметра τ , имеем λn(τ, t) = λn(τ, 0) = λn, n > 0. Это означает
независимость спектра оператора L(τ, t) от параметров τ и t. Теорема доказана.

Замечание 1. Используя формулу следов

q(τ, t) = λ0 +
∞∑

k=1

(λ2k−1 + λ2k − 2ξk(τ, t)), (26)

можно переписать систему дифференциальных уравнений (20) в “замкнутой” форме.

Замечание 2. Эта теорема дает метод решения задачи (15)–(18). Для этого
сначала найдём спектральные данные λn, n > 0, ξ0n(τ), σ0

n(τ), n > 1, для оператора

L(τ)y ≡ −y′′ + q0(x+ τ)y = λy, x ∈ R.

Обозначим через λn, n > 0, ξn(τ, t), σn(τ, t) = ±1, n > 1, спектральные данные
оператора L(τ, t). Теперь, решая задачу Коши (20), (21) при τ = 0, находим ξn(0, t),
n > 1. Затем из формулы (26) определяем q(0, t). После этого подставляем эти
данные в систему уравнений (20) и, решая задачу Коши при произвольном значении
τ , находим ξn(τ, t), n > 1. Из формул следов (26) получаем q(τ, t), т. е. решение
задачи (15)–(18).

Замечание 3. Покажем, что построенная функция q(τ, t) удовлетворяет нели-
нейному уравнению (15). Для этого используем систему уравнений Дубровина

∂ξn
∂τ

= 2(−1)n−1σn(τ, t)
√

(ξn − λ2n−1)(λ2n − ξn)hn(ξ), n > 1, (27)
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и вторую формулу следов

q2(τ, t)− 1
2
qττ (τ, t) = λ2

0 +
∞∑

k=1

(λ2
2k−1 + λ2

2k − 2ξ2k(τ, t)). (28)

Из систем Дубровина (20) и (27) имеем

∂ξk
∂t

= −[2q(τ, t)− γ(t)q(0, t) + 4ξk]
∂ξk
∂τ

, k > 1. (29)

Дифференцируя формулы первого следа (26) по t и учитывая (29), находим

qt = −2
∞∑

k=1

∂ξk
∂t

= 4q
∞∑

k=1

∂ξk
∂τ

− 2γ(t)q(0, t)
∞∑

k=1

∂ξk
∂τ

+ 8
∞∑

k=1

ξk
∂ξk
∂τ

. (30)

Далее, дифференцируя формулы (26) и (28) по τ , получаем, что

2
∞∑

k=1

∂ξk
∂τ

= −qτ , 4
∞∑

k=1

ξk
∂ξk
∂τ

=
1
2
qτττ − 2qqτ .

Используя эти равенства, из (30) выводим выражения

qt = −2qqτ + γ(t)q(0, t)qτ + qτττ − 4qqτ ,

qt = qτττ − 6qqτ + γ(t)q(0, t)qτ .

Замечание 4. Равномерная сходимость рядов в вышеуказанных формулах сле-
дует из (14) и оценки (см. работы [4], [34])

c1n 6 |hn(ξ)| 6 c2n, n = 1, 2, . . . ,

где c1 > 0 и c2 > 0 не зависят от n.

Следствие 1. Если начальная функция q0(x) является действительной π-пе-
риодической аналитической функцией, то решение q(x, t) задачи Коши (15)–(18)
тоже является действительной аналитической функцией по x.

Это утверждение следует из теоремы Трубовица. Так как длины лакун, соответ-
ствующие потенциалу q0(x), убывают экспоненциально, а потенциалу q(x, t) соответ-
ствуют те же лакуны, то q(x, t) является действительной аналитической функцией
по x.

Следствие 2. Если число π/n является периодом начальной функции q0(x), то
лакуны, номера которых не делятся на n, исчезают. Потенциалу q(x, t) соответ-
ствуют те же лакуны, значит, по теореме Хохштадта число π/n является пе-
риодом и для функции q(x, t) по переменной x. Здесь n > 2 – натуральное число,
а лакуна (λ2k−1, λ2k) имеет номер k .
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