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ФУНКЦИЯ ВИГНЕРА ДЛЯ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ
ЧАСТИЦЫ ПРИ НАЛИЧИИ ЗАВИСЯЩЕГО
ОТ ВРЕМЕНИ ЛИНЕЙНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Построены фазовые представления для релятивистской частицы при на-
личии как постоянного, так и зависящего от времени линейного потенциала.
Получены явные выражения для функций распределения Вигнера данных си-
стем и найдены корректные нерелятивистские пределы и пределы свободной
частицы для этих функций. Выведены релятивистское динамическое уравне-
ние, которое управляет временны́м развитием функции распределения Вигнера,
и релятивистское уравнение, определяющее функцию распределения Вигнера
стационарных состояний. Вычислены амплитуды переходов между энергетиче-
скими состояниями.
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1. ВВЕДЕНИЕ

Несмотря на то что в течение последних нескольких десятилетий нестационар-
ным нерелятивистским квантовым системам уделялось много внимания, только
в нескольких случаях временны́е уравнения Шредингера можно решить точно. Гар-
монический осциллятор, зависящий от времени, представляет собой хороший при-
мер точно решаемой модели и применений во многих областях физики (см., напри-
мер, статью [1]).

Другая точно решаемая модель – зависящий от времени линейный потенциал
в нерелятивистской квантовой механике [2]–[9]. Она привлекла к себе внимание,
поскольку является хорошим и простым примером точно решаемой модели и при-
менима во многих областях физики.

Работа выполнена при финансовой поддержке Фонда развития науки при прези-
денте Республики Азербайджан (грант ЕIF-2012-2(6)-39/08/1).
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Недавно мы построили точно решаемую релятивистскую модель зависящего от
времени линейного потенциала [10], которая была сформулирована в рамках конеч-
но-разностной версии релятивистской квантовой механики (см., например, рабо-
ту [11]). Конечно-разностная релятивистская квантовая механика имеет много об-
щих черт с нерелятивистской квантовой механикой, но ее существенная особенность
заключается в том, что волновая функция относительного движения удовлетворя-
ет конечно-разностному уравнению с шагом, равным комптоновской длине волны
λ̄ = ~/mc частицы. Например, в одномерном случае уравнение для волновой функ-
ции в релятивистском конфигурационном x-пространстве имеет вид

[H0 + V (x)]ψ(x) = Eψ(x),

где конечно-разностный оператор H0 = mc2 ch(iλ̄∂x) является релятивистским сво-
бодным гамильтонианом.

Переход в одномерное релятивистское конфигурационное x-пространство

ψ(x) =
1√
2π~

∫ ∞

−∞
ξ(p, x)φ(p) dΩp

осуществляется с помощью разложения по матричным элементам унитарного пред-
ставления одномерной группы Лоренца

ξ(p, x) =
(
p0 − p

mc

)−ix/λ̄

. (1.1)

Пространством импульсов p в нашем случае является одномерное пространство Ло-
бачевского, реализованное на массовой гиперболе p2

0 − p2 = m2c2, p0 > 0. В ги-
перболических координатах p0 = mc chχ, p = mc shχ, dΩp = mcdp/p0 = mcdχ,
и мы имеем равенство ξ(p, x) = eixχ/λ̄, в котором χ = ln[(p0 + p)/mc] – быстрота.
Функции (1.1) подчиняются условиям полноты и ортогональности:

1
2πλ̄

∫ ∞

−∞
ξ(p, x)ξ∗(p, x′) dΩp = δ(x− x′),

1
2πλ̄

∫ ∞

−∞
ξ(p, x)ξ∗(p′, x) dx = δ(p(−)p′) =

1
mc

δ(χ− χ′).

Целью настоящей статьи является вычисление функции распределения Вигне-
ра [12] и амплитуды переходов между энергетическими состояниями для реляти-
вистской частицы, движущейся в зависящем от времени линейном потенциале [10].
Функция распределения Вигнера W зависит от импульса p, координаты частицы x

и в общем случае от времени t: W = W (p, x, t), и играет центральную роль при по-
строении фазовой картины квантовой механики. Представление квантовой механи-
ки в фазовом пространстве является альтернативой обычному описанию с помощью
координатных или импульсных волновых функций. Впервые введенная в 1932 г.,
функция Вигнера c тех пор широко применялась для описания различных физиче-
ских систем (см., например, работы [13]–[16]). Как известно, она выражается через
нерелятивистскую волновую функцию Шредингера ψN(x, t):

WN(p, x, t) =
1

2π~

∫ ∞

−∞
ψ∗N

(
x+

x′

2
, t

)
ψN

(
x− x′

2
, t

)
eipx′/~ dx′.



78 Ш.М. НАГИЕВ

Данная статья построена следующим образом. В разделах 2 и 4 мы проводим
краткий обзор результатов статей [17] и [10] соответственно. В разделах 3 и 5
представлены явные выражения для функций распределения Вигнера для реляти-
вистской квантовой частицы при наличии как постоянного, так и нестационарного
линейных потенциалов соответственно. Раздел 6 посвящен выводу релятивистских
уравнений для зависящей от времени функции Вигнера и для функции Вигнера
стационарных состояний. Амплитуды переходов между энергетическими уровнями
найдены в разделе 7. В приложении к настоящей статье приведены выводы некото-
рых формул, используемых в тексте.

2. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ ЧАСТИЦА ПРИ НАЛИЧИИ
ПОСТОЯННОГО ЛИНЕЙНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Движение релятивистской частицы при наличии постоянного линейного потенци-
ала описывается в конфигурационном x-пространстве посредством конечно-разност-
ного уравнения [17]:

(H0 − F0x)ψ(0)(x) = Eψ(0)(x), (2.1)

где F0 является постоянной силой, действующей на частицу. В нерелятивистском
пределе уравнение (2.1) переходит в соответствующее уравнение Шредингера. Ре-
шения уравнения (2.1), отвечающие энергии E, выражаются через функции Мак-
дональда

ψ
(0)
E (x) = c0e

πx1/2λ̄Kix1/λ̄(z0), (2.2)

где c0 = (πλ̄
√
F0)−1, x1 = x + E/F0, z0 = mc2/λ̄F0. Функции (2.2) подчиняются

условиям полноты и ортогональности:∫ ∞

−∞
ψ

(0)∗
E (x)ψ(0)

E (x′) dE = δ(x− x′),∫ ∞

−∞
ψ

(0)∗
E (x)ψ(0)

E′ (x) dx = δ(E − E′).

3. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВИГНЕРА
ДЛЯ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ ЧАСТИЦЫ В МОДЕЛИ

ПОСТОЯННОГО ЛИНЕЙНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Для наших расчетов мы используем следующее определение функции Вигнера
для релятивистских систем [18], [19]:

W (p, x, t) =
1

2π~

∫ ∞

−∞
ψ∗

(
x+

1
2
x′; t

)
ψ

(
x− 1

2
x′; t

)
eiχx′/λ̄ dx′. (3.1)

После подстановки выражения (2.2) в (3.1) можно провести интегрирование с помо-
щью формулы [20]∫ ∞

−∞
eipxKν+ix(b)Kν−ix(c) dx = π

(
b+ cep

bep + c

)
K2ν(

√
b2 + c2 + 2bc ch p),

| arg b |+ | arg c |+ | Im p | < π,
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и мы получаем функцию Вигнера для релятивистской частицы при наличии посто-
янного линейного потенциала (2.1):

W
(0)
E (p, x) =

mc

π2~2F0
eπx1/λ̄K2ix1/λ̄(2z0 chχ). (3.2)

Как обычно, функция Вигнера (3.2) является вещественной, но не строго положи-
тельной. Однако она обладает следующими свойствами:∫ ∞

−∞
W

(0)
E (p, x) dΩp = |ψ(0)

E (x)|2,
∫ ∞

−∞
W

(0)
E (p, x) dx = |φ(0)

E (p)|2, (3.3)

где φ(0)
E (p) – волновая функция в импульсном представлении. Чтобы вывести соот-

ношение (3.3), мы использовали интегральные формулы [20]∫ ∞

0

ch
(
πx

2

)
Kix(c) dx =

π

2
,

∫ ∞

−∞
K2ν(2a chx) dx = |Kν(a)|2.

В пределе свободной частицы при F0 → 0 функция (3.2) благодаря формуле (П.3)
преобразуется в функцию

W̃
(0)
E (p, x) =

1
2π~

δ(mc2 chχ− E). (3.4)

Используя уравнения (П.2) и (П.4), можно показать, что при c→∞ релятивист-
ская функция Вигнера (3.2) определяется следующим выражением (см. статью [15]):

lim
c→∞

W
(0)
E (p, x) =

σB

2π~
Ai

[
σB

(
p2

2m
− F0x− EN

)]
. (3.5)

Нерелятивистский предел формулы (3.4) записывается как

lim
c→∞

W̃
(0)
E (p, x) =

1
2π~

δ

(
p2

2m
− EN

)
.

4. РЕЛЯТИВИСТСКАЯ КВАНТОВАЯ ЧАСТИЦА ПРИ НАЛИЧИИ
ЗАВИСЯЩЕГО ОТ ВРЕМЕНИ ЛИНЕЙНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Движение релятивистской квантовой частицы при наличии зависящего от време-
ни линейного потенциала описывается уравнением [10]

i~ ∂tψ(x, t) = [H0 − F (t)x]ψ(x, t). (4.1)

Запишем формальное решение уравнения (4.1) с помощью оператора временно́й
эволюции рассматриваемой системы: ψ(x, t) = U(x, t)ψ0(x), где ψ0(x) = ψ(x, 0) –
начальная волновая функция. Используя явное выражение для оператора U(x, t),
приведенное в статье [10], мы можем написать следующее представление для зави-
сящей от времени волновой функции:

ψ(x, t) = eixδR(t)/λ̄ exp(−i[σ(t) ch(iλ̄∂x)− γ0(t) sh(iλ̄∂x)])ψ0(x). (4.2)
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Здесь

δR(t) =
1
mc

∫ t

0

F (t′) dt′, σ(t) =
mc2

~

∫ t

0

ch δR(t′) dt′, γ0(t) =
mc2

~

∫ t

0

sh δR(t′) dt′.

Таким образом, выбирая различные начальные волновые функции ψ0(x), мы полу-
чаем из формулы (4.2) различные зависящие от времени волновые функции ψ(x, t),
и, следовательно, используя выражение (3.1), находим различные зависящие от вре-
мени функции Вигнера для рассматриваемых релятивистских систем. Здесь и далее
в качестве начальной волновой функции мы выбираем волновую функцию (2.2) ста-
ционарной задачи. В этом случае волновая функция ψ(x, t), описывающая движение
релятивистской квантовой частицы при наличии зависящего от времени линейного
потенциала, записывается как

ψE(x, t) = c0e
ixδR(t)/λ̄ex1[π/2−iq(t)]/λ̄Kix1/λ̄(

√
γ2(t)− σ2(t)), |γ(t)| > |σ(t)|, (4.3)

где γ(t) = γ0(t) + z0 и th q(t) = σ(t)/γ(t). Система функций (4.3) является полной
и ортогональной. Если положить t = 0 (или F (t) = F0 = const), то мы видим, что
функция (4.3) совпадает с (2.2). Сравнивая эти выражения, мы заключаем, что, как
и в нерелятивистском случае [2], в релятивистском случае плотность вероятности
|ψE(x, t)|2 с течением времени сохраняет свой вид.

5. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ВИГНЕРА ДЛЯ РЕЛЯТИВИСТСКОЙ
ЧАСТИЦЫ ПРИ НАЛИЧИИ ЗАВИСЯЩЕГО
ОТ ВРЕМЕНИ ЛИНЕЙНОГО ПОТЕНЦИАЛА

Как и в разделе 3, интегрирование после подстановки выражения (4.3) в (3.1) да-
ет следующее выражение для одной из функций Вигнера релятивистской квантовой
частицы при наличии зависящего от времени линейного потенциала, соответствую-
щее начальной волновой функции (2.2):

WE(p, x, t) =
mc

π2~2F0
eπx1/λ̄K2ix1/λ̄(ω(t)), (5.1)

где
ω(t) = 2[σ(t) sh(χ− δR(t)) + γ(t) ch(χ− δR(t))].

Функция Вигнера (5.1) удовлетворяет свойствам, аналогичным (3.3). Очевидно, что
при t = 0 (или F (t) = F0 = const) функция (5.1) совпадает с (3.2). В пределе F0 → 0
функция (5.1) благодаря формуле (П.3) преобразуется в функцию

W̃E(p, x, t) =
1

2π~
δ(mc2 ch[χ− δR(t)]− E). (5.2)

В нерелятивистском пределе из (5.1) мы получаем функцию Вигнера для нере-
лятивистской частицы, движущейся при наличии зависящего от времени линейного
потенциала (ср. со статьей [4]):

lim
c→∞

WE(p, x, t) =
σB

2π~
Ai

(
σB

[
(p− δ(t))2

2m
+

(p− δ(t))F0t

m
+
F0δ1(t)
m

− F0x− EN

])
.

(5.3)
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Для вывода предельного соотношения (5.3) мы должны учесть формулы (П.2),
(П.4). В том же пределе для функции (5.2) имеем соотношение

lim
c→∞

W̃E(p, x, t) =
1

2π~
δ

(
[p− δ(t)]2

2m
− EN

)
.

6. РЕЛЯТИВИСТСКОЕ УРАВНЕНИЕ
ЭВОЛЮЦИИ ДЛЯ ФУНКЦИИ ВИГНЕРА

Теперь построим релятивистское уравнение эволюции для зависящей от време-
ни функции Вигнера W (p, x, t) (3.1). Так как динамика релятивистской квантовой
системы в этом случае определяется конечно-разностным уравнением вида

i~ ∂tψ(x, t) = [H0 + V (x, t)eiαλ̄∂x ]ψ(x, t),

функция Вигнера также удовлетворяет конечно-разностному уравнению эволюции:

i~
∂W

∂t
=

{
−2mc2 shχ sh

(
iλ̄

2
∂x

)
+ [V (X̂∗, t)eiαλ̄∂x/2 − V ∗(X̂, t)e−iαλ̄∂x/2]e−αχ

}
W,

(6.1)
где X̂ = x− iλ̄∂χ/2, α ∈ R.

Функцию Вигнера стационарных состояний WE(p, x) можно определить из выра-
жения{

2mc2 chχ ch
(
iλ̄

2
∂x

)
+ [V (X̂∗)eiαλ̄∂x/2 + V ∗(X̂)e−iαλ̄∂x/2]e−αχ

}
WE = 2EWE , (6.2)

где параметр E обозначает энергию системы (ср. с работами [21], [22]).
Если c→∞, то уравнения (6.1) и (6.2) переходят в следующие нерелятивистские

уравнения:

i~
∂WN

∂t
=

[
−i~ p

m
∂x + V

(
x+

i~
2
∂p, t

)
− V

(
x− i~

2
∂p, t

)]
WN(p, x, t),[

− ~2

4m
∂2

x +
p2

m
+ V

(
x+

i~
2
∂p

)
− V

(
x− i~

2
∂p

)]
WNE = 2ENWNE(p, x).

Следует заметить, что, как и в нерелятивистском случае [21], релятивистская
функция Вигнера стационарных состояний, которая является решением (6.2), долж-
на одновременно удовлетворять (6.1). Другими словами, решая совместно уравне-
ния (6.1) и (6.2), мы можем найти собственные функции и собственные значения
уравнения (6.2).

В случае зависящего от времени линейного потенциала V (x, t) = −F (t)x уравне-
ние эволюции (6.1) принимает вид

∂W

∂t
= −2mc2

i~
shχ sh

(
iλ̄

2
∂x

)
W − 1

mc
F (t) ∂χW. (6.3)

Легко проверить, что функция Вигнера (5.1) ему удовлетворяет. В случае не зави-
сящего от времени линейного потенциала V (x, t) = −F0x соотношение (6.2) упроща-
ется: [

mc2 chχ ch
(
iλ̄

2
∂x

)
− F0x

]
WE = EWE . (6.4)
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Функция Вигнера стационарных состояний (3.2) является решением уравнений (6.3)
и (6.4), которые в нерелятивистском пределе преобразуются следующим образом:

∂WN

∂t
= − p

m

∂WN

∂x
− F (t)

∂WN

∂p
, (6.5)[

− ~2

8m
∂2

x +
p2

2m
− F0x

]
WNE = ENWNE . (6.6)

Функция (5.3) является решением уравнения (6.5), а функция (3.5) – решением обоих
уравнений (6.5) и (6.6).

7. АМПЛИТУДЫ ПЕРЕХОДОВ

То, что мы знаем оператор эволюции, дает нам возможность вычислить амплиту-
ды переходов между энергетическими состояниями |Ei⟩ и |Ef⟩, соответствующими
постоянным значениям сил Fi для t 6 0 и Ff при t→∞:

K(Ef , Ei; t) = ⟨Ef , t|Û(t)|Ei, t = 0⟩ =
1

2πλ̄
√
FiFf

exp
[
i

~

(
Eft−

Ei

Ff
δ(t)

)]
J, (7.1)

где

J =

iπe
ν[π/2−q1(t)]H

(m)
iν (

√
µ2(t)− λ2(t)) при |µ| > |λ|,

2eν[π/2−q2(t)]Kiν(
√
λ2(t)− µ2(t)) при |λ| > |µ|,

th q1 = λ/µ, th q2 = µ/λ, m = (3− sgnµ)/2 и H(1,2)
ν (z) – функции Ханкеля. Здесь мы

применили обозначения

ν =
1
λ̄

(
Ei

Fi
− Ef

Ff

)
,

µ =
mc2

λ̄Fi
sh(δR(t))− mc2

~

∫ t

0

ch(δR(t)− δR(t′)) dt′,

λ =
mc2

λ̄Ff
− mc2

λ̄Fi
ch(δR(t)) +

mc2

~

∫ t

0

sh(δR(t)− δR(t′)) dt′.

Если Fi = Ff = 0, но F (t) ̸= 0, то амплитуда перехода из состояния

δ(p(−)pi) = δ(mc(χ− χi))

в состояние

δ(p(−)pf) exp
(
−iEf

~
t

)
= exp

[
− imc

2

~
t chχf

]
δ(mc(χ− χf))

равна

K(pf , pi; t) = exp
[
i

(
mc2

~
t chχf − σ chχi − γ0 shχi

)]
δ(mc(χf − χi)− δ(t)). (7.2)

Уравнения (7.1) и (7.2) при c → ∞ совпадают с соответствующими формулами
статьи [4].
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8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Рассмотрено представление Вигнера для релятивистской частицы, движущейся
при наличии как постоянного, так и зависящего от времени линейного потенциа-
ла. Хотя системы управляются конечно-разностным уравнением, волновые функ-
ции и их функции Вигнера являются непрерывными. Показано, что выражения для
функций Вигнера имеют корректный нерелятивистский предел. В результате полу-
чены две предельные формулы для функции Макдональда и явный вид функции
Вигнера для нерелятивистской квантовой частицы при наличии зависящего от вре-
мени линейного потенциала. Также выведены релятивистские уравнения эволюции
для зависящей от времени функции Вигнера и для функции Вигнера стационар-
ных состояний. Найдены явные формулы для амплитуд переходов, связывающих
энергетические состояния.

ПРИЛОЖЕНИЕ

1. С помощью интегральных представлений для функций Макдональда и Эйри∫ ∞

−∞
ei(z sh y−py) dy = 2eπp/2Kip(z), Ai(x) =

1
2π

∫ ∞

−∞
ei(ux+u3/3) du (П.1)

можно показать, что для этих функций имеет место следующее предельное соотно-
шение:

lim
a→∞

aeπ(a3+ac)K2i(a3+ac)(2(a3 + ab)) = πAi(2(b− c)). (П.2)

Действительно, в интеграле (П.1), определяющем функцию Макдональда, суще-
ственна только та область значений параметра интегрирования y, в которой экспо-
нента имеет порядок единицы. Если в (П.1) z = 2(a3 + ab) и p = 2(a3 + ac), то при
a → ∞ является существенной только область малых y, для которых справедливо
выражение ϕ = z sh y− py ≃ 2(b− c)u+ u3/3 для фазы, совпадающее с выражением
для фазы в представлении (П.1) для функции Эйри при u = ay.

2. Подобно тому, как получено (П.2), мы можем доказать другое предельное
соотношение:

lim
a→∞

aeπac/2Kiac(ab) = πδ(b− c), (П.3)

где δ(b− c) является δ-функцией Дирака.
3. В нерелятивистском пределе при c→∞ мы имеем следующие выражения:

2x1

λ̄
≃ 2a3 + aσB(F0x+ EN), 2z0 chχ ≃ 2a3 +

aσBp
2

2m
,

σ(t) ≃ mc2

~
t+

δ2(t)
2m~

, γ0(t) ≃
cδ1(t)

~
, sh(χ− δR(t)) ≃ p− δ(t)

mc
,

ch(χ− δR(t)) ≃ 1 +
[p− δ(t)]2

2m2c2
,

ω(t) ≃ 2a3 + aσB

{
[p− δ(t)]2

2m
+
F0t[p− δ(t)]

m
+
F0δ1(t)
m

}
,

λ(t) ≃ c3ε+ β0(t), ν ≃ c3ε+ cβ1, µ(t) ≃ c2β2(t),√
λ2 − µ2 ≃ c3ε− cβ2

2(t)
2ε

,

(П.4)
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где

a = c

(
m2

~F0

)1/3

, σB = 2
(

m

~2F 2
0

)1/3

, δ(t) =
∫ t

0

F (t′) dt′,

δ1(t) =
∫ t

0

δ(t′) dt′, δ2(t) =
∫ t

0

δ2(t′) dt′, EN = lim
c→∞

(E −mc2),

β0(t) =
δ2(t)/2Ff − δ1(t)

~
, β1 =

[ENi/Fi − ENf/Ff ]m
~

,

β2(t) =
[δ(t)/Ff − t]m

~
, ε =

[1/Ff − 1/Fi]m2

~
.
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