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Изучается гамильтонова динамика космического аппарата на фоне метрик
Алькубьерре и Гёделя. Получены гамильтоновы векторные поля, управляющие
эволюцией системы, построены и обсуждаются операторы рекурсии, порожда-
ющие константы движения. Кроме того, описаны соответствующие мастер-
симметрии.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В 1949 г. Гёдель [1] нашел решение уравнений Эйнштейна, соответствующее од-
нородному распределению массы, которая вращается в каждой точке пространства
(см. также работу [2]). Такое распределение материи вызывает необычные эффек-
ты, в частности существование замкнутых времениподобных линий. Метрика Гёде-
ля обладает тем преимуществом, что она имеет весьма компактный вид, при этом
большинство вычислений может быть выполнено аналитически [3]. Результат Гё-
деля делает очевидным тот факт, что общая теория относительности допускает
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решения с замкнутыми времениподобными мировыми линиями, даже когда мет-
рика локально лоренцева, что приводит к регулярной хронологии и, как следствие,
к локальному подтверждению принципа причинности [4]. В последние десятилетия
изучение замкнутых времениподобных линий привлекло внимание многих авторов
(см., например, [2]–[6]). В частности, в 2004 г. Каджари с соавторами [3] представи-
ли точные результаты для эффекта Саньяка во Вселенной Гёделя. Они выразили
временну́ю задержку Саньяка в метрике Гёделя через инвариантные физические
величины и показали, что это выражение очень схоже с аналогичной формулой во
вращающейся системе координат в пространстве-времени Минковского.

Кроме того, известно, что в общей теории относительности скорость, превышаю-
щая скорость света, запрещена только локально [2]. Это не так экзотично, как может
показаться на первый взгляд. Например, расширение Вселенной может привести
к тому, что две отдаленные галактики будут двигаться со сверхсветовой скоростью
друг относительно друга, в то время как каждая из них движется локально внутри
своего светового конуса. Возможно и обратное: если пространство-время сжима-
ется достаточно быстро, то эти две галактики локально (внутри своего светового
конуса) движутся в противоположных направлениях каждая со скоростью, близкой
к скорости света, но глобально сближаются. С учетом этих соображений Алькубьер-
ре в 1994 г. ввел в рамках общей теории относительности так называемую метрику
варп-двигателя [7], которая в принципе допускает сверхсветовое движение, т. е. пу-
тешествие со скоростью больше скорости света [2], [8]. Идея Алькубьерре состоит
в том, чтобы создать впереди объекта (например, космического аппарата) сжатие
пространства-времени, а позади объекта – расширение. Таким образом, и сжатие,
и расширение будут толкать объект вперед [2]. Локально объект будет находиться
внутри своего светового конуса, но из-за этой манипуляции с пространством-вре-
менем он будет двигаться со сверхсветовой скоростью по сравнению со скоростью
света c в плоском пространственно-временном вакууме. Тем самым объект нахо-
дится внутри так называемого деформационного пузыря и, следовательно, может
перемещаться со сколь угодно высокими скоростями, не нарушая законов специаль-
ной и общей теории относительности или других известных физических законов [8].
На основе идеи Алькубьерре были проведены многочисленные исследования (см.,
например, [2], [8]).

В последние несколько десятилетий возродился интерес к полностью интегриру-
емым гамильтоновым системам, концепция которых восходит к работам Лиувилля
1897 г. [9] и Пуанкаре 1899 г. [10]. Если не вдаваться в подробности, вполне инте-
грируемые системы определяются как нелинейные дифференциальные уравнения,
допускающие гамильтоново описание и обладающие достаточно большим количе-
ством констант движения, чтобы их можно было интегрировать в квадратурах [11].
Многие из этих систем подчиняются гамильтоновой динамике относительно двух
совместных симплектических структур [12]–[14], что позволяет дать геометриче-
скую интерпретацию так называемого оператора рекурсии [15]. Описание инте-
грируемости, работающее как для систем с конечным числом степеней свободы, так
и для теории поля, может быть дано в терминах инвариантного диагонализуемого
смешанного (1, 1)-тензорного поля, имеющего двумерные собственные пространства
и обращающееся в нуль кручение Нийенхейса.
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Оператор рекурсии с исчезающим кручением Нийенхейса служит основой пло-
дотворных методов описания вполне интегрируемых систем с инволютивными га-
мильтоновыми функциями или константами движения. В работе [16] Такеучи по-
строил операторы рекурсии гамильтоновых векторных полей геодезических пото-
ков для некоторых римановых метрик и метрик Минковского и получил соответ-
ствующие константы движения. В своей работе он использовал пять частных ре-
шений уравнения Эйнштейна (в метриках Шварцшильда, Рейсснера–Нордстрёма,
Керра, Керра–Ньюмена и Фридмана–Леметра–Робертсона–Уокера) и построил опе-
раторы рекурсии, приводящие к полной интегрируемости гамильтоновых функций.
В 2019 г. мы исследовали ту же задачу в некоммутативном фазовом пространстве
Минковского и задачу Кеплера в деформированном фазовом пространстве и полу-
чили соответствующие константы движения [17], [18].

Со времени работы Магри [13] интегрируемость, связанная с бигамильтоновыми
структурами [12], стала одним из наиболее эффективных методов исследования ин-
тегрируемости эволюционных уравнений как в конечномерных, так и в бесконечно-
мерных динамических системах [15], [19]. Если вполне интегрируемая гамильтонова
система допускает бигамильтонову структуру, то из нее можно получить бесконеч-
ные иерархии сохраняющихся величин, используя конструкцию Увела [20], которая
основана на масштабных инвариантах и мастер-симметриях [21], [22]. В работах [19],
[22] Смирнов сформулировал конструктивный метод приведения вполне интегриру-
емой по Лиувиллю гамильтоновой системы к бигамильтоновой форме Магри–Моро-
си–Гельфанда–Дорфмана. В работе [23] было доказано существование бигамильто-
новой структуры, возникающей из несимплектической симметрии, а также, в неко-
торых частных случаях, существование мастер-симметрий и дополнительных инте-
гралов движения (слабая суперинтегрируемость). Недавно в работе [24] мы также
построили иерархию бигамильтоновых структур для задачи Кеплера и вычислили
сохраняющиеся величины, используя соответствующие мастер-симметрии.

В настоящей работе мы рассматриваем гамильтонову динамику космического ап-
парата в метриках Алькубьерре и Гёделя. Мы находим операторы рекурсии и об-
суждаем соответствующие мастер-симметрии. Мы доказываем, что эти две модели
удовлетворяют одним и тем же уравнениям динамики и имеют набор сходных мас-
тер-симметрий.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 мы формулируем основ-
ные математические положения, используемые в работе. В разделе 3 мы определяем
гамильтонову функцию, симплектическую форму и векторное поле, описывающее
гамильтонову динамику космического аппарата в метрике Алькубьерре, и строим
соответствующие операторы рекурсии. В разделе 4 мы проводим аналогичное ис-
следование в метрике Гёделя. В разделе 5 мы вводим бигамильтоновы структуры,
определяем иерархию мастер-симметрий и вычисляем соответствующие сохраняю-
щиеся величины. Раздел 6 содержит некоторые заключительные замечания.

2. ОПЕРАТОР РЕКУРСИИ И МАСТЕР-СИММЕТРИЯ

Описание интегрируемой гамильтоновой системы было дано де Филиппо с соав-
торами в работе [11], где была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть X – динамическое векторное поле на 2n-мерном многооб-
разии M. Если X допускает диагонализуемое смешанное (1, 1)-тензорное поле T ,
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инвариантное под действием поля X , которое имеет нулевое кручение Нийенхейса
и дважды вырожденные собственные значения с дифференциалами, нигде не рав-
ными нулю, то существует симплектическая структура и гамильтонова функ-
ция H , такие что векторное поле X является для H гамильтоновым векторным
полем с разделенными переменными и H вполне интегрируема относительно дан-
ной симплектической структуры.

Такое (1, 1)-тензорное поле T называется оператором рекурсии для векторного
поля X. В частном случае пространства R2n оператор рекурсии можно построить
следующим образом [16].

Лемма 1. Рассмотрим следующие векторные поля на R2n :

Xl = − ∂

∂xn+l
, l = 1, . . . , n.

Пусть T – (1, 1)-тензорное поле на R2n , заданное как

T =
n∑

i=1

xi

(
∂

∂xi
⊗ dxi +

∂

∂xn+i
⊗ dxn+i

)
.

Тогда тензорное поле T имеет нулевые кручение Нийенхейса NT и производную
Ли LXl

,

(NT )h
ij := T k

i

∂Th
j

∂xk
− T k

j

∂Th
i

∂xk
+ Th

k

∂T k
i

∂xj
− Th

k

∂T k
j

∂xi
= 0, LXl

T = 0,

т.е. (1, 1)-тензорное поле T является оператором рекурсии для Xl (l = 1, . . . , n).

Пусть задана общая динамическая система, определенная на 2n-мерном много-
образии Q [19]:

ẋ(t) = X(x), x ∈ Q, X ∈ T Q, (1)

где T Q – касательное расслоение многообразия Q. Если система (1) допускает два
различных гамильтонова представления

ẋ(t) = XH1,H2 = P1 dH1 = P2 dH2, (2)

то ее интегрируемость, а также многие другие свойства можно исследовать в рамках
подхода Магри, т. е. считать, что бигамильтоново векторное поле XH1,H2 определя-
ется двумя пуассоновыми бивекторами P1, P2 и двумя гамильтоновыми функци-
ями H1, H2. Пуассоновы бивекторы P1 и P2 совместны и имеют нулевую скобку
Схоутена–Нийенхейса [25]: [P1,P2]SN = 0. Такое многообразие Q, снабженное дву-
мя пуассоновыми бивекторами, называется двойным пуассоновым многообразием,
а четверка (Q,P1,P2, XH1,H2) называется бигамильтоновой системой.

В терминах дифференциальной геометрии векторное поле Y на кокасательном
расслоении T ∗Q, которое удовлетворяет условиям

[XH′ , Y ] ̸= 0, [XH′ , X] = 0, [XH′ , Y ] = X,

называется мастер-симметрией или генератором симметрий степени m = 1 гамиль-
тонова векторного поля XH′ [21], [23], [26]–[28].
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3. ОПЕРАТОР РЕКУРСИИ ГАМИЛЬТОНОВА
ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ В МЕТРИКЕ АЛЬКУБЬЕРРЕ

В этой работе без потери общности мы рассматриваем следующий частный слу-
чай метрики Алькубьерре [7], описывающей движение космического аппарата вдоль
оси x декартовой системы координат:

ds2 = −dt2 + (dx− vsf(rs) dt)2 + dy2 + dz2.

В данном случае

α = 1, β2 = −vsf(rs), β3 = β4 = 0, γij = δij (δij – символ Кронекера),

где

vs =
dxs(t)

dt
, rs(t) = ((x− xs(t))2 + y2 + z2)1/2,

f(rs) =
th(σ(rs + R))− th(σ(rs −R))

2 th(σR)

с произвольными параметрами σ > 0, R > 0. При этом

lim
σ→∞

f(rs) =


1 при rs ∈]−R,R[,
1
2

при rs ∈ {−R,R},

0 в остальных случаях.

В пределе σ →∞ при rs ∈]−R,R[ эта метрика Алькубьерре принимает вид

ds2 = −dt2 + (dx− vs dt)2 + dy2 + dz2, (3)

а метрический тензор и его обратный задаются как

gνµ =


−(1− v2

s ) −vs 0 0
−vs 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , gνµ =


−1 −vs 0 0
−vs (1− v2

s ) 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Геометрически это пространство-время можно интерпретировать следующим об-
разом [7]. Во-первых, поскольку γij = δij , трехмерная геометрия гиперповерхностей
всегда плоская. Во-вторых, тот факт, что интервал задается при условии α = 1,
влечет, что времениподобные кривые, нормальные к этим гиперповерхностям, яв-
ляются геодезическими, т. е. эйлеровы наблюдатели находятся в свободном падении.
Следует обратить внимание, что пространство-время, однако, не является плоским
из-за наличия неравномерного сдвига. Наконец, поскольку вектор сдвига обращает-
ся в нуль при rs ≫ R, в любой момент времени t пространство-время будет фактиче-
ски плоским всюду, кроме области радиуса порядка R с центром в точке (xs(t), 0, 0).

Пусть Q = R4 := {q1 = t, q2 = x, q3 = y, q4 = z} – многообразие, описываю-
щее конфигурационное пространство, и T ∗Q = Q × R4 – кокасательное расслое-
ние с локальными координатами (q, p) и естественной симплектической структурой
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ωA : T Q −→ T ∗Q, задающейся как

ωA =
4∑

ν=1

dpν ∧ dqν ,

где T Q – касательное расслоение. По определению ωA невырождена. Она индуци-
рует отображение PA : T ∗Q −→ T Q, которое называется бивекторным полем и опре-
деляется как

PA =
4∑

ν=1

∂

∂pν
∧ ∂

∂qν
.

Это отображение является обратным к ωA, т. е. ωA
❛PA = PA

❛ωA = 1 [29]. В этом
случае гамильтоново векторное поле Xf гамильтоновой функции f задается фор-
мулой Xf = PA df . На кокасательном расслоении T ∗Q метрика (3) принимает вид

ds2 = −(dq1)2 + (dq2 − vs dq1)2 + (dq3)2 + (dq4)2.

В нашем подходе гамильтонова функция HA, описывающая динамику космиче-
ского аппарата в метрике Алькубьерре, и соответствующая 1-форма dHA ∈ T ∗Q
задаются соответственно как

HA :=
1
2

4∑
ν,µ=1

gνµpνpµ =
1
2
(−p2

1 − vsp1p2 + (1− v2
s )p2

2 + p2
3 + p2

4) (4)

и

dHA = −(p1 +vsp2) dp1 +(−vsp1 +(1−v2
s )p2) dp2 +p3 dp3 +p4 dp4− v̇s(p1 +vsp2)p2 dq1.

Тогда гамильтоново векторное поле для HA относительно симплектической струк-
туры ωA получается следующим образом:

XHA := {HA, · } = −(p1 + vsp2)
∂

∂q1
+ (−vsp1 + (1− v2

s )p2)
∂

∂q2
+

+ p3
∂

∂q3
+ p4

∂

∂q4
+ v̇s(p1 + vsp2)p2

∂

∂p1
.

Это гамильтоново векторное поле удовлетворяет необходимому условию для гамиль-
тоновой системы

ιXHA
ωA = −dHA,

где ιXHA
ωA – внешнее произведение симплектической структуры ωA относительно

гамильтонова векторного поля XHA . Следовательно, тройка (T ∗Q, ωA,HA) является
гамильтоновой системой.

Далее рассмотрим уравнение Гамильтона–Якоби для гамильтоновой функции (4)
и введем производящую функцию W , удовлетворяющую следующим каноническим
преобразованиям [30], [31]:

p =
∂W

∂q
, P = −∂W

∂Q
.
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Гамильтонова функция HA не зависит явно от t, поэтому, положив V = W −Et, мы
можем найти аддитивное решение с разделенными переменными:

W = W1(q1) + W2(q2) + W3(q3) + W4(q4).

Тогда уравнение Гамильтона–Якоби [31]

∂V

∂t
+HA

(
∂V

∂q
, q, t

)
= 0

сводится к нелинейному уравнению

E =
1
2

{
−
(

∂W

∂q1

)2

− 2vs
∂W

∂q1

∂W

∂q2
+ (1− v2

s )
(

∂W

∂q2

)2

+
(

∂W

∂q3

)2

+
(

∂W

∂q4

)2}
, (5)

где E – константа.
Заметим, что гамильтонова функция не содержит переменных q2, q3 и q4. Тогда,

положив
dW2

dq2
(q2) = α0,

dW3

dq3
(q3) = β0,

dW4

dq4
(q4) = γ0,

где α0, β0, γ0 – константы и 2E 6 β2
0 + γ2

0 + α2
0, приводим уравнение (5) к виду(

dW1

dq1

)2

+ 2α0vs
dW1

dq1
+ K = 0,

где K = 2E − (β2
0 + γ2

0 + (1 − v2
s )α2

0). Далее для функции Ψ = dW1/dq1 с условием
W1(0) = 0 получаем квадратное уравнение

Ψ2 + 2α0vsΨ + K = 0,

дискриминант которого ∆A = −8E + 4(β2
0 + γ2

0 + α2
0) > 0. Рассмотрим отдельно два

случая: ∆A > 0 и ∆A = 0.
Случай 1. При ∆A > 0 имеем два решения квадратного уравнения

Ψ1 = −vsα0 +
√

(β2
0 + γ2

0 + α2
0)− 2E, Ψ2 = −vsα0 −

√
(β2

0 + γ2
0 + α2

0)− 2E,

что приводит к следующим решениям для производящей функции W :

Wa = −α0qs −
√

(β2 + γ2
0 + α2

0)− 2E · q1 + α0q
2 + β0q

3 + γ0q
4,

Wb = −α0qs +
√

(β2
0 + γ2

0 + α2
0)− 2E · q1 + α0q

2 + β0q
3 + γ0q

4.
(6)

В терминах переменных qi и Qi эти решения записываются как

Wa = −Q2qs −

(√√√√ 4∑
k=2

(Qk)2 − 2Q1 − vsQ
2

)
q1 +

4∑
k=2

Qkqk,

Wb = −Q2qs +

(√√√√ 4∑
k=2

(Qk)2 − 2Q1 − vsQ
2

)
q1 +

4∑
k=2

Qkqk,

(7)
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где Q1 = E, Q2 = α0, Q3 = β0, Q4 = γ0 и
∑4

k=2(Q
k)2 − 2Q1 > 0. Для каждого из

этих решений найдем связь между каноническими координатами (Q, P ) и (q, p).
• При W = Wa получаем соотношения

p1 = −
√∑4

k=2(Qk)2 − 2Q1 − vsQ
2,

p2 = Q2,

p3 = Q3,

p4 = Q4,


q1 = −P1

√∑4
k=2(Qk)2 − 2Q1,

q2 = qs − P2 −Q2P1,

q3 = −P3 −Q3P1,

q4 = −P4 −Q4P1;

P1 =
q1

p1 + vsp2
,

P2 = − p2q
1

p1 + vsp2
+ qs − q2,

P3 = − p3q
1

p1 + vsp2
− q3,

P4 = − p4q
1

p1 + vsp2
− q4,


Q1 = H,

Q2 = p2,

Q3 = p3,

Q4 = p4.

(8)

• При W = Wb имеем
p1 =

√∑4
k=2(Qk)2 − 2Q1 − vsQ

2,

p2 = Q2,

p3 = Q3,

p4 = Q4,


q1 = P1

√∑4
k=2(Qk)2 − 2Q1,

q2 = qs − P2 −Q2P1,

q3 = −P3 −Q3P1,

q4 = −P4 −Q4P1;

P1 =
q1

p1 + vsp2
,

P2 = − p2q
1

p1 + vsp2
+ qs − q2,

P3 = − p3q
1

p1 + vsp2
− q3,

P4 = − p4q
1

p1 + vsp2
− q4,


Q1 = HA,

Q2 = p2,

Q3 = p3,

Q4 = p4.

(9)

В координатах (Q, P ) симплектическая форма Алькубьерре и векторное поле за-
даются как

ωA =
4∑

ν=1

dPν ∧ dQν , XHA := {HA, · } = − ∂

∂P1
.

При этих условиях тензорное поле TA (1, 1)-типа имеет вид

TA =
4∑

ν=1

Qν

(
∂

∂Pν
⊗ dPν +

∂

∂Qν
⊗ dQν

)
.

Если в лемме 1 положить xν = Qν и xν+4 = Pν для ν = 1, 2, 3, 4, то тензорное
поле TA принимает вид

TA =
4∑

ν=1

Qν

(
∂

∂Pν
⊗ dPν +

∂

∂Qν
⊗ dQν

)
=

2n∑
i,j=1

(TA)i
j

∂

∂xi
⊗ dxj ,
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где x ≡ (Q1, . . . , Q4, P1, . . . , P4). При этом матрица (TA)i
j задается формулой (верх-

ний индекс t означает транспонирование)

(TA)i
j =

(
G t O

O G

)
, G =


Q1 0 0 0
0 Q2 0 0
0 0 Q3 0
0 0 0 Q4

 .

Тензор TA удовлетворяет уравнениям LXHA
TA = 0, NTA = 0 и deg Qν = 2, это

доказывает, что TA – оператор рекурсии для XHA . Константы движения таковы:

TrTh
A = 2

(
(Q1)h + (Q2)h + (Q3)h + (Q4)h

)
, h ∈ N.

Если вернуться в исходную систему координат (q, p), то производящие функции Wa

и Wb приводят для метрики Алькубьерре

ds2 = −(dq1)2 + (dq2 − vs dq1)2 + (dq3)2 + (dq4)2

к следующему предложению.

Предложение 1. Если выполнены условия

v̇s

vs
= − 1

q1
, (10)

v̈s

v̇s
vh−1
s =

(
p1

p2

)h−1

(p1 + vsp2)h−1, h ∈ N, (11)

то гамильтоново векторное поле имеет оператор рекурсии

TA =
4∑

µ,ν=1

(
M̃ν

µ

∂

∂qν
⊗ dqµ + Ñν

µ

∂

∂pν
⊗ dpµ + L̃ν

µ

∂

∂qν
⊗ dpµ + R̃ν

µ

∂

∂pν
⊗ dqµ

)
(12)

с соответствующими константами движения

TrTh
A = Hh + 2(ph

2 + ph
3 + ph

4 ) +
(

Hp1

p1 + vsp2

)h

+
(

vsp2q
1(H− p2)

(p1 + vsp2)2

)h

+ (v̇sp2H)h,

где h ∈ N. Здесь зависящие от координат величины M̃ν
µ , Ñν

µ , L̃ν
µ и R̃ν

µ задаются
следующим образом:

M̃1
1 = Jp1HA,

M̃2
1 = p2[J(p2 −HA)− vs],

M̃k
1 = Jpk(pk −HA), k = 3, 4,

M̃ j
j = pj , j = 2, 3, 4,

M̃m
n = 0 в остальных случаях ,



Ñ1
1 = HA,

Ñ1
2 = (p2 −HA)(Jp2 − vs),

Ñ1
k = Jpk(pk −HA), k = 3, 4,

Ñ j
j = pj , j = 2, 3, 4,

Ñm
n = 0 в остальных случаях ,

L̃k
1 = −L̃1

k = J2pkq1(pk −HA), k = 2, 3, 4,

L̃k
2 = J2vspkq1(HA − pk), k = 2, 3, 4,

L̃j
j = 0, j = 1, 3, 4,

L̃m
n = 0 в остальных случаях ,

{
R̃1

1 = v̇sp2HA,

R̃m
n = 0 в остальных случаях .

В этих формулах n, m = 1, 2, 3, 4, J = 1/(p1 + vsp2) (причем p1 + vsp2 > 0).
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Доказательство. Используя (8) или (9), напрямую получаем (12). С учетом
условий (10) и (11) имеем LXHA

(TrTh
A) = 0, и это доказывает, что TrTh

A – константа
движения.

Случай 2. При ∆A = 0 мы имеем двойной корень Ψ = −vsα0, который дает

W = −α0qs + α0q
2 + β0q

3 + γ0q
4

или, в терминах qi и Qi,

W = −Q2qs +
4∑

k=2

Qkqk,

где Q2 = α0, Q3 = β0 и Q4 = γ0. Это приводит к следующей связи между канони-
ческими координатами (Q, P ) и (q, p):

p1 = −vsQ
2,

p2 = Q2,

p3 = Q3,

p4 = Q4,


q2 = qs − P2,

q3 = −P3,

q4 = −P4;


P2 = qs − q2,

P3 = −q3,

P4 = −q4,


Q2 = p2,

Q3 = p3,

Q4 = p4.

Гамильтонова функция в системе координат (Q, P )

HA =
1
2

4∑
k=2

(Qk)2

описывает динамику свободных частиц, а соответствующее гамильтоново векторное
поле имеет вид

XHA = −
4∑

k=2

Qk ∂

∂Pk
.

Производящая функция W не зависит от Q1 и P1, поэтому (1, 1)-тензорное поле TA

может быть задано как

TA =
4∑

ν=2

Qν

(
∂

∂Pν
⊗ dPν +

∂

∂Qν
⊗ dQν

)
.

Тогда TA удовлетворяет условиям LXHA
TA = 0, NTA = 0 и deg Qν = 2. С помощью

теоремы 1 отсюда заключаем, что TA – оператор рекурсии для XHA , а константы
движения равны

TrTh
A = 2

(
(Q2)h + (Q3)h + (Q4)h

)
, h ∈ N.

В исходной системе координат (q, p) оператор TA принимает вид

TA =
4∑

µ,ν=1

(
Aν

µ

∂

∂qν
⊗ dqµ + Bν

µ

∂

∂pν
⊗ dpµ

)
,
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где

A =


0 0 0 0

vsp2 p2 0 0
0 0 p3 0
0 0 0 p4

 , B =


0 −vsp2 0 0
0 p2 0 0
0 0 p3 0
0 0 0 p4

 ;

при этом константы движения суть TrTh
A = 2(ph

2 + ph
3 + ph

4 ), h ∈ N.

4. ОПЕРАТОР РЕКУРСИИ ГАМИЛЬТОНОВА
ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ В МЕТРИКЕ ГЁДЕЛЯ

Для сравнения результатов мы также рассматриваем линейный элемент метрики
Гёделя ds2 в безразмерных цилиндрических координатах [3]:

ds2 = c2 dt2 − 1
1 + (r/2a)2

dr2 − r2

(
1−

(
r

2a

)2)
dφ2 − dz2 +

2r2c2

a
√

2
dt dφ,

где a – параметр размерности длины, который определяет характерное расстояние.
В частности, r = 2a задает критический радиус, при котором существует замкнутая
времениподобная линия [15]. Соответствующий метрический тензор и его обратный
задаются как

gνµ =



1 0
r2

a
√

2
0

0 − 1
1 + (r/2a)2

0 0

r2

a
√

2
0 −r2

(
1−

(
r

2a

)2)
0

0 0 0 −1


,

gνµ =



(2a)2 − r2

(2a)2 + r2
0

2a
√

2
(2a)2 + r2

0

0 − (2a)2 + r2

(2a)2
0 0

2a
√

2
(2a)2 + r2

0 − (2a)2

r2((2a)2 + r2)
0

0 0 0 −1


,

где мы положили c = 1.
Пусть многообразие

Q = R4 := {q1 = t, q2 = r, q3 = φq4 = z},
t ∈ (−∞, +∞), r ∈ (0,∞), φ ∈ (0, 2π), z ∈ (−∞, +∞),

описывает конфигурационное пространство и T ∗Q = Q × R4 – кокасательное рас-
слоение с локальными координатами (q, p). Естественная симплектическая форма
и соответствующий ей пуассонов бивектор задаются как

ωG =
4∑

ν=1

dpν ∧ dqν , PG =
4∑

ν=1

∂

∂pν
∧ ∂

∂qν
.
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В кокасательном расслоении T ∗Q метрика Гёделя принимает вид

ds2 = (c dq1)2 − 1
1 + (q2/2a)2

(dq2)2 − (q2)2
(

1−
(

q2

2a

)2)
(dq3)2 −

− (dq4)2 +
2(cq2)2

a
√

2
dq1 dq3. (13)

При условии (q2)3/2a ≪ 1 получаем приближенный линейный элемент (13)

ds2 ≃ (c dq1)2 − (dq2)2 − (q2)2(dq3)2 − 2(q2)2ΩG dq1 dq2 − (dq4)2 +O(Ω2
G),

где ΩG = c/
√

2a и q2/2a ≪ 1. При c = 1 это дает

ds2 ≃ (dq1)2 − (dq2)2 − (q2)2(dq3)2 − 2(q2)2ΩG dq1 dq2 − (dq4)2 +O(Ω2
G). (14)

В этом случае мы имеем гамильтонову функцию

HG =
1

2((q2)2Ω2
G + 1)

p2
1 −

1
2
p2
2 −

1
2(q2)2((q2)2Ω2

G + 1)
p2
3 +

ΩG

(q2)2Ω2
G + 1

p1p3 −
1
2
p2
4

с соответствующим гамильтоновым векторным полем

XHG =
4∑

µ=1

(
U ′

µ

∂

∂qµ
− V ′

µ

∂

∂pµ

)
,

где

U ′
1 =

1
(q2)2Ω2

G + 1
p1 +

ΩG

(q2)2Ω2
G + 1

p3, U ′
2 = −p2,

U ′
3 =

ΩG

(q2)2Ω2
G + 1

p1 −
1

(q2)2((q2)2Ω2
G + 1)

p3, U ′
4 = −p4,

V ′
1 = V ′

2 = V ′
3 = 0, V ′

2 =
(q2)2Ω2

G(2p2
3 − (q2)2p2

1) + p3(p3 − Ω3
G(q2)2p1)

(q2)3((q2)2Ω2
G + 1)2

.

Векторное поле XHG удовлетворяет необходимому условию для гамильтоновой сис-
темы ιXHG

ωG = −dHG. Следовательно, тройка (T ∗Q, ωG,HG) – гамильтонова сис-
тема.

Уравнение Гамильтона–Якоби записывается как

E′ =
1

2((q2)2Ω2
G + 1)

(
∂W ′

1

∂q1

)2

− 1
2

(
∂W ′

2

∂q2

)2

− 1
2(q2)2((q2)2Ω2

G + 1)

(
∂W ′

3

∂q3

)2

+

+
ΩG

(q2)2Ω2
G + 1

∂W ′
1

∂q1

∂W ′
3

∂q3
− 1

2

(
∂W ′

4

∂q4

)2

,

где E′ – константа и W ′ =
∑4

µ=1 W ′
µ(qµ) есть производящая функция.

Гамильтонова функция HG не содержит переменных q1, q2 и q3, следовательно,
мы можем положить

dW ′
1

dq1
= η′,

dW ′
3

dq3
= θ′,

dW ′
4

dq4
= ϑ′,
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что дает

E′ =
1

2((q2)2Ω2
G + 1)

η′ 2− 1
2

(
dW ′

2

dq2

)2

− 1
2(q2)2((q2)2Ω2

G + 1)
θ′ 2+

ΩG

(q2)2Ω2
G + 1

η′θ′− 1
2
ϑ′ 2,

где η′, θ′ и ϑ′ – константы, для которых выполнены следующие условия:

η′ 2

2E′ + ϑ′ 2
≪ 1, 2E′ + ϑ′ 2 > 0, (15а)

(ΩGθ′)2

2E′ + ϑ′ 2
≪ 1

4
, (15б)

η′θ′

2E′ + ϑ′ 2
w

1
2Ω2

G

. (15в)

Далее получаем (
dW ′

2

dq2

)2

=
1

(q2)2Ω2
G + 1

f(q2), (16)

где

f(q2) = −(2E′ + ϑ′ 2)Ω2
G(q2)4 + (−(2E + ϑ′ 2) + η′ 2 + 2η′θ′ΩG)(q2)2 − θ′ 2.

Положив Z = (q2)2 с учетом условия (15а), мы видим, что f принимает вид

f(Z) = −(2E′ + ϑ′ 2)Ω2
GZ2 +

(
−(2E′ + ϑ′ 2) + 2η′θ′ΩG

)
Z − θ′ 2,

∆G = (2E′ + ϑ′ 2)
(
(2E′ + ϑ′ 2)− 4η′Φ− 4Φ2

)
, Φ = θ′ΩG.

После преобразований получаем с учетом (15б), что ∆G = 16(2E′ + ϑ′ 2) > 0. Тогда
имеем

Z1 =
η′θ′

(2E′ + ϑ′ 2)ΩG
+

1
2Ω2

G

, Z2 =
η′θ′

(2E′ + ϑ′ 2)ΩG
− 3

2Ω2
G

.

Используя условие (15в), получаем

f(q2) =
(2E′ + ϑ′ 2)

Ω2
G

(
1− (q2)2Ω2

G

)(
(q2)2Ω2

G + 1
)
,

где (q2)2Ω2
G ≪ 1. Следовательно, (16) принимает вид

dW ′
2

dq2
=
√

2E′ + ϑ′ 2

ΩG

√
(1− (q2)2Ω2

G) ≃
√

2E′ + ϑ′ 2

ΩG

(
1− 1

2
(q2)2Ω2

G

)
, W ′

2(0) = 0,

откуда

W ′
2 ≃

√
2E′ + ϑ′ 2

ΩG
q2

(
1− 1

6
Ω2

G(q2)3
)
≃
√

2E′ + ϑ′ 2

ΩG
q2.

Положив Q1 = E′, Q2 = η′, Q3 = θ′ и Q4 = ϑ′, имеем

W ′ ≃ Q2q1 +

√
2Q1 + (Q4)2

ΩG
q2 + Q3q3 + Q4q4.
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Таким образом, получаем следующую связь между каноническими координата-
ми (Q, P ) и (q, p):

p1 = Q2,

p2 =

√
2Q1 + (Q4)2

ΩG
,

p3 = Q3,

p4 = Q4,


q1 = −P2,

q2 = −P1ΩG

√
2Q1 + (Q4)2,

q3 = −P3,

q4 = −P4 + Q4P1;

P1 = − q1

Ω2
Gp2

,

P2 = −q1,

P3 = −q3,

P4 = − p4q
2

Ω2
Gp2

− q4,


Q1 = H′G,

Q2 = p1,

Q3 = p3,

Q4 = p4.

(17)

В терминах канонических координат (Q, P ) векторное поле XHG и симплектиче-
ская форма ωG записываются как

XHG = {HG, · } = − ∂

∂P1
, ωG =

4∑
ν=1

dPν ∧ dQν .

С учетом леммы 1 получаем, что (1, 1)-тензорное поле TG имеет вид

TG =
4∑

ν=1

Qν

(
∂

∂Pν
⊗ dPν +

∂

∂Qν
⊗ dQν

)
,

а константы движения равны

TrTh
G = 2((Q1)h + (Q2)h + (Q3)h + (Q4)h), h ∈ N.

В результате приходим к следующему предложению.

Предложение 2. Если

V ′h
2 ≃

(
p2
2

q2

)h

, h ∈ N, (18)

то гамильтоново векторное поле XHG в метрике Гёделя (14) имеет оператор ре-
курсии TG , который в исходной системе координат (q, p) задается как

TG =
4∑

µ,ν=1

(
Ãν

µ

∂

∂qν
⊗ dqµ + B̃ν

µ

∂

∂pν
⊗ dpµ + C̃ν

µ

∂

∂qν
⊗ dpµ + D̃ν

µ

∂

∂pν
⊗ dqµ

)
,

где 
Ãj

j = pj ,

Ã2
2 = HG(1 + q2V ′

2S),
Ã4

2 = −p4p2S(HG + U ′
4),

Ãm
n = 0 в остальных случаях ,


B̃j

j = pj , j = 1, 3, 4,

B̃2
k = HGU ′

kp2S, k = 1, 2, 3,

B̃2
4 = −p4p2S(HG + U ′

4),
B̃m

n = 0 в остальных случаях ,
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C̃2
i = HGU ′

iq
2S, i = 1, 3,

C̃2
2 = HGq2Ω2

GS(−p2 + U ′3
2 S),

C̃2
4 = −p4S(HG + U ′

4),
C̃4

2 = p4S(HG + U ′
4),

C̃m
n = 0 в остальных случаях ,

{
D̃2

2 = HGV ′
2p2S,

D̃m
n = 0 в остальных случаях .

Здесь S = 1/Ω2
Gp2

2 , Ω2
Gp2

2 > 0, n, m = 1, 2, 3, 4. Константы движения в исходной
системе координат (q, p) равны

TrTh
G = 2(ph

2 + ph
3 + ph

4 ) +Hh
G

(
1 +

q2V ′
2

Ω2
Gp2

2

)h
+
(
−HG

Ω2
G

)h
+

+
(
−HGq2

p2

)h(
1 +

1
Ω2

G

)h
+
(
HGV ′

2

Ω2
Gp2

)h
, h ∈ N.

Доказательство. Используя соотношения (17), после некоторых вычислений
получаем (2). Дополнительно из (18) имеем LXHG

(TrTh
G) = 0. Следовательно,

2(ph
2 + ph

3 + ph
4 ) +Hh

G

(
1 +

q2V ′
2

Ω2
Gp2

2

)h
+
(
−HG

Ω2
G

)h
+
(
−HGq2

p2

)h(
1 +

1
Ω2

G

)h
+
(
HGV ′

2

Ω2
Gp2

)h
являются константами движения.

Следует отметить, что в системе координат (Q, P ) при ∆A > 0 метрики Альку-
бьерре и Гёделя имеют одинаковое гамильтоново векторное поле XH и один и тот же
оператор рекурсии T , которые, таким образом, порождают одинаковую динамику.

5. МАСТЕР-СИММЕТРИИ

Рассмотрим при вышеуказанных общих динамических характеристиках гамиль-
тонову систему (T ∗Q, ω,Q1), в которой гамильтонова функция H, векторное по-
ле X0, симплектическая форма ω и бивекторное поле задаются и в метрике Альку-
бьерре, и в метрике Гёделя следующим образом:

H = Q1, X0 = {Q1, · } = − ∂

∂P1
, ω =

4∑
ν=1

dPν ∧ dQν , P =
4∑

ν=1

∂

∂Pν
∧ ∂

∂Qν
.

Введем векторные поля Yj ∈ T ∗Q как

Yj =
4∑

ν=1

(Qν)j

(
(j + 1)Pν

∂

∂Pν
−Qν ∂

∂Qν

)
, j ∈ N.

При этом выполняется соотношение

ιYj
ω = −dH̃j , где H̃j = −

4∑
ν=1

(Qν)j+1Pν .
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Рис. 1. Диаграмма, иллюстрирующая соотношения (19).

Симплектическая структура ω порождает набор гамильтоновых систем на одном
и том же многообразии T ∗Q. Скобки Пуассона между Xi и Yj подчиняется следу-
ющим соотношениям:

[Xi, Yj ] = Xi+j , [Xi, Xi+j ] = 0, где Xi+j = −(j + 1)(i + j + 1)(Q1)i+j ∂

∂P1
; (19)

здесь i, j ∈ N. Эти соотношения показаны на рис. 1.
В терминах дифференциальной геометрии Yj и H̃j называются мастер-симмет-

риями для Xi и мастер-интегралами соответственно [21], [23], [26]–[28].
Из мастер-интегралов H̃j мы можем получить семейство гамильтоновых функций

Hi+j := {Hi, H̃j} = (i + 1)(Q1)i+j+1, H0 = H, i, j ∈ N.

Оператор рекурсии

T =
4∑

ν=1

Qν

(
∂

∂Pν
⊗ dPν +

∂

∂Qν
⊗ dQν

)
можно записать как

T = P1
❛P−1, где P1 =

4∑
ν=1

Qν ∂

∂Pν
∧ ∂

∂Qν
,

при этом P, P1 – два совместных пуассоновых бивектора с нулевой скобкой Схоу-
тена–Нийенхейса, [P,P1]SN = 0.

Теперь введем следующие скобки Пуассона { · , · }1 относительно симплектиче-
ской формы ω1 =

∑4
ν=1(Q

ν)−1dPν ∧ dQν :

{f, g}1 :=
4∑

ν=1

Qν

(
∂f

∂Pν

∂g

∂Qν
− ∂f

∂Qν

∂g

∂Pν

)
.
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Получаем

Xi = {Hi, · } = {Hi+1, · }1, H0 = H, H1 = lnQ1, Hj = − 1
j(Q1)j

, Q1 ̸= 0,

X0 = − ∂

∂P1
, X1 = − 1

Q1

∂

∂P1
, Xj = − 1

(Q1)j+1

∂

∂P1
, j = 2, 3, . . . , n, n, i ∈ N.

Это доказывает, что Xi – бигамильтоновы векторные поля, определяющиеся двумя
пуасоновыми бивекторами P и P1. Тогда четверка (Q,P,P1, Xi) является бигамиль-
тоновой системой при каждом i.

Кроме того, имеем

LY0(P) = 0 (α̃ = 0), LY0(P1) = −
4∑

ν=1

Qν ∂

∂Pν
∧ ∂

∂Qν
(β̃ = −1),

LY0(H) = −Q1 = −H (γ̃ = −1).

Отсюда заключаем, что векторное поле

Y0 =
4∑

ν=1

(
Pν

∂

∂Pν
−Qν ∂

∂Qν

)
является конформной симметрией для P, P1 и H [21].

Теперь определим величины X ′
h, Y ′

h, P ′h, ω′h и dH ′
h для h ∈ N формулами

X ′
h := ThX0, P ′h := ThP, ω′h := (T ∗)hω′, Yh := ThY0, dH ′

h := (T ∗)hdH,

где T ∗ := P−1 ❛P1 есть оператор, сопряженный к T . Отсюда получаем

P ′h =
4∑

ν=1

(Qν)h ∂

∂Pν
∧ ∂

∂Qν
,

Y ′
h =

4∑
ν=1

(Qν)h

(
Pν

∂

∂Pν
−Qν ∂

∂Qν

)
, X ′

h = −(Q1)h ∂

∂P1
,

ω′h =
4∑

ν=1

(Qν)hdPν ∧ dQν , dH ′
h = (Q1)hdQ1 и H ′

h =
1

h + 1
(Q1)h+1,

что приводит к следующим многочисленным сохраняющимся величинам:

LY ′h
(Y ′

l ) = (h− l)Y ′
l+h, LY ′h

(X ′
l) = −(l + 1)X ′

l+h, LY ′h
(P ′l) = (h− l)P ′l+h,

LY ′h
(ω′l) = −(l + h)ω′l+h, LY ′h

(T ) = −T 1+h,

⟨dH ′
l , Y

′
h⟩ = −(h + l + 1)H ′

l+h, l ∈ N.

Они удовлетворяют соотношениям
LY ′h

(Y ′
l ) = (β̃ − α̃)(l − h)Y ′

(l+h), LY ′h
(X ′

l) = (β̃ + γ̃ + (l − 1)(γ̃ − α̃))X ′
l+h,

LY ′h
(P ′l) = (β̃ + (l − h− 1)(β̃ − α̃))P ′l+h, LY ′h

(ω′l) = (β̃ + (l + h− 1)(β̃ − α̃))ω′l+h,

LY ′h
(T ) = (β̃ − α̃)T 1+h, ⟨dH ′

l , Y
′
h⟩ = (γ̃ + (l + h)(β̃ − α̃))H ′

l+h,

аналогичным формулам Увела [19]–[22].
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6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной статье мы подробно проанализировали динамику космическо-
го аппарата в метриках Алькубьерре и Гёделя. Мы вычислили гамильтоновы век-
торные поля, управляющие эволюцией системы, построили и обсудили связанные
с ними операторы рекурсии, порождающие константы движения. Кроме того, мы
доказали, что в рассматриваемой канонической системе координат существует бига-
мильтонова структура, и нашли сохраняющиеся величины, используя соответству-
ющие мастер-симметрии.

Наше исследование показало, что гамильтонова динамика наводит на мысль о свя-
зи между геометрией физической системы и законами сохранения при использо-
вании скобки Пуассона. Физические системы в метриках Алькубьерре и Гёделя
представляют собой симплектические многообразия, оснащенные гамильтоновыми
векторными полями. При этом положения космических аппаратов на многообрази-
ях рассматриваются как состояния, а векторные поля – как законы, управляющие
эволюцией этих состояний.

Мы заметили, что при нашем частном выборе метрик Алькубьерре и Гёделя ди-
намика космического аппарата одинаковая. Действительно, используя соответству-
ющие параметризации, мы выразили гамильтоновы векторные поля и операторы
рекурсии для обеих метрик идентичным образом. Единственное различие между
ними проявляется в формулах, связывающих исходные и новые координаты. Кро-
ме того, гамильтонова функция космического аппарата остается постоянной вдоль
траекторий (также называемых интегральными кривыми) гамильтоновых вектор-
ных полей.

Мы использовали оператор рекурсии, чтобы вычислить константы движения, т. е.
первые интегралы, которые играют важную роль в изучении динамики космическо-
го аппарата. Каждое гамильтоново векторное поле XH является своим собственным
первым интегралом, XH(H) := {H,H} = 0, благодаря антисимметрии скобки Пуас-
сона. Это характеристика физического принципа сохранения энергии.

Наконец, мы сформулировали обобщенную скобку Пуассона

{f, g}j :=
4∑

ν=1

(Qν)j

(
∂f

∂Pν

∂g

∂Qν
− ∂f

∂Qν

∂g

∂Pν

)
, j ∈ N,

дающую бигамильтоновы векторные поля

Xi = {Hi, · } = {Hi+j , · }j , i, j ∈ N,

на основе которых можно напрямую обобщить полученные результаты.
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Rel. Grav., 36:10 (2004), 2289–2316.

[4] T. P. Kling, F. Ahmed, M. Lalumiere, “Wave fronts in a causality-violating Gödel-type
metric”, Adv. High Energy Phys., 2020 (2020), 8713756, 13 pp.

[5] F. Ahmed, “The energy-momentum distributions and relativistic quantum effects on scalar
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July 1 – 7, 2018), Trends in Mathematics, eds. P. Kielanowski, A. Odzijewicz, E. Previato,
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