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∂̄-ЗАДАЧА И МЕТОД ОДЕВАНИЯ
ДЛЯ КОМПЛЕКСНОГО ВЕКТОРНОГО

МОДИФИЦИРОВАННОГО
УРАВНЕНИЯ КОРТЕВЕГА–ДЕ ФРИЗА

С использованием метода ∂̄-одевания из локальной (5×5 )-матрицы для ∂̄-за-
дачи путем введения подходящего оператора рекурсии Λn выведена иерархия
нелинейных эволюционных уравнений, которая включает в себя как частные
случаи нелинейное уравнение Шредингера при n = 2, векторное модифициро-
ванное уравнение Кортевега–де Фриза при n = 3, уравнение Лакшманана–Пор-
сециана–Даниеля при n = 4. Кроме того, метод ∂̄-одевания применяется для
нахождения N -солитонных решений комплексного векторного модифицирован-
ного уравнения Кортевега–де Фриза. Обсуждается влияние параметров реше-
ния на характер взаимодействия солитонов, а также анализируется влияние
положения характеристических прямых на относительное положение волн, что
позволяет в полной мере описать метод управления направлением распростра-
нения волн.

Ключевые слова: векторные модифицированные уравнения Кортевега–де Фриза, ме-
тод ∂̄-одевания, оператор рекурсии, N -солитонные решения.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В последнее время нелинейная динамика привлекает всё большее внимание и ши-
роко используется в ряде разделов теории солитонов, поскольку может описывать
некоторые нелинейные волновые явления в физических структурах с дисперсией.
Одним из важных уравнений в теории интегрируемых систем является уравнение
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Кортевега–де Фриза (КдФ), которое можно использовать, в частности, для описа-
ния движения волн на мелкой воде:

qt + qxxx + 6qqx = 0, (1.1)

где нижний индекс обозначает соответствующую частную производную. В течение
многих лет это уравнение изучалось различными учеными [1]–[5]. Позже исследо-
ватели обратили свое внимание на другие нелинейные волновые уравнения, одним
из которых является обобщенное уравнение КдФ

qt + qxxx + 6qαqx = 0, (1.2)

где α – натуральное число, q – вещественнозначная скалярная функция. При α = 2
это уравнение называется модифицированным уравнением КдФ (мКдФ) [6]

qt + qxxx + 6q2qx = 0. (1.3)

Оно применимо для описания многих объектов, таких как волны Альвена в бес-
столкновительной плазме [7], симметрии гиперболических поверхностей [8], тонкие
упругие стержни [9] и др. [6], [10]–[18]. Постепенно область исследования этого урав-
нения расширялась, и было сформулировано комплексное уравнение мКдФ [19]

qt + qxxx + 6|q|2qx = 0, (1.4)

где q – комплекснозначная скалярная функция.
Однако, хотя все приведенные выше уравнения описывают те или иные физиче-

ские системы, в большинстве случаев мы имеем дело с результатом взаимодействия
нескольких физических величин, и связанные уравнения в общем случае описывают
более широкий круг явлений. Как результат, имеются многочисленные исследова-
ния, посвященные следующей системе комплексных уравнений мКдФ [20], [21]:

pt + pxxx − 3q2px − 3pqqx − 6p2px = 0,

qt + qxxx − 3p2qx − 3ppxq − 6q2qx = 0,
(1.5)

где p и q – комплекснозначные функции. Эту систему, которая изучалась во мно-
гих работах (см., например, [15], [22]–[25]), можно рассматривать как обобщение
уравнения мКдФ. Для исследования обобщений уравнения мКдФ применялись раз-
нообразные методы [26]–[29].

В настоящей работе мы сосредоточим свое внимание на применении метода ∂̄-
одевания к комплексному векторному уравнению мКдФ (квмКдФ) с парой Лакса
размерности 5× 5, которое имеет вид [30]

qt + qxxx + 3(qxqTq + qqTqx) = 0, (1.6)

где q = (−q̄1,−q1,−q̄2,−q2)T – функция, значения которой суть комплексные матри-
цы размера 4×1, а q̄i обозначает функцию, комплексно-сопряженную к qi. Насколь-
ко нам известно, уравнение квмКдФ ранее не исследовалась методом ∂̄-одевания,
представляющего собой развитие метода одевания.

Метод одевания, который является мощным инструментом для построения и по-
лучения солитонных решений интегрируемых уравнений, был впервые предложен
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Захаровым и Шабатом [31]. Затем он получил интенсивное развитие в работах мно-
гих исследователей [32]–[36]. До сих пор этот метод широко используется для выво-
да интегрируемых иерархий и получения явных солитонных решений, в том числе
уравнения Дэви–Стюардсона-II [37], AB-системы [38], системы Каупа–Броера [39],
трехволнового уравнения [40], связанного уравнения Герджикова–Иванова [41], диф-
ференциально-разностного уравнения Кадомцева–Петвиашвили [42] и т. д. [43]–[50].
Кроме того, его также можно применять для изучения асимптотического поведения
уравнений при больших временах [51], [52].

Однако работ, посвященных многокомпонентным уравнениям, не так много. Мы
применяем метод ∂̄-одевания для изучения уравнений квмКдФ со спектром Лакса
пятого порядка. Основная цель настоящей работы – вывести иерархию нелиней-
ных эволюционных уравнений, содержащую многочисленные важные уравнения,
и получить явные солитонные решения с помощью матрицы спектрального преоб-
разования. Кроме того, для более широкого анализа явления мы исследуем харак-
теристические прямые солитонных решений.

В нашей работе мы сначала формулируем ∂̄-задачу и строим матричную спек-
тральную задачу методом ∂̄-одевания. Затем мы вводим подходящий оператор
рекурсии Λn, с помощью которого получаем иерархию нелинейных эволюционных
уравнений. Далее с помощью матрицы спектрального преобразования мы получа-
ем явные солитонные решения. Изменяя параметры и точки дискретного спектра,
мы анализируем связь между характером распространения солитонов и положени-
ем дискретных спектральных точек. Изучая динамические явления и характери-
стические прямые, мы обнаруживаем, что смещение и поворот характеристических
прямых влияют на распространение солитонов.

Структура работы следующая. В разделе 2 мы изучаем интегральный оператор
Коши–Грина и его свойства. Кроме того, используя метод одевания с локальной
∂̄-задачей, мы строим (5 × 5)-матрицы Лакса с сингулярным дисперсионным со-
отношением. В разделе 3 мы вводим новый оператор рекурсии, чтобы получить
иерархию нелинейных эволюционных уравнений. В разделе 4 мы представляем N -
солитонные решения уравнения квмКдФ, полученные с помощью соответствующей
матрицы спектрального преобразования R, и проводим подробный анализ одно-,
двух- и трехсолитонных решений.

2. ∂̄-ЗАДАЧА И ПАРА ЛАКСА

Рассмотрим ∂̄-задачу в плоскости комплексной переменной z:

∂̄Ψ(x, t, z, z̄) = Ψ(x, t, z, z̄)R(x, t, z, z̄), (2.1)

где Ψ = Ψ(x, t, z, z̄) и R = R(x, t, z, z̄) – (5 × 5)-матричнозначные функции. Для
простоты мы далее пишем Ψ(x, t, z) и R(x, t, z) вместо Ψ(x, t, z, z̄) и R(x, t, z, z̄). Ес-
ли Ψ(x, t, z) удовлетворяет условию Ψ(x, t, z) → I при z → ∞, то, как нетрудно
проверить, канонически нормированное решение ∂̄-задачи (2.1) удовлетворяет урав-
нению

Ψ = I + ΨRCz, (2.2)
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где Cz – интегральный оператор Коши–Грина, действующий на функции, стоящие
слева,

ΨRCz =
1

2πi

∫∫
Ψ(ζ)R(ζ)

ζ − z
dζ ∧ dζ̄. (2.3)

В соответствии с выражением (2.2) решение ∂̄-задачи(2.1) имеет вид

Ψ = I · (I −RCz)−1. (2.4)

Определим спаривание

⟨f, g⟩ =
1

2πi

∫∫
f(z)gT(z) dz ∧ dz̄. (2.5)

Нетрудно проверить, что оно обладает следующими свойствами:

⟨f, g⟩T = ⟨g, f⟩, ⟨fR, g⟩ = ⟨f, gRT⟩, ⟨fCz, g⟩ = −⟨f, gCz⟩. (2.6)

Тогда получаем

⟨f(I − CzR)−1, g⟩ = ⟨f, g(I + RTCz)−1⟩. (2.7)

Чтобы построить решение уравнения квмКдФ, нам потребуется ввести зависи-
мость от переменных x и t в матрицу R спектрального преобразования. Для урав-
нения квмКдФ потребуем, чтобы по этим переменным матрица R удовлетворяла
уравнениям

Rx = iz[R, σ], (2.8)
Rt = [R,Ω], (2.9)

где Ω – дисперсионное соотношение, которое содержит полиномиальную часть Ωp

и сингулярную часть Ωs:

Ω = Ωp + Ωs = αnznσ +
1

2πi

∫∫
w(ζ)σ
ζ − z

dζ ∧ dζ̄. (2.10)

Здесь αn – константа, w(z) – скалярная функция и ∂̄Ωs = w(z)σ. Далее мы рас-
сматриваем случай, когда дисперсионное соотношение содержит только полиноми-
альную часть, Ω = Ωp = αnznσ. Тогда уравнение (2.9) упрощается и принимает
вид

Rt = 4iz3[R, σ]. (2.11)

Из (2.4), (2.8) получаем

Ψx = I · (I −RCz)−1
x

= ΨRxCz(I −RCz)−1 = izΨ(Rσ − σR)Cz(I −RCz)−1 =

= i(zΨRCz)σ(I −RCz)−1 − izΨσRCz(I −RCz)−1. (2.12)
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Найдем первое слагаемое в правой части (2.12). По определению Cz имеем

znΨRCz =
1

2πi

∫∫
ζnΨ(ζ)R(ζ)

ζ − z
dζ ∧ dζ̄ =

=
1

2πi

∫∫
(ζn − zn)Ψ(ζ)R(ζ)

ζ − z
dζ ∧ dζ̄ +

zn

2πi

∫∫
Ψ(ζ)R(ζ)

ζ − z
dζ ∧ dζ̄ =

=
1

2πi

∫∫
Ψ(ζ)R(ζ)

n∑
j=1

ζn−jzj−1 dζ ∧ dζ̄ + zn(ΨRCz) =

=
n∑

j=1

zj−1⟨zn−jΨR⟩+ zn(Ψ− I). (2.13)

Здесь мы положили

⟨zn−jΨR⟩ ≡ ⟨zn−jΨR, I⟩ =
1

2πi

∫∫
ζn−jΨ(ζ)R(ζ) dζ ∧ dζ̄. (2.14)

При n = 1 получаем
zΨRCz = ⟨ΨR⟩+ z(Ψ− I). (2.15)

Далее найдем второе слагаемое в (2.12). С учетом RCz = I − (I −RCz) имеем

RCz(I −RCz)−1 = (I −RCz)−1 − I. (2.16)

В итоге, подставляя оба полученных выражения в (2.12), выводим следующее урав-
нение:

Ψx = i⟨ΨR⟩σ(I −RCz)−1 + izΨσ(I −RCz)−1 −
− izσ(I −RCz)−1 − izΨσ(I −RCz)−1 + izΨσ =

= i⟨ΨR⟩σ(I −RCz)−1 − izσ(I −RCz)−1 + izΨσ =

= i⟨ΨR⟩σΨ− iσz(I −RCz)−1 + izΨσ. (2.17)

Дополнительно из (2.15) получаем

zI = ⟨ΨR⟩+ zΨ(I −RCz). (2.18)

Отметим, что z(I − RCz)−1 означает, что (I − RCz)−1 действует на z слева, поэто-
му мы не можем здесь использовать (2.4). Чтобы упростить соотношение (2.17),
подставим (2.18) в (2.17) и заметим, что спаривание ⟨ΨR⟩ не зависит от z. Тогда
z(I −RCz)−1 задается как

z(I −RCz)−1 = (⟨ΨR⟩+ z)Ψ. (2.19)

Таким образом, уравнение (2.12) принимает вид

Ψx + iz[σ, Ψ] = QΨ, Q = −i[σ, ⟨ΨR⟩]. (2.20)
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Чтобы вывести спектральную задачу, зависящую от времени, предположим, что
матрица R удовлетворяет уравнению (2.11). Опять же из (2.4) и (2.11) получаем

Ψt = ΨRtCz(I −RCz)−1 = Ψ(RΩ− ΩR)Cz(I −RCz)−1 =

= 4iz3Ψ[R, σ]Cz(I −RCz)−1 =

= 4i(z3ΨRCz)σ(I −RCz)−1 − 4iz3Ψσ[RCz(I −RCz)−1] =

= 4i(z3ΨRCz)σ(I −RCz)−1 − 4iz3Ψσ(I −RCz)−1 + 4iz3Ψσ. (2.21)

Из (2.13) при n = 3 имеем z3ΨRCz = z3(Ψ − I) + ⟨z2ΨR⟩ + z⟨zΨR⟩ + z2⟨ΨR⟩.
Подставляя это выражение в (2.21), получаем

Ψt = 4i[z3(Ψ− I) + ⟨z2ΨR⟩+ z⟨zΨR⟩+ z2⟨ΨR⟩]σ(I −RCz)−1 −
− 4iz3Ψσ(I −RCz)−1 + 4iz3Ψσ =

= 4iz3Ψσ + 4i⟨z2ΨR⟩σΨ + 4i⟨zΨR⟩σ(⟨ΨR⟩+ z)Ψ +

+ 4i⟨ΨR⟩σ(z2 + ⟨zΨR⟩+ ⟨ΨR⟩2 + z⟨ΨR⟩)Ψ−
− 4iσ(z3 + ⟨z2ΨR⟩+ z⟨zΨR⟩+ z2⟨ΨR⟩+

+ ⟨zΨR⟩⟨ΨR⟩+ ⟨ΨR⟩⟨zΨR⟩+ ⟨ΨR⟩3 + z⟨ΨR⟩2) =

= − 4iz3[σ, Ψ]− 4i[σ, ⟨z2ΨR⟩]Ψ− 4i[σ, ⟨zΨR⟩](⟨ΨR⟩+ z)Ψ−
− 4i[σ, ⟨ΨR⟩](z2 + ⟨zΨR⟩+ z⟨ΨR⟩+ ⟨ΨR⟩2). (2.22)

Следовательно,

Ψt + 4iz3[σ, Ψ] =− 4i[σ, ⟨z2ΨR⟩]Ψ− 4i[σ, ⟨zΨR⟩](⟨ΨR⟩+ z)Ψ−
− 4i[σ, ⟨ΨR⟩](z2 + ⟨zΨR⟩+ z⟨ΨR⟩+ ⟨ΨR⟩2). (2.23)

Для матрицы A размера 5× 5 введем разложение A = A(E) + A(F), где

A(F) =


0 A12 A13 A14 A15

A21 0 0 0 0
A31 0 0 0 0
A41 0 0 0 0
A51 0 0 0 0

 , A(E) =


A11 0 0 0 0
0 A22 A23 A24 A25

0 A32 A33 A34 A35

0 A42 A43 A44 A45

0 A52 A53 A54 A55

 .

Используя (2.20) и (2.8), получаем

⟨ΨR⟩(F)
x = Q⟨ΨR⟩(E) − 2iσ⟨zΨR⟩(F),

−i⟨zΨR⟩x = −iQ⟨zΨR⟩ − 2σ⟨z2ΨR⟩(F),

⟨zΨR⟩(E) = Q⟨zΨR⟩(F).

Подстановка полученных выражений в (2.23) дает еще одно линейное уравнение

Ψt + 4iz3[σ, Ψ] = Q̃Ψ, (2.24)

где Q̃ = 4z2Q− 2izσQ2 + 2izσQx + [Qx, Q]−Qxx + 2Q3.
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3. ОПЕРАТОР РЕКУРСИИ И ИЕРАРХИЯ УРАВНЕНИЙ

В этом разделе мы выводим иерархию нелинейных эволюционных уравнений.
В силу определения оператора Cz имеем ∂̄f(z)Cz = f(z), тогда

(ΨR)t = ∂̄Ψt(z) = ∂̄[I · (I −RCz)−1
t ] = ∂̄[I · (I −RCz)−1RtCz(I −RCz)−1] =

= ∂̄[ΨRtCz(I −RCz)−1] = ∂̄[ΨRt(I − CzR)−1(I − CzR)Cz(I −RCz)−1] =

= ∂̄[ΨRt(I − CzR)−1Cz] = ΨRt(I − CzR)−1. (3.1)

Применив спаривание к обеим частям равенства, получаем

⟨(ΨR)t⟩ = ⟨ΨRt(I − CzR)−1, I⟩ = ⟨ΨRt, I · (I + RTCz)−1⟩. (3.2)

Возьмем производную по t от второго уравнения в (2.20) и поставим в получившееся
уравнение равенство (3.2):

Qt = −i[σ, ⟨ΨR⟩t] = −i[σ, ⟨ΨRt, I · (I + RTCz)−1⟩]. (3.3)

Поскольку ∂̄Ψ−1 = −RΨ−1, имеем ∂̄(Ψ−1)T = (Ψ−1)T(−RT). В результате получаем
формальное решение

(Ψ−1)T = I · (I + RTCz)−1. (3.4)

Учтем (2.11) и (3.4), тогда (3.3) дает

Qt = −i[σ, ⟨ΨRt, (Ψ−1)T⟩] = −i[σ, ⟨ΨRtΨ−1⟩] =

= −i[σ, ⟨Ψ(RΩ− ΩR)Ψ−1⟩] = −i[σ, ⟨ΨRΩΨ−1⟩]− i[σ, ⟨ΨΩ(−RΨ−1)⟩] =

= −i[σ, ⟨(∂̄Ψ)ΩΨ−1⟩]− i[σ, ⟨ΨΩ(∂̄Ψ−1)⟩]. (3.5)

Используя условие Ωs → 0 при s →∞, преобразуем это уравнение как

Qt = −i[σ, ⟨∂̄(ΨΩΨ−1)⟩] + i[σ, ⟨Ψ(∂̄Ω)Ψ−1⟩] =

= −i[σ, ⟨∂̄(ΨΩpΨ−1)⟩] + i[σ, ⟨Ψ(∂̄Ωs)Ψ−1⟩] =

= −iαn[σ, ⟨∂̄(znΨσΨ−1)⟩] + i[σ, ⟨w(z)ΨσΨ−1⟩]. (3.6)

Далее введем матрицу M = ΨσΨ−1, тогда

Qt = −iαn[σ, ⟨∂̄(znM)⟩] + i[σ, ⟨w(z)M⟩] = −2iαnσ⟨∂̄(znM)⟩(F) + i[σ, ⟨w(z)M⟩]. (3.7)

Нетрудно проверить, что M удовлетворяет следующему уравнению:

Mx + iz[σ, M ]− [Q, M ] = 0. (3.8)

Разложив матрицу M , перепишем его как

M (E)
x = [Q, M (F)], (3.9)

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, M (E)]. (3.10)

При условии, что Ψ → I при z →∞, уравнение (3.9) принимает вид

M (E)
x = σ + ∂−1

x [Q, M (F)]. (3.11)
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Применяя этот результат в (3.10), получаем

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, σ + ∂−1

x [Q, M (F)]]. (3.12)

Упростим запись, введя оператор рекурсии

Λ · =
1
2
iσ(∂x − [Q, ∂−1

x [Q, · ]]). (3.13)

Тогда уравнение (3.12) принимает вид M (F) = −i(Λ−z)−1Q. Учтя это соотношение,
получаем, что (3.7) можно записать как

Qt = −2αnσ⟨∂̄(zn(Λ− z)−1Q)⟩+ i[σ, ⟨w(z)M(z)⟩]. (3.14)

Далее разложим (Λ−z)−1 в ряд: (Λ−z)−1 = −
∑∞

j=1 z−jΛj−1. С другой стороны,
∂̄zn−j = πδ(z)δj,n+1R, j = 1, 2, . . . . Тогда

Qt = −2αnσΛnQ + i[σ, ⟨w(z)M(z)⟩], n = 1, 2, . . . . (3.15)

Чтобы найти иерахию уравнений кмвКдФ, введем следующую симметрию потен-
циала Q:

HQH−1 = Q, где H =


1 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0

 .

Отсюда следует, что Q имеет вид

Q =


0 q1 q̄1 q2 q̄2

−q̄1 0 0 0 0
−q1 0 0 0 0
−q̄2 0 0 0 0
−q2 0 0 0 0

 .

Далее имеем
HΨ(−z̄)H−1 = Ψ(z), HM(−z̄)H−1 = M(z).

При n = 0 получаем уравнения

Qt + 2α0σQ = 2iσ⟨w(z)M (F)⟩,

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, M (E)], M (E)

x = [Q, M (F)].
(3.16)

При n = 1, ΛQ = i
2σQx и α1 = −i получаем уравнения типа Максвелла–Блоха:

Qt + Qx = 2iσ⟨w(z)M (F)⟩,

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, M (E)], M (E)

x = [Q, M (F)].
(3.17)

При n = 2, Λ2Q = − 1
4Qxx+ 1

2Q3 получаем уравнения типа нелинейного уравнения
Шредингера–Максвелла–Блоха

Qt + α2σ

(
Q3 − 1

2
Qxx

)
= 2iσ⟨w(z)M (F)⟩,

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, M (E)], M (E)

x = [Q, M (F)].
(3.18)
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При n = 3, Λ3Q = − i
8σQxxx + 3i

8 σ(QxQ2 + Q2Qx) и α3 = 4i имеем

Qt −
i

4
α3Qxxx +

3i

4
α3(QxQ2 + Q2Qx) = 2iσ⟨w(z)M (F)⟩,

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, M (E)], M (E)

x = [Q, M (F)].
(3.19)

Если w(z) = 0, мы приходим к уравнению квмКдФ

qt + qxxx + 3(qxqTq + qqTqx) = 0, q = (−q̄1,−q1,−q̄2,−q2)T.

При n = 4,

Λ4Q =
Qxxxx − 4QxxQ2 − 4Q2Qxx − 2Q2

xQ− 2QQ2
x − 6QxQQx − 2QQxxQ + 6Q5

16

и α4 = −8i мы имеем уравнение Лакшманана–Порсециана–Даниеля

Qt +
α4

8
σH = 2iσ⟨w(z)M (F)⟩,

M (F)
x + 2izσM (F) = [Q, M (E)], M (E)

x = [Q, M (F)],
(3.20)

где H = Qxxxx − 4QxxQ2 − 4Q2Qxx − 2Q2
xQ− 2QQ2

x − 6QxQQx − 2QQxxQ + 6Q5.

4. СОЛИТОННЫЕ РЕШЕНИЯ И АНАЛИЗ ИХ ДИНАМИКИ

В этом разделе с помощью ∂̄-задачи мы строим одно-, двух- и трехсолитонные
решения уравнения квмКдФ и анализируем их графики.

4.1. N-солитонные решения. Пусть zj , z̄j , j = 1, 2, . . . , N , – точки дискрет-
ного спектра на комплексной плоскости. Решая уравнения (2.8), (2.9), можно полу-
чить, что

R = πe−iθ(z)σ̂ ×

×
N∑

j=1


0 −ajδ(z − zj) ājδ(z − zj) −bjδ(z − zj) b̄jδ(z − zj)

ājδ(z − z̄j) 0 0 0 0
−ajδ(z − z̄j) 0 0 0 0

b̄jδ(z − z̄j) 0 0 0 0
−bjδ(z − z̄j) 0 0 0 0

 ,

где θ(z) = zx + 4z3t. Для такого R, используя второе уравнение в (2.20), получаем
решение уравнения квмКдФ:

q1(x, t) = −2i⟨ΨR⟩12 = − 1
π

∫∫
Ψ11R12 dz ∧ dz̄ =

=
N∑

j=1

aj

∫∫
Ψ11e

−2iθ(z)δ(z − zj) dz ∧ dz̄ = −2i

N∑
j=1

aje
−2iθ(zj)Ψ11(zj). (4.1)

Аналогично

q2(x, t) = −2i

N∑
j=1

bje
−2iθ(zj)Ψ11(zj). (4.2)
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Отсюда выводим потенциал Q и определяем функции Ψ11(zj), j = 1, 2, . . . , N . Далее
мы получим выражение для Ψ11(z).

Сравнив элементы первой строки матричной собственной функции (2.2), имеем

Ψ11(z) = 1 +
1

2πi

∫∫
Ψ12R21 + Ψ13R31 + Ψ14R41 + Ψ15R51

ζ − z
dζ ∧ dζ̄ =

= 1 +
N∑

j=1

[
āj

z − z̄j
Ψ12(z̄j)−

aj

z − z̄j
Ψ13(z̄j) +

+
bj

z − z̄j
Ψ14(z̄j)−

bj

z − z̄j
Ψ15(z̄j)

]
e2iθ(z̄j), (4.3а)

Ψ12(z) =
1

2πi

∫∫
Ψ11R12

ζ − z
dζ ∧ dζ̄ =

N∑
l=1

−al

z − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl), (4.3б)

Ψ13(z) =
N∑

l=1

āl

z − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl), (4.3в)

Ψ14(z) =
N∑

l=1

−bl

z − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl), (4.3г)

Ψ15(z) =
N∑

l=1

b̄l

z − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl). (4.3д)

Если z = z̄j , получаем

Ψ12(z̄j) =
N∑

l=1

−al

z̄j − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl), Ψ13(z̄j) =

N∑
l=1

āl

z̄j − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl),

Ψ14(z̄j) =
N∑

l=1

−bl

z̄j − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl), Ψ15(z̄j) =

N∑
l=1

b̄l

z̄j − zl
e−2iθ(zl)Ψ11(zl).

Подстановка этих выражений в (4.3а) дает для n = 1, 2, . . . , N

Ψ11(zn) = 1 +
N∑

j=1

[
āj

zn − z̄j
Ψ12(z̄j)−

aj

zn − z̄j
Ψ13(z̄j) +

+
b̄j

zn − z̄j
Ψ14(z̄j)−

bj

zn − z̄j
Ψ15(z̄j)

]
e2iθ(z̄j) =

= 1−
N∑

j=1

N∑
l=1

aj āl + ājal

(zn − z̄j)(z̄j − zl)
e2i(θ(z̄j)−θ(zl))Ψ11(zl)−

−
N∑

j=1

N∑
l=1

bj b̄l + b̄jbl

(zn − z̄j)(z̄j − zl)
e2i(θ(z̄j)−θ(zl))Ψ11(zl) =

= 1−
N∑

j=1

N∑
l=1

aj āl + ājal + bj b̄l + b̄jbl

(zn − z̄j)(z̄j − zl)
e2i(θ(z̄j)−θ(zl))Ψ11(zl). (4.4)
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Эти соотношения можно записать как

MΥ11 = E. (4.5)

Здесь E = (1, 1, . . . , 1)T и Υ11 = (Ψ11(z1), Ψ11(z2), . . . ,Ψ11(zN ))T суть векторы-столб-
цы размера N × 1 и

M = I + A, A = (Amn)N×N ,

Amn =
N∑

j=1

[A1j(zm)A1n(zj) + A2j(zm)A2n(zj) + B1j(zm)B1n(zj) + B2j(zm)B2n(zj) ],

A1j(zm) =
āj

zm − z̄j
e2iθ(z̄j), B1j(zm) =

b̄j

zm − z̄j
e2iθ(z̄j),

A2j(zm) =
aj

zm − z̄j
e2iθ(z̄j), B2j(zm) =

bj

zm − z̄j
e2iθ(z̄j).

Получаем решение уравнения (4.5)

Ψ11(zn) =
det M rep

n

det M
, n = 1, 2, . . . , N, (4.6)

где M rep
n = (M1, M2, . . . ,Mn−1, E, Mn+1, Mn+2, . . . ,MN ). Наконец, подставим это

выражение в соотношения (4.1) и (4.2), тогда их можно записать в следующем ком-
пактном виде:

q1(x, t) = 2i
det N

det M
, q2(x, t) = 2i

det H

det M
, (4.7)

где

N =
(

0 Y

E M

)
, Y = (Y1, Y2, . . . , YN ), Yn = ane−2iθ(zn),

H =
(

0 X

E M

)
, X = (X1, X2, . . . , XN ), Xn = bne−2iθ(zn).

4.2. Анализ влияния параметров на односолитонное решение. В случае
N = 1 получаем односолитонное решение:

q1 = −2i
a1

e2iθ(z1) + 2
|z1−z̄1|2 (|a1|2 + |b1|2)e2iθ(z̄1)

, (4.8)

q2 = −2i
b1

e2iθ(z1) + 2
|z1−z̄1|2 (|a1|2 + |b1|2)e2iθ(z̄1)

, (4.9)

где θ(z1) = z1x + 4z3
1t. Для комплексного z1 = ξ1 + iη1 имеем

θ(z1) = n1 + im1, θ(z̄1) = n1 − im1.

Тогда односолитонное решение (4.8), (4.9) записывается как

q1 =
−2ia1

(e−2m1 + |a1|2+|b1|2
2η2

1
e2m1)(cos(2n1) + i sin(2n1))

, (4.10)

q2 =
−2ib1

(e−2m1 + |a1|2+|b1|2
2η2

1
e2m1)(cos(2n1) + i sin(2n1))

. (4.11)
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Отсюда

|q1| =
2|a1|

e−2m1 + |a1|2+|b1|2
2η2

1
e2m1

6
|a1|√

|a1|2+|b1|2
2η2

1

,

при этом функция |q1| имеет единственный максимум при

e−2m1 =

√
|a1|2 + |b1|2

2η2
1

, m1 = −1
2

ln

√
|a1|2 + |b1|2

2η2
1

.

Далее положим h1 = − 1
2 ln |a1|2+|b1|2

2η2
1

, тогда формулы (4.10) и (4.11) сводятся к

q1 =
−ia1e

h1

(ch 2(m1 − h1/2))(cos(2n1) + i sin(2n1))
, (4.12)

q2 =
−ib1e

h1

(ch 2(m1 − h1/2))(cos(2n1) + i sin(2n1))
. (4.13)

Из выражения для q2 мы видим, что данная солитонная волна имеет характеристи-
ческую прямую L : m1 − h1/2 = 0, вдоль которой значение q1 остается неизменным.
Эта же прямая L является характеристической для q1 (см. формулу (4.12)).

Положив a1 = 3, b1 = 1 и z1 = 1/2 + i/2, во введенных выше обозначениях имеем

q1 =
−6i

(e−2m1 + 20e2m1)(cos(2n1) + i sin(2n1))
, (4.14)

q2 =
−2i

(e−2m1 + 20e2m1)(cos(2n1) + i sin(2n1))
. (4.15)

На рис. 1 показана структура солитонной волны (4.11) при данных значениях пара-
метров.

Односолитонное решение содержит три параметра: a1, b1 и z1. Чтобы понять, как
влияют на поведение решения параметры a1 и b1, мы построили графики решения
при различных a1 и b1, не меняя другие параметры (см. рис. 2). Для построения
графиков мы выбрали z1 = 1/2 + i/2.

Влияние параметра z1 на поведение решения показано на рис. 3.
На рис. 2а–2в мы видим три солитона одинаковой формы, но с разными положе-

ниями максимумов. Чем больше значения a1 и b1, тем больше солитон смещается
вправо. Очевидно, что a1 и b1 не влияют на форму волны и направление ее распро-
странения, но изменение значений a1 и b1 может повлиять на положение максимума.
С увеличением значения a1 максимум уменьшается. Если мы увеличиваем значе-
ние b1, максимум растет.

Далее мы изучили влияние на решение действительной и мнимой частей пара-
метра z1 = ξ1 + iη1 (см. рис. 3). При постоянных a1 и b1, когда ξ1 уменьшается
или η1 увеличивается, угол между направлением распространения волны и осью x

уменьшается, а когда ξ1 уменьшается или η1 увеличивается, этот угол увеличива-
ется и солитон одновременно смещается вправо. Кроме того, параметр z1 также
оказывает определенное влияние на максимум волны.
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Рис. 1. Графики модуля односолитонного решения q2 уравнения с пара-
метрами a = 3, b = 1 и z1 = 1/2 + i/2: трехмерный график (а); двумер-
ная цветовая диаграмма (б), где также показана характеристическая прямая
L : x/2 + t = −(ln 20)/2 солитонной волны; решение как функция от x при
различных временах (в).

Рис. 2. Графики модуля односолитонного решения q2 уравнения с парамет-
рами z1 = 1/2 + i/2 и a = 3, b = 1 (а); a = 25, b = 1 (б); a = 3, b = 33 (в).
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Рис. 3. Графики модуля односолитонного решения q2 уравнения с парамет-
рами a = 3, b = 1 и z1 = 1/2 + i/2 (а); z1 = 1/3 + i/2 (б); z1 = 1/2 + i (в).

4.3. Анализ влияния параметров на двухсолитонное решение. В случае
N = 2 двухсолитонное решение получается по формулам (4.7) и (4.8):

q1(x, t) = 2i
det N

det M
, q2(x, t) = 2i

det H

det M
, (4.16)

где

N =

0 a1e
−2iθ(z1) a2e

−2iθ(z2)

1 M11 M12

1 M21 M22

 , H =

0 b1e
−2iθ(z1) b2e

−2iθ(z2)

1 M11 M12

1 M21 M22

 ,

M11 = 1 +
2∑

j=1

āja1 + aj ā1 + b̄jb1 + bj b̄1

(z1 − z̄j)(z̄j − z1)
e2i(θ(z̄j)−θ(z1)),

M12 =
2∑

j=1

āja2 + aj ā2 + b̄jb2 + bj b̄2

(z1 − z̄j)(z̄j − z2)
e2i(θ(z̄j)−θ(z2)),

M21 =
2∑

j=1

āja1 + aj ā1 + b̄jb1 + bj b̄1

(z2 − z̄j)(z̄j − z1)
e2i(θ(z̄j)−θ(z1)),

M22 = 1 +
2∑

j=1

āja2 + aj ā2 + b̄jb2 + bj b̄2

(z2 − z̄j)(z̄j − z2)
e2i(θ(z̄j)−θ(z2))
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и θ(z) = zx + 4z3t. Из этих выражений мы видим, что волна имеет две характери-
стические прямые

L1 : η1x− 4η3
1t + 12ξ2

1η1t +
1
4

ln

√
|a1|2 + |b1|2

2η2
1

= 0,

L2 : η2x− 4η3
2t + 12ξ2

2η2t +
1
4

ln

√
|a2|2 + |b2|2

2η2
2

= 0.

Положив a1 = 20, a2 = 15, b1 = 9, b2 = 10, мы построили графики решения q2

для различных z1 и z2 (см. рис. 4 и 5), чтобы описать локализованные структуры,
присутствующие в двухсолитонном решении. Эти рисунки показывают, что мы
сталкиваемся с двумя типами явлений.

На рис. 4 мы видим два солитона, которые распространяются параллельно без
взаимодействия; на рис. 5 две волны сталкиваются и возникает разность фаз. В мо-
мент столкновения максимум волны мгновенно увеличивается. После столкновения
форма двух волн остается неизменной, а энергия передается от одного солитона
к другому: один из пиков увеличивается, а другой уменьшается. Двухсолитонное
решение имеет две характеристические прямые. При z1 = −z2 эти прямые парал-
лельны (см. рис. 4б), при z1 ̸= −z2 они пересекаются (см. рис. 5б).

Выбрав некоторые подходящие параметры, отражающие изменение поведения
волны, мы видим, что влияние параметров a1, b1, z1 и параметров a2, b2, z2 анало-
гичны, поэтому рассмотрим параметры a1, b1, z1. На рис. 6 показано двухсолитон-
ное решение q2 уравнения с параметрами a2 =

√
3e4

√
3, b2 =

√
3e4

√
3 и различными

значениями других параметров a1, b1, z1 и z2, а именно

рис. 6а: a1 = e10, b1 = e10, z1 =
1
2

+ i, z2 = 1 +
√

3i,

рис. 6б: a1 = 2000, b1 = e10, z1 =
1
2

+ i, z2 = 1 +
√

3i,

рис. 6в: a1 = e10, b1 = 104, z1 =
1
2

+ i, z2 = 1 +
√

3i,

рис. 6г: a1 = e10, b1 = e10, z1 =
2
3

+ i, z2 = 1 +
√

3i,

рис. 6д: a1 = e10, b1 = e10, z1 =
1
2

+
i

2
, z2 = 1 +

√
3i,

рис. 6е: a1 = e10, b1 = e10, z1 =
√

3
3

+ i, z2 =

√
13
12

+
√

3i.

(4.17)

Рис. 6а–6в показывают, что при изменении значения a1 или b1 максимум увеличи-
вается или уменьшается, но это изменение не влияет на направление распростране-
ния волны. Также видно, что угол между двумя солитонами остается неизменным.
Двухсолитонное решение представляет собой комбинацию двух односолитонных ре-
шений. Если меняется ξi = Re zi или ηi = Im zi, то направление распространения
соответствующей волны будет отклоняться (см. рис. 6г, 6д). Затем меняется угол
между двумя солитонами. Дополнительно относительное положение характеристи-
ческих прямых определяет форму волн, не влияя на аналитическое выражение.
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Рис. 4. Графики модуля двухсолитонного решения q2 уравнения с a1 = 20,
a2 = 15, b1 = 9, b2 = 10 и z1 = −1 − 2i, z2 = 1 + 2i: трехмерный график (а);
двумерная цветовая диаграмма (б), где также показаны характеристические
прямые L1 : x− 4t + 1

8
ln 325

8
= 0 и L2 : x− 4t + 1

8
ln 325

8
= 0 солитонной волны;

решение как функция от x при различных временах (в).

Рис. 5. Графики модуля двухсолитонного решения q2 уравнения с a1 = 20,
a2 = 15, b1 = 9, b2 = 10 и z1 = −1/2 − i/2, z2 = 1/4 + i/2: трехмерный
график (а); двумерная цветовая диаграмма (б), где также показаны харак-
теристические прямые L1 : x + 2t − (ln 962)/2 = 0 и L2 : 4x − t + 2 ln 650 = 0

солитонной волны; решение как функция от x при различных временах (в).
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Рис. 6. Графики модуля двухсолитонного решения q2 уравнения с a2 =√
3e4

√
3, b2 =

√
3e4

√
3 при различных значениях a1, b1, z1 и z2 (см. (4.17)).

Из рис. 6a, 6г, 6д видно, что при изменении угла между двумя волнами меняется
форма волн. Наоборот, если угол не меняется, вся картина только поворачивается
на определенный угол. Например, как видно из сравнения рис. 6a и 6е, форма волн
не меняется, просто картина поворачивается на 45◦.
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4.4. Анализ влияния параметров на трехсолитонное решение. На рис. 7
изображены динамические явления в случае N = 3 при различном выборе значений
параметров. Пусть zi = ξi + iηi, i = 1, 2, 3.

Прежде всего, тем же методом, что и раньше, мы находим, что трехсолитонные
решения имеют три характеристические прямые:

Li : ηix− 4η3
i t + 12ξ2

i ηit +
1
4

ln
a2

i + b2
i

2η2
i

= 0, i = 1, 2, 3.

Мы рассмотрели три случая, изображенных на рис. 7а–7в, 7г–7е, 7ж–7и:

Случай 1 (а, б, в):
z1 =

1
2

+ i, z2 = 1 +
√

3i, z3 =
1
2

+
√

2
2

i,

a1 = a2 = a3 = e10, b1 = b2 = b3 =
√

3e4
√

3.

Случай 2 (г, д, е):
z1 =

1
2

+ i, z2 = 1 +
√

21
6

+
√

2i, z3 =
1
2

+
√

2
2

i,

a1 = a2 = e10, a2 = b2 =
√

2e−10
√

2, b3 =
√

3e4
√

3.

Случай 3 (ж, з, и):
z1 =

1
2

+ i, z2 =
√

21
6

+
√

2i, z3 =
√

33
6

+
√

3i,

a1 = b1 = e10, a2 = b2 =
√

2e−10
√

2, a3 = b3 =
√

3e−20
√

3.

(4.18)

Анализируя поведение трехсолитонных решений и характеристических прямых,
мы получаем некоторые интересные динамические явления. Очевидно, что положе-
ние трехсолитонных решений меняется с изменением характеристических прямых.
Когда все три прямые пересекаются, три солитона также взаимодействуют друг
с другом. Когда две или все три прямые параллельны, соответствующие солитоны
одинаковы.

Далее мы провели анализ влияния параметров на трехсолитонное решение. Ре-
зультат аналогичен одно- и двухсолитонному решениям. Параметры ai и bi влияют
на значения и положение максимумов и не влияют на другие свойства солитонов.
Мы можем изменить направление распространения солитонов, изменив параметр zj .
При этом взаимное расположение характеристических прямых определяет общий
вид решения. Меняя характеристические прямые, можно повернуть картину как
целое на некоторый угол без изменения других ее характеристик.

На рис. 7 показано поведение трех решений, отвечающих трем различным явле-
ниям. В первом случае, показанном на рис. 7а–7в, три солитона попарно сталкива-
ются. Следует отметить, что столкновение трех солитонов в дальнейшем приводит
к изменению пика и фазы. Более интересным явлением является то, что одно из со-
литонных решений исчезает после столкновения, и точка столкновения не совпадает
с x = 0; это показывает, что мы имеем неупругое столкновение, которое встреча-
ется чаще, чем поведение, описывающееся классическим нелинейным уравнением
Шредингера.

Для второго типа распространения волн, показанного на рис. 7г–7е, это явление
имеет место и для классического нелинейного уравнения Шредингера, т. е. решение
ведет себя как солитон, проходящий через два параллельных солитона, при этом
после столкновения фаза солитона меняется. Для классического нелинейного урав-
нения Шредингера, когда собственные значения комплексные, два солитона распро-
страняются параллельно оси времени t, что, очевидно, отличается от результатов
нашей работы.
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Рис. 7. Три набора графиков, аналогичных рис. 1 и 5, для солитонного
решения q2 в трех случаях (4.18): все три характеристические прямые пере-
секаются, две параллельны и пересекаются третьей, все три прямые парал-
лельны.

В последнем случае, показанном на рис. 7ж–7и, происходит параллельное рас-
пространение трех солитонов без столкновения. Кроме того, можно заметить, что
направление распространения не параллельно осям x и t. Более того, расстояние
между этими тремя солитонами неодинаковое, что отличает наши решения от ре-
шений классического нелинейного уравнения Шредингера.
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

В представленной статье, используя метод ∂̄-одевания, мы вывели иерархию и по-
лучили N -солитонные решения векторных модифицированных уравнений Кортеве-
га–де Фриза пятого порядка. Затем мы проанализировали одно-, двух- и трехсоли-
тонных решения, меняя управляющие параметры. Мы обнаружили, что парамет-
ры ai и bi не влияют на форму волны и направление ее распространения, но влияют
на значение максимума волны. Направление распространения определяется только
параметрами zi. Угол между волной и осью x увеличивается, когда уменьшается
Re zi или увеличивается Im zi. При этом также меняется угол между солитонами.
Кроме того, относительное расположение характеристических прямых влияет на
направление распространения волн и определяет общий вид решения. Опираясь на
этот факт, мы могли бы контролировать относительное положение характеристиче-
ских прямых, чтобы сохранить неизменными форму решения и угол между двумя
волнами.
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