
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

Ш. М. Нагиев, Р. М. Мир-Касимов, Релятивистский ли-
нейный осциллятор под действием постоянной внеш-
ней силы. Волновые функции и динамическая группа
симметрии, ТМФ, 2021, том 208, номер 3, 481–494

DOI: 10.4213/tmf10011

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru под-

разумевает, что вы прочитали и согласны с пользовательским соглашением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 3.147.69.160

28 октября 2024 г., 23:23:30



ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ
ФИЗИКА
Том 208, № 3
сентябрь, 2021

c⃝ 2021 г. Ш. М. Нагиев∗, Р. М. Мир-Касимов∗

РЕЛЯТИВИСТСКИЙ ЛИНЕЙНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ПОСТОЯННОЙ

ВНЕШНЕЙ СИЛЫ. ВОЛНОВЫЕ ФУНКЦИИ
И ДИНАМИЧЕСКАЯ ГРУППА СИММЕТРИИ

Детально рассмотрена точно решаемая релятивистская модель линейного ос-
циллятора при наличии постоянной внешней силы как в импульсном, так и в ре-
лятивистском конфигурационном представлениях. Установлено, что, в отли-
чие от нерелятивистского случая, в зависимости от значения силы возможны
как дискретный, так и непрерывный спектры энергии. Показано, что в слу-
чае дискретного спектра волновые функции в импульсном представлении вы-
ражаются через полиномы Лагерра, а в релятивистском конфигурационном
представлении – через полиномы Мейкснера–Поллачека. Найдены интеграль-
ные и дифференциально-разностные формулы, связывающие полиномы Лагер-
ра и Мейкснера–Поллачека. Построена динамическая группа симметрии.

Ключевые слова: релятивистская модель линейного осциллятора, однородное поле,
конечно-разностное уравнение, динамическая группа симметрии, связь между ортогональ-
ными полиномами.

DOI: https://doi.org/10.4213/tmf10011

1. ВВЕДЕНИЕ

Модель гармонического осциллятора сыграла фундаментальную роль в возник-
новении и развитии нерелятивистской квантовой механики. Это одна из немногих
точно решаемых квантово-механических задач. Потенциал гармонического осцил-
лятора является важным для приложений в нерелятивистской квантовой механике.
Он находит широкое применение в атомной и молекулярной физике, статистической
механике, квантовой химии, теории ядра, квантовой электродинамике, адронной
физике и т. д. (см., например, [1]–[3]). Появление кварковых моделей для описания
свойств и структур адронов усилило интерес физиков к гармоническому потенциалу.
Развитие кварковых моделей привело к необходимости построения релятивистских
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волновых функций составных частиц и, в частности, релятивистских моделей гармо-
нического осциллятора. Волновая функция содержит всю информацию о квантовой
системе. Знание релятивистских волновых функций позволяет вычислить, напри-
мер, формфакторы упругого рассеяния, вероятность и ширину распадов мезонов,
структурные функции адронов.

Проблема обобщения на релятивистский случай квантового нерелятивистского
гармонического осциллятора давно обсуждается в литературе, но до сих пор не су-
ществует однозначного определения релятивистского гармонического осциллятора.
Другими словами, в отличие от теории нерелятивистского гармонического осцил-
лятора, теория релятивистского гармонического осциллятора пока далека от своего
завершения.

Данная проблема обычно формулируется в рамках различных подходов, исполь-
зующих уравнения типа Клейна–Гордона, Дирака, Солпитера, конечно-разностного
уравнения в релятивистском конфигурационном пространстве и т. д. Первые мо-
дели релятивистского гармонического осциллятора, применяемые в физике элемен-
тарных частиц, появились в пятидесятые годы прошлого века в работах [4], [5]. За
ними последовала работа Фейнмана и др. [6]. Стимулом для исследования реляти-
вистских осцилляторных моделей было стремление решить проблему спектра масс
элементарных частиц. Эти четырехмерные осцилляторные модели описывались ре-
лятивистскими уравнениями типа Клейна–Гордона, в которых использовалось пря-
мое релятивистское обобщение xµxµ = x2

0 − x2 потенциала нерелятивистского гар-
монического осциллятора. Такие уравнения обладают “дефектными” решениями,
связанными с колебаниями по оси времени (см. также обзоры [7], [8]). В этой связи
особо отметим работу [6], где авторы использовали четырехмерную модель реля-
тивистского осциллятора для описания спектра и распадов адронов и столкнулись
с проблемой нефизических степеней свободы. Эти нефизические степени свободы
связаны в первую очередь с тем, что четырехмерный осциллятор включает в себя
времениподобные состояния с отрицательной нормой. Исключение же этих состо-
яний из рассмотрения приводит, в частности, к нарушению условия унитарности
теории, поскольку полный набор состояний не используется. В дальнейшем четы-
рехмерная осцилляторная модель была развита в работах [9]–[11] (см. также [12]).
В работе [13] предложен особый релятивистский гармонический осциллятор, моде-
лируемый теорией Клейна–Гордона в пространстве анти-де Ситтера (см. также [14]).

В работе [15] с помощью замены в уравнении Дирака импульса p на p− iβmωr,
где β – обычная матрица Дирака, m – масса частицы, а ω – частота осциллято-
ра, был получен новый точно решаемый потенциал релятивистского гармоническо-
го осциллятора. Полученный таким образом релятивистский осциллятор называ-
ется осциллятором Дирака и описывает частицу со спином 1/2. В нерелятивист-
ском пределе он переходит в трехмерный изотропный гармонический осциллятор со
спин-орбитальной связью. Осциллятор Дирака нашел широкое применение в физи-
ке ядра и элементарных частиц (см., например, работы [16]–[20]).

Релятивистские гармонические осцилляторы, описывающиеся бесспиновым урав-
нением Солпитера [21], [22], рассмотрены в работах [22], [23]. Напомним, что в слу-
чае одной квантовой частицы гамильтониан бесспинового уравнения Солпитера со
статическим потенциалом взаимодействия V (r̂) имеет видH =

√
p̂2 +m2+V (r̂), т. е.

является простым и прямым обобщением соответствующего гамильтониана Шре-
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дингера. Волновые функции в импульсном представлении для случая l = 0 в рабо-
те [22] были определены в виде бесконечного ряда, а в работе [23] – точно.

С другой стороны, введенная в работах [24], [25] концепция релятивистского кон-
фигурационного r-представления явилась основой для построения конечно-разност-
ного варианта релятивистской квантовой механики, обладающего многими важны-
ми чертами нерелятивистской квантовой механики. Основное отличие этого ва-
рианта теории от квантовой механики состоит в том, что в нем волновая функ-
ция удовлетворяет конечно-разностному уравнению с шагом, равным комптонов-
ской длине волны частицы λ̄ = ~/mc. Подчеркнем, что канонически-сопряженным
к r-пространству импульсным пространством является пространство Лобачевского,
реализованное на верхнем поле массовой оболочки частицы p2

0 − p2 = m2c2, p0 > 0.
В работах [26]–[37] были исследованы различные конечно-разностные уравнения,

дающие обобщение на релятивистский случай задачи о гармоническом осцилляторе.
Так, в работах [26], [29], [33] в релятивистском конфигурационном r-представлении
изучались релятивистские модели трехмерного гармонического осциллятора. Отме-
тим, что эти трехмерные релятивистские модели осциллятора свободны от недостат-
ков, присущих четырехмерным релятивистским осцилляторам [4]–[8]. Например, их
волновые функции нормируемы и допускают вероятностную интерпретацию.

В работах [27], [28] была детально рассмотрена точно решаемая модель линей-
ного осциллятора в релятивистском конфигурационном x-представлении. Пре-
принт [30] посвящен изучению этой модели при наличии однородного внешнего поля
Vg(x) = gx, которому соответствует постоянная внешняя сила F (x) = −∇xVg(x) =
−g, где ∇x = ∂x. Показано, что, в отличие от соответствующего нерелятивистско-
го случая, в зависимости от области значений силы |g| возможны как дискретный
спектр, так и непрерывный спектр энергии.

Цель данной работы – изложить результаты неопубликованного препринта [30].
На этот препринт ссылались в ряде работ (см., например, [34]–[37]), т. е. его ре-
зультаты представляют собой физический и математический интерес и не потеряли
своей актуальности и по сей день. Для рассматриваемой модели в работе [34] бы-
ли построены обобщенные когерентные состояния, а в работе [36] были получены
функции Вигнера для стационарных состояний, а также для состояний термодина-
мического равновесия.

В препринте [30] было показано, что при наличии постоянной внешней силы вол-
новые функции релятивистского осциллятора, принадлежащие дискретному спек-
тру, в релятивистском конфигурационном x-пространстве выражаются через по-
линомы Мейкснера–Поллачека. Найдены динамическая группа симметрии и коге-
рентные состояния, а также новый конечно-разностный аналог формулы Родрига
для полиномов Мейкснера–Поллачека. Получена билинейная производящая функ-
ция для полиномов Мейкснера–Поллачека, с помощью которой вычислена функция
Грина. В настоящей работе мы приводим только часть этих результатов.

Статья имеет следующую структуру. Раздел 2 посвящен краткому описанию
нерелятивистского линейного осциллятора во внешнем однородном поле. В разде-
ле 3 детально изложена релятивистская модель линейного осциллятора во внешнем
однородном поле. В разделе 4 построена группа динамической симметрии. Обсуж-
дение полученных результатов приводится в разделе 5. В приложении приводится
доказательство предельной формулы для полиномов Мейкснера–Поллачека.
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2. НЕРЕЛЯТИВИСТСКИЙ ЛИНЕЙНЫЙ
ОСЦИЛЛЯТОР ВО ВНЕШНЕМ ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ

Из многих разнообразных свойств гармонического осциллятора отметим следую-
щие два. Гармонический осциллятор имеет: 1) бесконечный набор связанных состо-
яний, соответствующие уровни энергии которых эквидистантны; 2) класс решений
в виде когерентных состояний (КС). КС минимизируют произведение неопределен-
ности координаты и импульса гауссовскими волновыми пакетами, вид которых со-
храняется с течением времени. В нерелятивистской квантовой механике гамильто-
ниан линейного осциллятора в однородном внешнем поле

HN = − ~2

2m
∇2

x +
1
2
mω2x2 + gx (1)

имеет следующие собственные функции [1]:

ψNn(x) = CNnHn

(
(x+ x0)

√
mω

~

)
e−

mω
2~ (x+x0)

2
, (2)

где x0 = g/mω2 и n = 0, 1, 2, . . . , а Hn(x) – полиномы Эрмита. Волновые функции
(2) соответствуют уровням энергии

ENn = E
(0)
Nn −

mω2

2
x2

0, E
(0)
Nn = ~ω

(
n+

1
2

)
(3)

и удовлетворяют следующему условию ортонормированности:∫ ∞

−∞
ψ∗Nn(x)ψNm(x) dx = δnm. (4)

Из этого условия для нормировочной постоянной получаем

CNn =
CN0√
2nn!

, CN0 =
(
mω

π~

)1/4

.

Волновые функции ψNn(x) (2) в x-представлении могут быть получены из волно-
вых функций ψ

(0)
Nn(x) нерелятивистского линейного осциллятора без поля (g = 0)

простым сдвигом:
ψNn(x) = UNψ

(0)
Nn(x) = ψ

(0)
Nn(x+ x0), (5)

с помощью оператора сдвига

UN = eix0p̂/~ = ex0∇x . (6)

В импульсном представлении этот сдвиг сводится к умножению на простой фазовый
множитель:

ΦNn(p) = eix0p/~Φ(0)
Nn(p). (7)

Как хорошо известно, если ввести бозонные операторы рождения и уничтожения

b± = UNa
±U−1

N = a± +
ξ0√
2
, [b−, b+] = 1, (8)
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где a± = (ξ ∓ ∇ξ)/
√

2, ξ = x
√
mω/~, ξ0 = x0

√
mω/~, то можно найти собственные

функции (2) и собственные значения (3) гамильтониана (1) чисто алгебраическим
способом. Однако здесь мы приведем только две формулы: формулу для гамильто-
ниана (1), записанную через операторы b+ и b− (или a+ и a−)

HN = ~ω
(
b+b− +

1
2

)
− 1

2
mω2x2

0 = ~ω
[
a+a− +

ξ0√
2
(a+ + a−) +

1
2

]
(9)

и формулу для нахождения нормированных собственных функций (2)

ψNn(x) =
1√
n!

(b+)nψN0(x). (10)

Действие операторов b− и b+ на собственные функции (10) задается соотношениями

b−ψNn =
√
nψN,n−1, b+ψNn =

√
n+ 1ψN,n+1. (11)

3. РЕЛЯТИВИСТСКИЙ ЛИНЕЙНЫЙ ОСЦИЛЛЯТОР
ВО ВНЕШНЕМ ОДНОРОДНОМ ПОЛЕ

Рассмотрим конечно-разностное уравнение, описывающее релятивистский линей-
ный осциллятор при наличии постоянной внешней силы F (x) = −g [30]:

H(x)ψ(x) ≡ mc2
[
ch(iλ̄∇x) +

mω2

2
x(x+ iλ̄)eiλ̄∇x + gx

]
ψ(x) = Eψ(x). (12)

Известно, что решения этого уравнения в принципе могут содержать произвольные
функции переменной x с периодом iλ̄ (так называемые iλ̄-периодические константы,
которые появляются в решениях из-за конечно-разностной природы гамильтониа-
на (12)), т. е. если ψ(x) – решение уравнения (12), то и C(x)ψ(x) будет решением
этого уравнения, где C(x ± iλ̄) = C(x) (см. также [38]–[41]). Эти iλ̄-периодические
константы могут повлиять на асимптотику волновой функции. На основании такого
свойства конечно-разностного уравнения в работе [42] было дано интересное объяс-
нение невылета кварков. Мы фиксируем вид iλ̄-периодических констант исходя из
условия того, что релятивистская волновая функция имеет правильный нереляти-
вистский предел. Таким образом, волновую функцию ψ(x) будем рассматривать
в области определения C∞0 (−∞,+∞) – в пространстве бесконечно дифференцируе-
мых функций с компактным носителем, принадлежащих интервалу (−∞,+∞). Это
означает, что при |x| → ∞ функция ψ(x) и все ее производные любого порядка стре-
мятся к нулю быстрее любой степени |x|−1.

Гамильтониан H(x) уравнения (12) является эрмитовым оператором относитель-
но скалярного произведения

(ψ1, ψ2) =
∫ ∞

−∞
ψ∗1(x)ψ2(x) dx.

Из условия эрмитовости гамильтониана H+(x) = H(x) следует, что параметр g
(сила) веществен. Для решения уравнения (12) перейдем в импульсное p-представле-
ние. Пространством импульсов p в нашем случае является одномерное пространство
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Лобачевского, реализованное на массовой гиперболе p2
0−p2 = m2c2, p0 > 0. Переход

в x-представление

ψ(x) =
mc√
2π~

∫
dp

p0
ξ(p, x)ψ(p), p0 =

√
m2c2 + p2, (13)

и обратный переход в p-представление

ψ(p) =
1√
2π~

∫
ξ∗(p, x)ψ(x) dx (14)

осуществляются с помощью разложения волновых функций по полной ортогональ-
ной системе функций [24], [25], [27]

ξ(p, x) =
(
p0 − p

mc

)−ix/λ̄

= eixχ/λ̄, χ = ln
p0 + p

mc
. (15)

Они реализуют базис неприводимого унитарного представления группы движения
одномерного пространства Лобачевского и удовлетворяют условиям полноты и ор-
тогональности

mc

2π~

∫
dp

p0
ξ∗(p, x)ξ(p, x′) = δ(x− x′),

1
2π~

∫
ξ∗(p, x)ξ(p′, x) dx =

1
mc

δ(χ− χ′).
(16)

Отметим, что гамильтониан уравнения (12) и релятивистские плоские волны (15)
имеют правильный нерелятивистский предел, т. е.

lim
c→∞

[H(x)−mc2] = HN(x), lim
c→∞

ξ(p, x) = eipx/~.

В импульсном представлении уравнение (12) принимает вид дифференциального
уравнения второго порядка

H(ζ)ψ(ζ) ≡ ~ω
[
−ζ∇2

ζ + iρζ∇ζ +
ζ

4
+

1
ω2

0ζ

]
ψ(ζ) = Eψ(ζ),

ζ =
2c(p0 + p)

~ω
=

2
ω0
eχ, 0 6 ζ <∞, ρ =

g

mcω
, ω0 =

~ω
mc2

,

(17)

с граничными условиями ζ−1/2ψ(ζ)|ζ=0 = 0 и ψ(∞) = 0, т. е. функции ψ(ζ) опреде-
лены в пространстве квадратично интегрируемых функций с весом ζ−1 на интерва-
ле (0,+∞). Полагая в (17)

ψ(ζ) = ζνe(iρ−δ)ζ/2ϕ(ζ), δ =
√

1− ρ2, ν =
1
2

+

√
1
4

+
1
ω2

0

, (18)

приходим к следующему уравнению для ϕ(ζ):

ζϕ′′(ζ) + (2ν − δζ)ϕ′(ζ) +
(
E

~ω
− νδ

)
ϕ(ζ) = 0 (19)
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с граничным условием ϕ(ζ) < ∞. Это вырожденное гипергеометрическое уравне-
ние [43]. Поскольку параметр ν > 1 принимает нецелые значения, то общее решение
уравнения (19) имеет вид [1], [43]

ϕ(ζ) = C1Φ
(
ν − E

~ωδ
, 2ν; δζ

)
+ C2ζ

1−2νΦ
(

1− ν − E

~ωδ
, 2− 2ν; δζ

)
,

где Φ(a, c;x) – вырожденная гипергеометрическая функция. Принимая теперь во
внимание граничное условие ϕ(ζ) < ∞, находим, что C2 = 0. Отсюда получаем
явный вид волновой функции в импульсном p-представлении для рассматриваемого
релятивистского линейного осциллятора во внешнем поле:

ψ(ζ) = C ′ζνe(iρ−δ)ζ/2Φ
(
ν − E

~ωδ
, 2ν; δζ

)
. (20)

Требование ψ(∞) = 0 (граничное условие) для волновой функции (20) налагает
в этом случае, в отличие от нерелятивистского случая, ограничение |g| < mcω (т. е.
|ρ| < 1, 0 < δ 6 1) на значение параметра g (силы) и приводит к условию кван-
тования энергии ν − E/~ωδ = −n, n = 0, 1, 2, . . . . Следовательно, уровни энергии
рассматриваемой системы эквидистантны и равны

En = ~ωδ(n+ ν), n = 0, 1, 2, . . . . (21)

Ясно, что это выражение при c → ∞ также имеет правильный нерелятивистский
предел, т. е. совпадает с выражением (3). Волновые функции (20), соответствующие
уровням энергии (21), в p-представлении

ψn(ζ) = C ′nζ
νe(iρ−δ)ζ/2L2ν−1

n (δζ), C ′n = δν

√
n!

mcΓ(n+ 2ν)
, (22)

выражаются через полиномы Лагерра [44]

Lα
n(x) =

(α+ 1)n

n!
Φ(−n, α+ 1;x), (α)n =

Γ(α+ n)
Γ(α)

.

В силу условия ортогональности для полиномов Лагерра [45]∫ ∞

0

xαe−xLα
n(x)Lα

m(x) dx =
Γ(n+ α+ 1)

n!
δnm, α > −1, (23)

функции (22) удовлетворяют условию нормировки

mc

∫ ∞

0

ψ∗n(ζ)ψm(ζ)
dζ

ζ
= δnm. (24)

Поскольку δ2 + ρ2 = 1 и 0 < δ 6 1, можно положить ρ = cosϕ, δ = sinϕ, ϕ ∈ (0, π).
Используя теперь интегральную формулу [43]∫ ∞

0

tα−1e−ct(cos β+i sin β) dt = Γ(α)c−αe−iαβ , c > 0, |β| < π

2
, Reα > 0,
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можно легко найти волновые функции (22) в релятивистском конфигурационном
x-представлении:

ψn(x) = Cnω
ix/λ̄
0 Γ(ν + ix/λ̄)e(x/λ̄)(ϕ−π/2)P ν

n

(
x

λ̄
;ϕ

)
, (25)

Cn = (2iδ)νe−i(n+ν)ϕ

√
n!

2πλΓ(n+ 2ν)
.

Здесь функции

P ν
n (x;ϕ) =

(2ν)n

n!
einϕF (−n, ν + ix; 2ν; 1− e−2iϕ) (26)

являются полиномами Мейкснера–Поллачека [44], [45]. Ортонормированность вол-
новых функций (25) ∫ ∞

−∞
ψ∗n(x)ψm(x) dx = δnm

следует из формулы [45]∫ ∞

−∞
P ν

n (x;ϕ)P ν
m(x;ϕ)ρ(ν)(x) dx =

(2ν)n

n!
δnm, (27)

где весовая функция имеет вид

ρ(ν)(x) =
(2δ)2ν

2π Γ(2ν)
|Γ(ν + ix)|2ex(2ϕ−π).

Формула (27) также является следствием (23).
Можно доказать, что волновые функции (22) и (25) в p- и x-представлениях соот-

ветственно при c→∞ переходят в волновые функции нерелятивистского линейного
осциллятора во внешнем однородном поле. Для доказательства надо исходить из
следующих предельных формул для полиномов Лагерра и Мейкснера–Поллачека:

lim
c→∞

ν−n/2L2ν−1
n (2ν + 2x

√
ν) =

(−1)n

n!
Hn(x), (28)

lim
c→∞

ν−n/2P ν
n

(
x
√
ν; arccos

x0√
ν

)
=

1
n!
Hn(x+ x0). (29)

Первая формула дана в [45], а доказательство второй формулы приведено в прило-
жении.

Принимая во внимание теперь релятивистские преобразования Фурье (13), (14)
и формулы (22), (25), получим следующие интегральные соотношения между поли-
номами Лагерра и Мейкснера–Поллачека:∫ ∞

0

e−(1−i ctg ϕ)t/2tν+ix−1L2ν−1
n (t) dt =

= (2 sinϕ)ν+ixe(π/2−ϕ)(iν−x)Γ(ν + ix)e−inϕP ν
n (x;ϕ), (30)∫ ∞

−∞
t−ixΓ(ν + ix)ex(ϕ−π/2)P ν

n (x;ϕ) dx =

= 2πeinϕei(ϕ−π/2)νeiteiϕ

tνL2ν−1
n (2t sinϕ), (31)
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где t > 0, ν > 0. Воспользовавшись теперь равенствами (it∇t)nt−ix = xnt−ix

и e−in∇xtix = tn+ix, формулы (30) и (31) можно переписать в “локальной” форме:

L2ν−1
n (e−i∇x)(2 sinϕ)ixex(ϕ−π/2)Γ(ν + ix) =

= (2 sinϕ)ixex(ϕ−π/2)Γ(ν + ix)e−inϕP ν
n (x;ϕ), (32)

P ν
n (it∇t;ϕ)tνeiteiϕ

= tνeiteiϕ

einϕL2ν−1
n (2t sinϕ). (33)

В заключение данного раздела отметим, что гамильтониан в p-представлении

H(ζ) = ~ω[aζ(σ, σ′)a+
ζ (σ, σ′) + c(σ, σ′)] (34)

факторизуется четырьмя способами с помощью операторов

aζ(σ, σ′) =
1
2

[
2
√
ζ∇ζ + Zσ

√
ζ +

(2ν − 1)σ′√
ζ

]
,

a+
ζ (σ, σ′) =

1
2

[
−2

√
ζ∇ζ + Z∗σ

√
ζ +

1 + (2ν − 1)σ′√
ζ

]
.

(35)

Здесь σ = ±1, σ′ = ±1, Zσ = σδ − iρ, c(σ, σ′) = −σδ((1− σ′)/2 + νσ′).
В x-представлении операторы (35) принимают вид

ax(σ, σ′) =
1√
2ω0

{
Zσe

−iλ̄∇x/2 + ω0e
iλ̄∇x/2

[
σ′

(
ν − 1

2

)
− ix

λ̄

]}
,

a+
x (σ, σ′) =

1√
2ω0

{
Z∗σe

−iλ̄∇x/2 + ω0

[
σ′

(
ν − 1

2

)
+
ix

λ̄

]
eiλ̄∇x/2

}
.

(36)

Запишем также в факторизованной форме гамильтониан в x-представлении:

H(x) = ~ω[ax(σ, σ′)a+
x (σ, σ′) + c(σ, σ′)]. (37)

Отметим, что при c→∞ операторы (35) и (36) имеют следующий асимптотиче-
ский вид:

aζ(σ, σ′) ∼=
1√
2

(
∇η +

σ − σ′

2
η − iξ0

)
+

√
mc2

~ω
(σ + σ′),

a+
ζ (σ, σ′) ∼=

1√
2

(
−∇η +

σ − σ′

2
η + iξ0

)
+

√
mc2

~ω
(σ + σ′)

(38)

и

ax(σ, σ′) ∼=
i√
2

(
−σ − σ′

2
∇ξ − ξ − ξ0

)
+

√
mc2

~ω
(σ + σ′),

a+
x (σ, σ′) ∼=

i√
2

(
−σ − σ′

2
∇ξ + ξ + ξ0

)
+

√
mc2

~ω
(σ + σ′),

(39)

откуда следует, что они имеют правильный нерелятивистский предел только при
σ + σ′ = 0, т. е. при σ − σ′ = ±2, где η = p/

√
m~ω и ξ = x

√
mω/~. Приведем также

асимптотический вид числа c(σ, σ′), который не зависит от σ и σ′:

c(σ, σ′) ∼=
1
2

~ω − 1
2
mω2x2

0 +mc2.
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4. ДИНАМИЧЕСКАЯ ГРУППА СИММЕТРИИ

Для построения динамической группы симметрии системы, описываемой уравне-
нием (12), рассмотрим отдельно случаи, когда |g| < mcω и |g| > mcω.

Случай А. Пусть |ρ| = |g|/mcω < 1, т. е. 0 < δ 6 1 (дискретный спектр). Введем
в p-представлении следующие эрмитовы операторы:

K0 ≡ Γ0(ζ) =
H(ζ)
~ωδ

, K1 ≡ Γ4(ζ) =
1
2
δζ − Γ0(ζ), K2 ≡ T (ζ) =

1
2
ρζ + iζ∇ζ , (40)

которые обладают коммутационными соотношениями алгебры Ли группы SU(1, 1):

[Γ0,Γ4] = iT, [T,Γ0] = iΓ4, [Γ4, T ] = −iΓ0. (41)

Оператор Казимира C2 = Γ2
0 − Γ2

4 − T 2 = s(s + 1)I, где I – единичный оператор,
имеет значение C2 = ν(ν − 1), т. е. s = ν − 1 или s = −ν. Значению s = −ν < 0 соот-
ветствует унитарное неприводимое представление D+(−ν) группы SU(1, 1) [46]–[48],
в котором собственные значения компактного генератора Γ0 равны −s+ n = n+ ν,
n = 0, 1, 2, . . . . Таким образом, мы получаем правильный спектр (21) для оператора
H = ωδΓ0. Его собственные функции (22) и (25) образуют базис неприводимого
представления D+(−ν).

Приведем также вид операторов (40) в x-представлении:

Γ0(x) =
H(x)
~ωδ

, Γ4(x) =
δ

ω0
e−iλ̄∇x − Γ0(x), T (x) =

x

λ̄
+

ρ

ω0
e−iλ̄∇x . (42)

Случай Б. Пусть теперь |ρ| > 1 (непрерывный спектр). В случае |ρ| > 1 ге-
нераторы алгебры Ли динамической группы SU(1, 1) связаны с генераторами (40)
(или (42)) следующим образом:

Γ′0 = −iΓ4, Γ′4 = iΓ0, T ′ = −T, δ = iδ′, δ′ =
√
ρ2 − 1. (43)

Поскольку спектр некомпактного генератора Γ′4 непрерывен и равен λ ∈ R [46],
приходим к выводу, что при |ρ| > 1 спектр оператора H = ~ωδ′Γ′4 также непрерывен.

В случае |ρ| = 1 можно ввести следующие операторы:

Γ′′0(ζ) =
H(ζ)
~ω

− iρζ∇ζ , Γ′′4(ζ) = iρζ∇ζ , T ′′(ζ) = −ρ
(

1
2
ζ − Γ′′0(ζ)

)
, (44)

которые образуют ту же замкнутую алгебру (41), причем по-прежнему C ′′2 = ν(ν−1).
В x-представлении они записываются в виде

Γ′′0(x) =
H(x)
~ω

− ρ
x

λ
, Γ′′4(x) = ρ

x

λ
, T ′′(x) = −ρ

(
1
ω0
e−iλ̄∇x − Γ′′0(x)

)
. (45)

Следовательно, H = ~ω(Γ′′0 + Γ′′4). Как известно [46], этот оператор обладает непре-
рывным и положительным спектром. Таким образом, динамической группой сим-
метрии рассматриваемой системы является группа SU(1, 1).
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5. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В представленной работе мы детально рассмотрели как в импульсном простран-
стве Лобачевского, так и в релятивистском конфигурационном пространстве модель
релятивистского линейного осциллятора при наличии постоянной внешней силы.
Получены некоторые физические и математические результаты. Интересно отме-
тить, что, в отличие от соответствующей нерелятивистской задачи, в данном случае
связанные состояния возможны только в конечной области значения силы, а именно
при |g| < mcω, а при |g| > mcω имеется только непрерывный спектр энергии. Уровни
энергии дискретного спектра эквидистантны. Мы показали, что волновые функции
в x-представлении выражаются через полиномы Мейкснера–Поллачека и построи-
ли динамическую алгебру, с помощью которой, как и в нерелятивистском случае,
можно найти чисто алгебраическим способом энергетический спектр и построить
волновые функции. Зная повышающий и понижающий операторы, можно постро-
ить когерентные состояния системы. Установлено предельное соотношение (29),
связывающее полиномы Мейкснера–Поллачека и Эрмита.

Замеченная нами связь между полиномами Лагерра и Мейкснера–Поллачека мо-
жет быть использована для нахождения билинейной производящей функции для
полиномов Мейкснера–Поллачека (формулы (30)–(33)). Заметим также, что га-
мильтониан (12) дает пример разностного оператора, а гамильтониан (17) – пример
дифференциального оператора, для нахождения спектра которых нельзя применить
теорию возмущения соответственно в окрестностях точек |g| = mcω и |ρ| = 1.

ПРИЛОЖЕНИЕ

Здесь докажем формулу (29). Будем исходить из рекуррентных соотношений для
полиномов Мейкснера–Поллачека и Эрмита [39]

P ν
n+1(x;ϕ) = AnP

ν
n (x;ϕ) +BnP

ν
n−1(x;ϕ), (П.1)

Hn+1(z) = 2zHn(z)− 2nHn−1(z), (П.2)

где

An =
2[(n+ ν) cosϕ+ x sinϕ]

n+ 1
, Bn = −n− 1 + 2ν

n+ 1
, n = 0, 1, 2, 3, . . . .

Пусть

Qn = n! ν−n/2P ν
n

(
x
√
ν; arccos

x0√
ν

)
, Q′n = lim

ν→∞
Qn. (П.3)

Тогда из (П.1) мы получим следующее рекуррентное соотношение для полиномовQn:

Qn+1 = A′nQn +B′nQn−1, (П.4)

где A′n = (n + 1)An/
√
ν и B′n = n(n + 1)Bn/ν. Так как limν→∞A′n = 2(x + x0),

limν→∞B′n = −2n, то, переходя к пределу ν →∞ в (П.4), мы приходим к равенству

Q′n+1 = 2(x+ x0)Q′n − 2nQ′n−1, (П.5)

которое совпадает с рекуррентным соотношением для полиномов Эрмита (П.2) при
z = x+ x0. Следовательно, Q′n = Hn(x+ x0). Это завершает доказательство.
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