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С помощью лапласианов Леви описываются дуальные и антидуальные решения уравнений Янга–
Миллса. Для этого вводится класс лапласианов Леви, параметризованных выбором кривой в
группе SO(4). Для определения таких лапласианов используются два подхода: лапласиан Леви
можно определить как интегральный функционал, заданный кривой в SO(4) и специальным ви-
дом второй производной, или лапласиан Леви можно определить как среднее Чезаро вторых про-
изводных вдоль векторов из ортонормированного базиса, построенного с помощью такой кривой.
Доказано, что при некоторых условиях на кривую, порождающую лапласиан Леви, связность
в тривиальном векторном расслоении, базой которого служит R

4, является инстантоном (или
антиинстантоном) тогда и только тогда, когда порожденный связностью параллельный перенос
является гармоническим для такого лапласиана Леви.

DOI: 10.1134/S037196851503019X

1. ВВЕДЕНИЕ

В статье обсуждается связь между лапласианами Леви и инстантонами.
Полем Леви было предложено несколько определений лапласиана (оператора Лапласа–

Леви), действующего на функционалы, определенные на пространстве L2[0, 1] (см. [9]). Одно
из них (определение лапласиана Леви с помощью специального вида второй производной)
заключается в следующем. Если функционал f на L2[0, 1] таков, что для всех x, u, v ∈ L2(0, 1)
верно равенство

f ′′(x)(u, v) =

1∫
0

1∫
0

KV(x)(t, s)u(t)v(s) dt ds +

1∫
0

KL(x)(t)u(t)v(t) dt, (1.1)

где KV(x) ∈ L2([0, 1] × [0, 1]) и KL(x) ∈ L∞[0, 1], то значение лапласиана Леви на функциона-
ле f определяется формулой

ΔLf(x) =

1∫
0

KL(x)(t) dt.

По-другому лапласиан Леви можно определить следующим образом. Пусть {en} — ортонорми-
рованный базис в L2(0, 1), тогда значение лапласиана Леви ΔL на функционале f определяется
формулой

ΔLf(x) = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f ′′(x)(ek, ek),
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если правая часть существует для всех x ∈ L2(0, 1). Ортонормированные базисы, для которых
эти два определения совпадают на всех функционалах, вторая производная которых имеет
вид (1.1), образуют специальный класс слабо равномерно плотных базисов.
Пусть A — связность в тривиальном векторном расслоении с базой R

4, слоем CN и струк-
турной группой G ⊆ U(N) (т.е. A— это 1-форма, определенная на R4 и принимающая значения
в алгебре Ли группы G). Соответствующая связности A кривизна F определяется формулой
F = dA+A ∧A, где d — оператор внешнего дифференцирования. Уравнения Янга–Миллса —
это уравнения Эйлера–Лагранжа для функционала действия

1

2

∫
R4

tr(F (x) ∧ ∗F (x)), (1.2)

где ∗ — оператор Ходжа. Это уравнения на связность, имеющие вид

D∗
AF = 0,

где DA — ковариантное дифференцирование, порожденное A (D∗
A = −∗DA∗). Связность A

является инстантоном или антиинстантоном, если соответственно F = ∗F или F = −∗F и
при этом интеграл (1.2) конечен. Из тождеств Бьянки DAF = 0 следует, что инстантоны и
антиинстантоны — решения уравнений Янга–Миллса.
Интерес к лапласиану Леви сильно вырос после того, как в [1, 2] Л. Аккарди, П. Джи-

билиско и И.В. Волович (см. также [6]) доказали теорему о связи между лапласианом Леви
и уравнениями Янга–Миллса. В этих работах был введен аналог первого определения ла-
пласиана Леви, заданный более сложным видом второй производной, чем (1.1). Этот аналог
также называется лапласианом Леви. Было показано, что связность в тривиальном векторном
расслоении, базой которого является евклидово пространство, есть решение уравнений Янга–
Миллса тогда и только тогда, когда порожденный связностью параллельный перенос явля-
ется гармоническим для такого лапласиана. Случай нетривиального векторного расслоения
над компактным римановым многообразием и лапласиана Леви, определенного с помощью
специального вида второй производной, был рассмотрен в [8]. Кроме того, в последней ра-
боте был рассмотрен случай стохастического параллельного переноса. В [11] теорема о связи
между лапласианом Леви и калибровочными полями была доказана для случая многообразия
и лапласиана Леви, определенного как среднее Чезаро вторых производных (см. также [5]).
Существует также множество работ, посвященных лапласианам Леви и их обобщениям в так
называемом белошумном анализе (см. библиографию в [3, 12, 13]).
В статье на основе канонического вида второй производной из статьи [2] вводится класс

лапласианов, параметризованных кривыми в группе SO(4). Если кривая постоянная, то по-
рожденный ею лапласиан совпадет с лапласианом Леви из [2]. В статье доказывается, что связ-
ность в тривиальном векторном расслоении, базой которого служит R4, является инстантоном
(или антиинстантоном) тогда и только тогда, когда порожденный связностью параллельный
перенос является гармоническим для лапласиана Леви, порожденного кривой в SO(4), при
выполнении некоторых условий на кривую. Кроме того, доказывается, что такие лапласианы
можно представить как лапласианы Леви в пространстве функций на оснащенном гильберто-
вом пространстве (см., например, [4]), определенные как средние Чезаро вторых производных
по направлению векторов из некоторых ортонормированных базисов.

2. ЛАПЛАСИАНЫ ЛЕВИ

Пусть {p1, p2, p3, p4} — ортонормированный базис в R
4. Пусть P — пространство абсо-

лютно непрерывных кривых в R
4 с началом в точке 0, параметризованных отрезком [0, 1]

(P = {γ ∈ AC([0, 1],R4) : γ(0) = 0}). Мы считаем, что P наделено нормой ‖γ‖ =
∫ 1
0 ‖γ̇(t)‖R4 dt.
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Обозначим символомMN (C) пространство комплексных (N ×N)-матриц. Для билинейной
формы K на R4 × R

4, принимающей значения вMN (C), ведем обозначение Kμνu
μvν = K〈u, v〉.

Символ K означает, что мы рассматриваем K как матрицу 4 × 4, элементами которой явля-
ются матрицы из MN (C), определенную так:

Kμν = K〈pμ, pν〉.
Обозначим через Ω пространство дважды дифференцируемых по Фреше функций из P

в MN (C), для вторых производных которых в каждой точке γ ∈ P выполняется соотношение

f ′′(γ)(u, v) =

1∫
0

1∫
0

KV
μν(γ)(t, s)u

μ(t)vν(s) dt ds +

1∫
0

KL
μν(γ)(t)u

μ(t)vν(t) dt+

+
1

2

1∫
0

KS
μν(γ)(t)

(
u̇μ(t)vν(t) + v̇μ(t)uν(t)

)
dt, (2.1)

где u, v ∈ P такие, что 0 = u(1) = v(1), KV
μν ∈ L1([0, 1] × [0, 1],MN (C)), KL

μν ∈ L1([0, 1],MN (C)),
KS

μν ∈ L∞([0, 1],MN (C)), KL
μν — симметричный, а KS

μν — антисимметричный тензор:

KL
μν = KL

νμ, KS
μν = −KS

νμ.

Определение 1. Лапласиан Леви ΔL — это линейное отображение из Ω в пространство
всех MN (C)-значных функций на P, определенное формулой

ΔLf(γ) =

4∑
μ=1

1∫
0

KL
μμ(γ)(t) dt =

1∫
0

tr(KL(γ)(t)) dt.

Замечание 1. Первое слагаемое в (2.1) — это часть Вольтерры, второе слагаемое — часть
Леви, третье — сингулярная часть. В [2] лапласиан Леви определялся так же, как в определе-
нии 1, но при этом вместо пространства P рассматривалось пространство C1([0, 1],R4).
Пусть T ∈ C1([0, 1],SO(4)). Положим pμ(t) = T (t)pμ, μ ∈ {1, 2, 3, 4}.
Определение 2. Областью определения domΔT

L лапласиана Леви ΔT
L , порожденного

кривой T ∈ C1([0, 1],SO(4)), является пространство дважды дифференцируемых по Фреше
функций из P вMN (C), для вторых производных которых в каждой точке γ ∈ P выполняется
соотношение

f ′′(γ)(u, v) =
4∑

μ=1

4∑
ν=1

1∫
0

1∫
0

KV,T
μν (γ)(t, s)(u(t), pμ(t))R4(v(s), pν(s))R4 dt ds+

+
4∑

μ=1

4∑
ν=1

1∫
0

KL,T
μν (γ)(t)(u(t), pμ(t))R4(v(t), pν(t))R4 dt+

+
1

2

4∑
μ=1

4∑
ν=1

1∫
0

KS,T
μν (γ)(t) ×

×
((

d

dt
(u(t), pμ(t))R4

)
(v(t), pν(t))R4 +

(
d

dt
(v(t), pμ(t))R4

)
(u(t), pν(t))R4

)
dt,

где функции u, v ∈ P таковы, что 0 = u(1) = v(1), KV,T
μν ∈ L1([0, 1] × [0, 1],MN (C)), KL,T

μν ∈
∈ L1([0, 1],MN (C)), KS,T

μν ∈ L∞([0, 1],MN (C)), KL,T
μν = KL,T

νμ , KS,T
μν = −KS,T

νμ .

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2015, т. 290



ЛАПЛАСИАНЫ ЛЕВИ И ИНСТАНТОНЫ 229

Лапласиан Леви ΔT
L , порожденный кривой T , — это линейное отображение из domΔT

L в
пространство всех MN (C)-значных функций на P, определенное формулой

ΔT
Lf(γ) =

4∑
μ=1

1∫
0

KL,T
μμ (γ)(t) dt.

Предложение 1. Пространства domΔT
L и Ω совпадают. Верны равенства

KV,T
μν (γ)(t, s) = KV(γ)(t, s)〈pμ(t), pν(s)〉,

KS,T
μν (γ)(t) = KS(γ)(t)〈pμ(t), pν(t)〉,

KL,T
μν (γ)(t) = KL(γ)(t)〈pμ(t), pν(t)〉+

1

2

(
KS(γ)(t)〈ṗμ(t), pν(t)〉+KS(γ)(t)〈ṗν(t), pμ(t)〉

)
.

Доказательство. Действительно, утверждение предложения легко следует из равенств

(u(t), pμ(t))R4 =

4∑
ν=1

uν(t)(pμ(t), pν)R4 ,

d

dt
(u(t), pμ(t))R4 = (u̇(t), pμ(t))R4 + (u(t), ṗμ(t))R4 =

=
4∑

ν=1

u̇ν(t)(pμ(t), pν)R4 +
4∑

ν=1

uν(t)(ṗμ(t), pν)R4 . �

Следующее определение в силу предложения 1 эквивалентно определению 2.
Определение 3. Лапласиан Леви ΔT

L , порожденный кривой T , — это линейное отобра-
жение из Ω в пространство всех MN (C)-значных функций на P, определенное формулой

ΔT
Lf(γ) = ΔLf(γ) +

4∑
μ=1

1∫
0

KS(γ)(t)〈ṗμ(t), pμ(t)〉 dt.

Предложение 2. Выполняется равенство

ΔT
Lf(γ) = ΔLf(γ)−

1∫
0

tr
(
Ṫ (t)T−1(t)KS(γ)(t)

)
dt.

Доказательство. Если T ∈ C1([0, 1],SO(4)), то Ṫ (t)T−1(t) ∈ so(4) для всех t ∈ [0, 1].
Тогда для любой билинейной формы K на R4 × R

4, принимающей значения в MN (C), выпол-
няется цепочка равенств

4∑
μ=1

K〈ṗμ(t), pμ(t)〉 = tr(Ṫ T (t)KT (t)) = tr(T (t)Ṫ T (t)K) =

= tr
(
(Ṫ (t)T−1(t))TK

)
= − tr(Ṫ (t)T−1(t)K). �

Пример 1. Пусть z1 ∈ C2(R4,R). Рассмотрим функционал Z1 на P, определенный фор-
мулой Z1(γ) =

∫ 1
0 z1(γ(t)) dt. Для любой T ∈ C1([0, 1],SO(4)) выполняется равенство

ΔT
LZ1(γ) =

1∫
0

Δz1(γ(t)) dt.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2015, т. 290



230 Б.О. ВОЛКОВ

Пример 2. Пусть aμ(x) dx
μ — действительнозначная C2-гладкая 1-форма на R

4. Пусть
g(x) =

∑
μ<ν gμν(x) dx

μ ∧ dxν , где gμν = ∂μaν − ∂νaμ. Рассмотрим функционал Z на P, опре-
деленный формулой

Z(γ) =

1∫
0

aμ(γ(t))γ̇
μ(t) dt.

Можно показать, что для любой T ∈ C1([0, 1],SO(4)) выполняется равенство

ΔT
LZ(γ) =

1∫
0

4∑
μ=1

∂μgμν(γ(t))γ̇
ν(t) dt−

1∫
0

tr
(
Ṫ (t)T−1(t)g(γ(t))

)
dt.

Этот факт доказывается аналогично теореме 2, которая приведена ниже.

3. ЛАПЛАСИАНЫ ЛЕВИ, ОПРЕДЕЛЕННЫЕ С ПОМОЩЬЮ
ОРТОНОРМИРОВАННЫХ БАЗИСОВ

Пусть E — вещественное локально выпуклое пространство, непрерывно вложенное в веще-
ственное сепарабельное гильбертово пространство H так, что образ E при вложении плотен
в H. Пусть {en} — ортонормированный базис в H, состоящий из элементов пространства E.

Определение 4. Лапласианом Леви Δ
{en}
L , порожденным ортонормированным бази-

сом {en}, называется линейное отображение из domΔ
{en}
L в пространство MN (C)-значных

функций на E, определенное формулой

Δ
{en}
L f(γ) = lim

n→∞
1

n

n∑
k=1

d2

dα2

∣∣∣∣
α=0

f(γ + αek), (3.1)

где domΔ
{en}
L — пространство MN (C)-значных функций на E, для которых правая часть (3.1)

существует для всех γ ∈ E.
Пусть E = P, H = L2([0, 1],R

4). Выберем в L2([0, 1],R
4) ортонормированный базис en(t) =

= pan(t)hbn(t), где hn(t) =
√
2 sinnπt, an = n− 4
(n − 1)/4� и bn = 
(n + 3)/4�.

Теорема 1. Если f ∈ domΔT
L , то

4Δ
{en}
L f = ΔT

Lf.

Доказательство. Выполняется равенство

f ′′(γ)(en, en) =

1∫
0

1∫
0

KV(γ)(t, s)〈pan (t)hbn(t), pan(s)hbn(s)〉 dt ds +

+

1∫
0

KL(γ)(t)〈pan (t)hbn(t), pan(t)hbn(t)〉 dt +
1∫

0

KS(γ)(t)〈ṗan(t)hbn(t), pan(t)hbn(t)〉 dt+

+

1∫
0

KS(γ)(t)〈pan(t)ḣbn(t), pan(t)hbn(t)〉 dt. (3.2)

Так как KS — антисимметричный тензор, последнее слагаемое в (3.2) исчезает. Так как

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

hk(s)hk(t) =

{
1, если t = s, причем (t, s) �= (0, 0) и (t, s) �= (1, 1),

0 в противном случае

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2015, т. 290
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и для всех n ∈ N, (t, s) ∈ [0, 1] × [0, 1] выполняется неравенство∣∣∣∣∣ 1n
n∑

k=1

hk(t)hk(s)

∣∣∣∣∣ ≤ 2,

по теореме Лебега о мажорируемой сходимости получаем

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

⎛
⎝ 1∫

0

1∫
0

KV(γ)(t, s)〈pak (t), pak (s)〉hbk(t)hbk(s) dt ds +

+

1∫
0

KL(γ)(t)〈pak (t), pak(t)〉h2bk (t) dt+
1∫

0

KS(γ)(t)〈ṗak (t)), pak (t)〉h2bk (t) dt

⎞
⎠ =

=
1

4

4∑
μ=1

⎛
⎝ 1∫

0

KL(γ)(t)〈pμ(t), pμ(t)〉 dt+
1∫

0

KS(γ)(t)〈ṗμ(t), pμ(t)〉 dt

⎞
⎠ . (3.3)

Отсюда следует утверждение теоремы. �

4. ИНСТАНТОНЫ И УРАВНЕНИЕ ЛАПЛАСА–ЛЕВИ

Ниже связность в тривиальном векторном расслоении с базой R
4, слоем C

N и структур-
ной группой U(N) задана на R

4 как u(N)-значная C∞-гладкая 1-форма A(x) = Aμ(x) dx
μ,

определенная на R
4. Связность задает оператор ковариантного дифференцирования. Если

φ ∈ C1(R4, u(N)), то ковариантная производная φ по направлению pμ определяется фор-
мулой ∇μφ = ∂μφ + [Aμ, φ]. Соответствующая связности кривизна — это 2-форма F (x) =
=

∑
μ<ν Fμν(x) dx

μ ∧ dxν , где Fμν = ∂μAν − ∂νAμ + [Aμ, Aν ]. Для каждой связности выполня-
ются тождества Бьянки

∇λFμν +∇νFλμ +∇μFνλ = 0.

Введем обозначения F+ = (F + ∗F )/2 и F− = (F − ∗F )/2 ((∗F )μν = εμναβF
αβ/2, где

εμναβ — полностью антисимметричный единичный тензор).
Уравнения Янга–Миллса

∇μFμν = 0

являются уравнениями Эйлера–Лагранжа для функционала действия Янга–Миллса:

− 1

2

∫
R4

tr(Fμν(x)F
μν(x)) dx =

1

2

∫
R4

(
‖F+(x)‖2 + ‖F−(x)‖2

)
dx. (4.1)

(Если B ∈ u(N), то ‖B‖ =
√

− tr(B,B). Если B(x) =
∑

μ<ν Bμν(x) dx
μ ∧ dxν есть u(N)-значная

2-форма на R
4, то ‖B(x)‖ =

√∑4
μ=1

∑4
ν=1 ‖Bμν(x)‖2.)

Из того что связность A является решением уравнений F = ∗F или F = −∗F , следует,
что связность A является решением уравнений Янга–Миллса. Решение A уравнения F = ∗F
или F = −∗F называется соответственно дуальным или антидуальным решением уравнений
Янга–Миллса. Если при этом интеграл (4.1) конечен, то A называется соответственно инстан-
тоном или антиинстантоном (см., например, [10]).
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Для кривой γ ∈ P оператор Ut,s(γ), где 0 ≤ s ≤ t ≤ 1, определяется как решение системы
дифференциальных уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

d

dt
Ut,s(γ) = −Aμ(γ(t))γ̇

μ(t)Ut,s(γ),

d

ds
Ut,s(γ) = Ut,s(γ)Aμ(γ(s))γ̇

μ(s),

Ut,s(γ)|t=s = IN .

(4.2)

Решение этой системы выражается в виде ряда

Ut,s(γ) = IN +
∞∑
k=1

∫
Δk

s,t

dτ1 . . . dτk
(
−Aμ(γ(τk))γ̇

μ(τk)
)
. . .

(
−Aμ(γ(τ1))γ̇

μ(τ1)
)
,

где Δk
s,t := {(τ1, . . . , τk) ∈ R

k : s ≤ τ1 ≤ . . . ≤ τk ≤ t}. Оператор U1,0(γ) есть параллельный
перенос вдоль γ.
Параллельный перенос обладает следующими свойствами:
1) если 0 ≤ s ≤ r ≤ t ≤ 1, то Ut,r(γ)Ur,s(γ) = Ut,s(γ);
2) параллельный перенос не зависит от параметризации. Пусть σ : [0, 1] → [0, 1] — неубы-
вающая кусочно C1-гладкая функция такая, что σ(0) = 0 и σ(1) = 1. Пусть γ ∈ P.
Тогда γ ◦ σ ∈ P и выполняется равенство Uσ(t),σ(s)(γ) = Ut,s(γ ◦ σ).

Теорема 2. Для функции P � γ �→ U1,0(γ) (параллельного переноса вдоль кривых из P)
выполняется равенство

ΔT
LU1,0(γ) = −

1∫
0

U1,t(γ)∇μFμλ(γ(t))γ̇
λ(t)Ut,0(γ) dt+

+

1∫
0

U1,t(γ)

(
4∑

μ=1

F (γ(t))〈ṗμ(t), pμ(t)〉
)
Ut,0(γ) dt.

Доказательство. Функция P � γ → U1,0(γ) бесконечно дифференцируема по Фреше
(см. [7]). Выполняется равенство

U ′
t,s(γ)(u) = −

t∫
s

Ut,r(γ)Fμν(γ(r))u
μ(r)γ̇ν(r)Ur,s(γ) dr −

−Aμ(γ(t))u
μ(t)Ut,s(γ) + Ut,s(γ)Aμ(γ(s))u

μ(s). (4.3)

Пусть u, v ∈ P такие, что u(1) = v(1) = 0. Тогда, учитывая (4.3), получаем

U ′′
1,0(γ)(u, v) =

1∫
0

⎛
⎝ 1∫

t

U1,r(γ)Fμν(γ(r))v
μ(r)γ̇ν(r)Ur,t(γ) dr − U1,t(γ)Aμ(γ(t))v

μ(t)

⎞
⎠×

× Fμν(γ(t))u
μ(t)γ̇ν(t)Ut,0(γ) dt−

−
1∫

0

U1,r(γ)∂λFμν(γ(r))v
λ(r)uμ(r)γ̇ν(r)Ur,0(γ) dr −
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−
1∫

0

U1,r(γ)Fμν(γ(r))u
μ(r)v̇ν(r)Ur,0(γ) dr +

+

1∫
0

U1,t(γ)Fμν(γ(t))u
μ(t)γ̇ν(t)×

×

⎛
⎝ t∫

0

Ut,r(γ)Fμν(γ(r))v
μ(r)γ̇ν(r)Ur,0(γ) dr +Aμ(γ(t))v

μ(t)Ut,0(γ)

⎞
⎠ dt.

С помощью интегрирования по частям и тождеств Бьянки (повторяя те же рассуждения, что
и в [2]) получаем, что U1,0 ∈ Ω, причем

KV
μν(γ)(t, s) =

{
U1,t(γ)Fμλ(γ(t))γ̇

λ(t)Ut,s(γ)Fνκ(γ(s))γ̇
κ(s)Us,0(γ), если t ≥ s,

U1,s(γ)Fνκ(γ(s))γ̇
κ(s)Us,t(γ)Fμλ(γ(t))γ̇

λ(t)Ut,0(γ), если t < s,
(4.4)

KL
μν(γ)(t) =

1

2
U1,t(γ)

(
−∇μFνλ(γ(t))γ̇

λ(t)−∇νFμλ(γ(t))γ̇
λ(t)

)
Ut,0(γ),

KS
μν(γ)(t) = U1,t(γ)Fμν(γ(t))Ut,0(γ).

Отсюда легко следует утверждение теоремы. �
Предложение 3. Если для связности A интеграл (4.1) конечен, то параллельный пе-

ренос U1,0 является решением уравнения Лапласа–Леви для лапласиана Леви, порожденного
кривой T ∈ C1([0, 1],SO(4)),

ΔT
LU1,0 = 0

тогда и только тогда, когда связность A является решением уравнений Янга–Миллса

∇μFμν = 0

и для каждого t ∈ [0, 1] и x ∈ R
4 выполняется

− tr
(
Ṫ (t)T−1(t)F(x)

)
=

4∑
μ=1

F (x)〈ṗμ(t), pμ(t)〉 = 0.

Доказательство. Докажем нетривиальную часть утверждения. Если γ ∈ C1([0, 1],R4)
такова, что γ(0) = 0, пусть кривая γr ∈ P определена как

γr(t) =

{
γ(t), если t ≤ r,

γ(r), если t > r.

Введем функцию g ∈ C1([0, 1],MN (C)) следующим образом:

g(r) = U1,r(γ)(Δ
T
LU1,0(γ

r)) =

r∫
0

U1,t(γ)
(
−∇μFμλ(γ(t))γ̇

λ(t)
)
Ut,0(γ) dt+

+

r∫
0

U1,t(γ)

(
4∑

μ=1

F (γ(t))〈ṗμ(t), pμ(t)〉
)
Ut,0(γ) dt+

+ U1,r(γ)

1∫
r

(
4∑

μ=1

F (γ(r))〈ṗμ(t), pμ(t)〉
)
dtUr,0(γ).
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Тогда
g′(r) = U1,r(γ)

(
−∇μFμλ(γ(r))γ̇

λ(r)
)
Ur,0(γ) +

+ U1,r(γ)

1∫
r

(
4∑

μ=1

∇γ̇(r)F (γ(r))〈ṗμ(t), pμ(t)〉
)
dtUr,0(γ).

Если ΔT
LU1,0 = 0, то g ≡ 0. Тогда g′(1) = −∇μFμλ(γ(1))γ̇

λ(1)U1,0(γ) = 0. Так как оператор
U1,0(γ) обратим, для всех γ ∈ C1([0, 1],R) таких, что γ(0) = 0, выполняется равенство

−∇μFμλ(γ(1))γ̇
λ(1) = 0.

Подбирая подходящие кривые γ, мы получаем, что связность A является решением уравнений
Янга–Миллса.
Докажем теперь, что для каждого t ∈ [0, 1] и x ∈ R

4 выполняется равенство

4∑
μ=1

F (x)〈ṗμ(t), pμ(t)〉 = 0.

Пусть кривая γy ∈ C1([0, 1],R4) соединяет точки 0 и y, т.е. γy(0) = 0 и γy(1) = y. Пусть
0 < r1 < r2 ≤ 1. Для достаточно малого ε > 0 введем кривые γi,ε ∈ P, i = 1, 2, следующим
образом:

γi,ε(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

0, если 0 ≤ t ≤ ri − ε,

γy

(
t− ri + ε

ε

)
, если ri − ε < t ≤ ri,

y, если ri < t ≤ 1.

Будем обозначать
∑4

μ=1 F (x)〈ṗμ(t), pμ(t)〉 символом F (x, t). Из свойств параллельного пе-
реноса следует, что

ΔT
LU(γi,ε) =

1∫
ri

F (y, t) dtU1,0(γy) +

ri∫
ri−ε

U1,(t−ri+ε)/ε(γy)F

(
γy

(
t− ri + ε

ε

)
, t

)
U(t−ri+ε)/ε,0(γy) dt+

+ U1,0(γy)

ri−ε∫
0

F (0, t) dt = 0.

Обозначим через ‖·‖N операторную норму на MN (C). Так как функция R
4 × [0, 1] � (x, r) →

→ F (x, r) непрерывна по совокупности аргументов, существует константа C > 0 такая, что

sup
(t,r)∈[0,1]×[0,1]

‖F (γy(t), r)‖N ≤ C.

Так как ‖Ut,s(γ)‖N = 1, выполняются оценки∥∥∥∥∥∥
ri∫

ri−ε

U1,(t−ri+ε)/ε(γy)F

(
γy

(
t− ri + ε

ε

)
, t

)
U t−ri+ε

ε
,0
(γy) dt

∥∥∥∥∥∥
N

≤ Cε,

∥∥∥∥∥∥U1,0(γy)

ri∫
ri−ε

F (0, t) dt

∥∥∥∥∥∥
N

≤ Cε.
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Отсюда следует, что для i = 1, 2 выполняется оценка∥∥∥∥∥∥
1∫

ri

F (y, t) dtU1,0(γy) + U1,0(γy)

ri∫
0

F (0, t) dt −ΔT
LU1,0(γi,ε)

∥∥∥∥∥∥
N

≤

≤

∥∥∥∥∥∥U1,0(γy)

ri∫
ri−ε

F (0, t) dt −
ri∫

ri−ε

U1,(t−ri+ε)/ε(γy)F

(
γy

(
t− ri + ε

ε

)
, t

)
U(t−ri+ε)/ε,0(γy) dt

∥∥∥∥∥∥
N

≤

≤ 2Cε.

Тогда

0 = lim
ε→0

ΔT
LU1,0(γi,ε) =

1∫
ri

F (y, t) dtU1,0(γy) + U1,0(γy)

ri∫
0

F (0, t) dt.

Тогда для всех 0 < r1 < r2 ≤ 1 верно равенство

U−1
1,0 (γy)

r2∫
r1

F (y, t) dtU1,0(γy) =

r2∫
r1

F (0, t) dt.

Дифференцируя последнее равенство по r2, получаем, что выполняется равенство

U−1
1,0 (γy)F (y, t)U1,0(γy) = F (0, t) (4.5)

для всех t ∈ (0, 1]. В силу непрерывности F ( · , ·) равенство (4.5) выполняется для t ∈ [0, 1].
Из равенства (4.5) следует, что ‖F (y, t)‖ = ‖F (0, t)‖ для всех y ∈ R

4 и t ∈ [0, 1]. Из конеч-
ности интеграла (4.1) вытекает, что существует последовательность {xn} точек в R

4, для ко-
торой выполняется limn→∞ Fμν(xn) = 0 для всех μ, ν ∈ {1, 2, 3, 4}. Тогда limn→∞‖F (xn, t)‖ = 0.
Значит, F (x, t) = 0 для всех x ∈ R

4 и t ∈ [0, 1]. �
Группы S3

L и S3
R — нормальные подгруппы группы SO(4), состоящие из вещественных

матриц, имеющих соответственно вид⎛
⎜⎜⎝
a −b −c −d
b a −d c
c d a −b
d −c b a

⎞
⎟⎟⎠ и

⎛
⎜⎜⎝
a −b −c −d
b a d −c
c −d a b
d c −b a

⎞
⎟⎟⎠ ,

где a2 + b2 + c2 + d2 = 1.
Алгебры Ли Lie(S3

L) и Lie(S3
R) групп S3

L и S3
R состоят из вещественных матриц, имеющих

соответственно вид ⎛
⎜⎜⎝
0 −b −c −d
b 0 −d c
c d 0 −b
d −c b 0

⎞
⎟⎟⎠ и

⎛
⎜⎜⎝
0 −b −c −d
b 0 d −c
c −d 0 b
d c −b 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Алгебры Lie(S3
L) и Lie(S3

R) ортогональны в so(4) (относительно скалярного произведения,
заданного формулой (V1, V2)so(4) = − tr(V1V2), где V1, V2 ∈ so(4)), причем so(4) = Lie(S3

L) ⊕
⊕ Lie(S3

R). Символами PL и PR обозначим ортогональную проекцию в so(4) на Lie(S3
L) и Lie(S

3
R)

соответственно.
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Введем обозначения⎛
⎜⎜⎝

0 −bL(t) −cL(t) −dL(t)
bL(t) 0 −dL(t) cL(t)
cL(t) dL(t) 0 −bL(t)
dL(t) −cL(t) bL(t) 0

⎞
⎟⎟⎠ = PL(Ṫ (t)T

−1(t)), (4.6)

⎛
⎜⎜⎝

0 −bR(t) −cR(t) −dR(t)
bR(t) 0 dR(t) −cR(t)
cR(t) −dR(t) 0 bR(t)
dR(t) cR(t) −bR(t) 0

⎞
⎟⎟⎠ = PR(Ṫ (t)T

−1(t)). (4.7)

В силу (4.6) и (4.7) мы получаем

tr
(
Ṫ (t)T−1(t)F(x)

)
=

= 2bL(t)(F12(x) + F34(x)) + 2cL(t)(F13(x)− F24(x)) + 2dL(t)(F14(x)− F32(x)) +

+ 2bR(t)(F12(x)− F34(x)) + 2cR(t)(F13(x) + F24(x)) + 2dR(t)(F14(x) + F32(x)), (4.8)

tr
(
PL(Ṫ (t)T

−1(t))F−(x)
)
= tr

(
PR(Ṫ (t)T

−1(t))F+(x)
)
= 0,

tr
(
PL(Ṫ (t)T

−1(t))F+(x)
)
=

= 2bL(t)(F12(x) + F34(x)) + 2cL(t)(F13(x)− F24(x)) + 2dL(t)(F14(x)− F32(x)), (4.9)

tr
(
PR(Ṫ (t)T

−1(t))F−(x)
)
=

= 2bR(t)(F12(x)− F34(x)) + 2cR(t)(F13(x) + F24(x)) + 2dR(t)(F14(x) + F32(x)). (4.10)

Так мы получили
Предложение 4. Выполняется равенство

tr
(
PL(Ṫ (t)T

−1(t))F+(x)
)
+ tr

(
PR(Ṫ (t)T

−1(t))F−(x)
)
= tr

(
Ṫ (t)T−1(t)F(x)

)
для всех t ∈ [0, 1] и x ∈ R

4.
Замечание 2. F (x) — это элемент u(N) ⊗ so(4), а F−(x) и F+(x) — проекции F (x) на

u(N)⊗ Lie(S3
L) и u(N)⊗ Lie(S3

R) соответственно.
Предложение 5. Если функция T принимает значения в группе S3

R (группе S3
L) и вы-

полняется уравнение F = ∗F (уравнение F = −∗F ), то соответствующий связности парал-
лельный перенос U1,0 является решением уравнения Лапласа–Леви для лапласиана Леви ΔT

L :

ΔT
LU1,0 = 0.

Доказательство. Если функция T принимает значения в группе S3
R и выполняется урав-

нение F = ∗F , то в силу предложения 4 для каждого t ∈ [0, 1] и x ∈ R
4 имеем

tr(Ṫ (t)T−1(t)F(x)) = 0.

Кроме того, связность A является решением уравнений Янга–Миллса, а значит, в силу теоре-
мы 2 верно утверждение предложения. �

Теорема 3. Пусть значение функционала действия Янга–Миллса (4.1) на связности A
конечно. Если T ∈ C1([0, 1], S3

L), причем

dim span{Ṫ (t)T−1(t)}t∈[0,1] ≥ 2,
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то следующие два утверждения равносильны:
1) связность A на R

4 является антиинстантоном;
2) параллельный перенос U1,0 является решением уравнения Лапласа для лапласиана ΔT

L :

ΔT
LU1,0 = 0.

Доказательство. Пусть ΔT
LU1,0 = 0. Если

dim span{Ṫ (t)T−1(t)}t∈[0,1] ≥ 2,

то из предложения 3 и равенства (4.9) следует, что существуют такие ортогональные векторы
(bi, ci, di) ∈ R

3, i ∈ {1, 2}, что

bi(F12(x) + F34(x)) + ci(F13(x)− F24(x)) + di(F14(x)− F32(x)) = 0 (4.11)

для всех x ∈ R
4. С помощью вращения можно совершить переход к новой декартовой системе

координат (x) → (x′) в R4 так, что в новой системе координат выражения (4.11) примут вид{
F12(x

′) + F34(x
′) = 0,

F13(x
′)− F24(x

′) = 0.
(4.12)

Обозначим новую систему координат (x′) снова через (x).
В силу предложения 3 из тождества ΔT

LU1,0 = 0 следует, что A является решением
уравнений Янга–Миллса. Покажем, что из уравнений Янга–Миллса, тождеств Бьянки и ра-
венств (4.12) вытекает, что

∇λ(F+)μν = 0. (4.13)

Действительно, из равенств (4.12) сразу следует, что ∇λ(F12 + F34) = 0 и ∇λ(F13 − F24) = 0
для λ ∈ {1, 2, 3, 4}. Докажем, что ∇1(F14(x)− F32) = 0. Из уравнений Янга–Миллса и тождеств
Бьянки следует, что

0 = ∇1F14 +∇2F24 +∇3F34 = ∇1F32 +∇2F13 +∇3F21.

Тогда
∇1(F14(x)− F32) = ∇2(F13 − F24) +∇3(F21 − F34) = 0.

Аналогично доказывается, что ∇λ(F14(x)− F32) = 0 для λ ∈ {2, 3, 4}.
Для любой y ∈ R

4 возьмем кривую γy ∈ C1([0, 1],R4) такую, что γy(0) = 0, γy(1) = y.
Введем функцию h(t) = U−1

t,0 (γy)F+(γy(t))Ut,0(γy). Так как ∇λ(F+)μν = 0, для всех t ∈ [0, 1]
выполняется равенство

ḣ(t) = U−1
t,0 (γy)∇γ̇y(t)F+(γy(t))Ut,0(γy) = 0.

Тогда h(0) = F+(0) = U−1
1,0 (γy)F+(y)U1,0(γy) = h(1). Отсюда следует, что ‖F+(0)‖ = ‖F+(y)‖

для всех y ∈ R
4. В силу конечности интеграла (4.1) существует последовательность {xn} точек

в R4, для которой выполняется равенство limn→∞‖F+(xn)‖ = 0. Тогда F+ ≡ 0 и связность A —
антиинстантон. �

Пример 3. Условие конечности значения функционала действия Янга–Миллса на связ-
ности в теореме 3 существенно. Пусть A — антиинстантон, функция T принимает значения
в группе S3

L. Ведем связность A′ следующим образом. Пусть A′
1 = A1 + ib1INx2 + ic1INx3 +

+ id1INx4, где b1, c1, d1 ∈ R таковы, что
1∫

0

(
b1bL(t) + c1cL(t) + d1dL(t)

)
dt = 0,
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и пусть A′
μ = Aμ для μ ∈ {2, 3, 4}. Тогда порожденный связностью A′ параллельный пере-

нос есть гармонический функционал для лапласиана ΔT
L , но A′ не является антидуальным

решением уравнений Янга–Миллса при b21 + c21 + d21 �= 0.
Замечание 3. Будем использовать обозначения примера 2. Пусть

∫
R4 gμν(x)g

μν(x) dx<∞.
Если T ∈ C1([0, 1], S3

L), причем

dim span{Ṫ (t)T−1(t)}t∈[0,1] ≥ 2,

то следующие два утверждения равносильны:

1) g = −∗g;
2) функционал Z является решением уравнения Лапласа для лапласиана Леви ΔT

L :

ΔT
LZ = 0.

Замечание 4. Пусть {hn} — слабо равномерно плотный базис в L2([0, 1],R) такой, что
hn ∈ C1([0, 1],R) и hn(0) = hn(1) = 0 для всех n ∈ N. Выберем вH = L2([0, 1],R

4) ортонормиро-
ванный базис gn(t) = pan(t)hbn(t). Пусть Δ

{gn}
L — лапласиан Леви, порожденный базисом {gn},

действующий на функции, определенные на E = C1([0, 1],R4). В условии теоремы 3 можно
заменить параллельный перенос вдоль кривых из P на параллельный перенос вдоль кривых
из C1([0, 1],R4) и лапласиан Леви ΔT

L на Δ
{gn}
L .
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13. Volkov B.O. Hierarchy of Lévy-Laplacians and quantum stochastic processes // Infin. Dimens. Anal. Quantum

Probab. Relat. Top. 2013. V. 16, N 4. Pap. 1350027.

ТРУДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ИНСТИТУТА ИМ. В.А. СТЕКЛОВА, 2015, т. 290


