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Труды Математического института АН СССР 

1988, том 181 

УДК 517.9 
В. Н. МАСЛЕННИКОВА, А. В . Г Л У Ш К О 

ТЕОРЕМЫ О ЛОКАЛИЗАЦИИ ТАУБЕРОВОГО ТИПА 
И СКОРОСТЬ ЗАТУХАНИЯ РЕШЕНИЯ 

СИСТЕМЫ ГИДРОДИНАМИКИ 
ВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

ВВЕДЕНИЕ 

В статье изучены асимптотические свойства при большом времени тензора 
Грина и решения начально-краевой задачи для системы 

- J - - [ v , f i » l - v A v + Vp — vßVdlvv = 0, (1) 

a 2 4 f + d ivv = 0, 
dt 1 

где v (x, t) = {vly Ï>2Î vz} — п о л е скоростей, p (xy t) — давление, x ЕЕ R^ — 
= {x: xr = (xn x2) ЕЕ R2, хз У> 0}> t > 0; v — динамический коэффициент 
вязкости; ß = (X + v ) v""1, где X — второй коэффициент вязкости; а 2 — 
коэффициент сжимаемости. Система (1) характеризуется наличием вектор
ного произведения (кориолисового члена) [v, со], где со = (0, 0, со). 

Впервые математическое исследование решений системы (1) без учета 
вязкости и сжимаемости было проведено С. Л. Соболевым [1, 2]. Дальнейшее 
изучение различных свойств решений, в основном при оо, как системы 
С. Л. Соболева (а — 0, v = 0), так и систем вида (1) при наличии вязкости 
или сжимаемости было проведено в работах [3—14]. 

Задача Коши для системы (1) с начальными условиями 

v (s, t) I *=о = v° (x), p (x, t) I = р° (х) (2) 

была исследована в работах [15—17]. 
Важность изучения свойств решений систем вида (1) с наличием корио

лисового члена обусловлена их многочисленными применениями, в частно
сти, при исследовании динамики атмосферы и океана [18—20]. Кориолисов 
член в (1) обуславливает вихревой характер поля скоростей и колеблемость 
решения (см. [5]). 

Настоящая работа посвящена асимптотическому разложению при боль
шом времени (по малому параметру Г 1 ) решения системы (1) в полупростран
стве x ЕЕ i?3 с граничными условиями 

{vj | х _о = v) (x', t), 7 = 1,2; р \х »0 = р* (*', t); ^ E Ü 2 ; i > 0 (3) 

и с начальными условиями (2). 
Трудности, возникающие при исследовании поставленной задачи, со

стоят в следующем. Естественное использование преобразований Фурье и 
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Лапласа для построения решения приводит к исследованию свойств X — 
корней характеристического уравнения 

3* щ, X, у) = 0; s' = (sl9 s2) G 4 y Œ С (4) 

системы (1), которые не вычисляются в приемлемом явном виде, o r d ^ = 6. 
Здесь s' = (s l 5 s 2), Я, у — двойственные переменные, соответственно, хг = 
— ^2)1^3» После исследования свойств корней уравнения (4) удается 
доказать лемму о локализации, которая показывает, что порядок убывания 
при t~*-oo элементов тензора Грина задачи (1)—(3) определяется лишь 
поведением при s' = s2) ->- 0 корней Xj(s', у), с Re Xj (s\ у) < 0, 
7 = 1 , 2 , 3 характеристического уравнения (4). Асимптотика при t 00 
тензора Грина задачи (1)—(3) определяется поведением при s' -> 0 этих кор
ней вблизи контуров на комплексной у-плоскости, задаваемых корнями ха
рактеристического уравнения задачи Коши (1)—(2) (ovàySP {isl7 is%, îss, y) = 
= 4), на которых Xj (s', y) теряют голоморфность. Таким образом, поведение 
при £->• оо тензора Грина задачи (1)—(3) определяется асимптотическим пред
ставлением при малых $' корней Xj (s', у), j — 1, 2, 3 уравнения (4) вблизи 
также асимптотически заданных контуров ук (s', s3) (s3 — параметр кривой 
контура), к = 1,2; 3, 4, определяемых по характеристическому многочлену 
задачи Коши. 

В последнее время появился ряд важных работ (см. [21—24] и в них 
другие ссылки) по тауберовым теоремам и квазиасимптотике решений задачи 
Коши для пассивных систем. В отличие от этих работ, мы изучаем началь
но-краевую задачу (1)—-(3), что требует другого подхода к изучению асимп
тотики решения при t->- 00. Кроме того, и при изучении задачи Коши (1), 
(2) (см. [15—17]) наряду с порядком асимптотики решения нашим методом 
мы получаем асимптотические разложения этого решения, в которых выяв
ляются осцилляционные и другие качественные свойства решений. 

В работе [16] доказана теорема, посвященная асимптотике при t 00 
решения задачи Коши для системы (1), результаты которой нам потребуют
ся в дальнейшем. В сокращенной формулировке эта теорема имеет следую
щий вид. 

Т е о р е м а 1. Пусть для начальных функций v° (х), р° (х) выполняется 
у с л о в и е А. Вектор-функция V0 (x) = {v° (я), р° (х)} интегрируема 

в Rz и при % > . 3/2 существует интеграл 

$ {| (1 - A*)*V° (х) ] + (1 + I x I) V 0 (x) \}dx<Coo. 
m* 

Тогда справедливо асимптотическое представление при оо для реше
ния WT (x, t) = {v r , р г } задачи (1)—(2) 

WT (x, t) = {Г3/*2"3/2 {F {А, В) cos M + F (В, — A) sin <ùt) + t'^F3 + t^Wj X 

X $ VG(y)dy+ ^F'(x~~y, t)VQ(y)dy + 

+ exp ( - t (2cc2v (1 + ß)-*) J F" (x - y , t, ±.) V° (y) dy, 
n, 

edeF, F3, - F 4 — матрицы с элементами: F (A, В) = {A (ÔYA.z + Ô2JJ-Ô2,J) — 
- £(Si,A,i + 6*,A,j)}; Fz = {o ,ô , , ,6 , .v}, Ft = { a A , А , Л ; 1 < *, / < 4 ; 
§. . — символ Кронекера; a3, a 4 , A, В — отличные от нуля числа, явно вы-
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:0, Ü X ^ < ° ° (5 ) 

писанные в [16] и определяемые по коэффициентам а, v, ß, со. Элементы 
матрицы F' (x, t) = {Д, т о (яг, i)}, 1 < £, m < 4 непрерывны в R3 х [0, оо) 
wo (о:, t) и 

= Um **л = 0 ; I / i , ж (а:, *) | < ск m * - V . (1 + | я |), (Ä, 7л) = (1, 4), 

( 2 , 4 ) , ( 4 , 1), ( 4 , 2 ) ; | Д , т (я, 0 | < ск,тГ* (1 + \ x |); (А, те) = (1, 3), 
( 2 , 3), (3, 1), (3, 2 ) , (3, 4 ) , ( 4 , 3) 
равномерно no всем x Œ i ? 3 . Элементы F"(x, t, = m(x, t) (1 — AJ 2 }, 

1 < ; A, 77г < ^ 4 ; / £ , m ( я , Z) — непрерывны и равномерно no t Œ [0, oo) и x EzR3 

ограничены. 
При помощи преобразований Лапласа 5?*-Y и Фурье &Х'-+* задача (1)—(3) 

может быть сведена к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 

'v(s', х3, у)" 

.Р(*'> ^з> 7) . 
при условиях 

^ | X s = 0 = ^ f , 7 = 1, 2 ; р | Х з = 0 = рв, (6) 

где использованы обозначения г; = ïf*'+S'31t-~y M ; = z/j — i?}1
 U3^=oï 

/ = 1ц 2 ; j 9 B = ръ — р Г [ x- 0; (v r , pT} — решение задачи (1)—(2) при на
чальных функциях lv° (x), lp° (x) (l — оператор продолжения с R \ на R 3 ) ; 
A (S)x, дифференциальная матрица в левой части (1). Нас интересуют 
те решения системы (5) , которые стремятся к нулю при х3 -> + оо, поэтому 
выделим те корни характеристического уравнения (4 ) , для которых Re X < 0. 
В разделе 1 доказывается, что при всех s' Œ R 2 l \ s' | Ф 0 и у: Re у = О 
имеется ровно три различных корня этого уравнения Xi (s', 7 ) , I = 1, 2 , 3, 
для которых Re XL < 0.^Поэтому решение задачи (5)—(6) может быть записа
но в виде 

W (x, t) = \ Y (*' t]] = f^X'1 - T V 1 . 

где Хг Ф 0 — решение системы A (гУ, Xh у) Хг = 0; сь (s , у) определяется 
с помощью условий ( 6 ) . Таким образом, после перегруппировки членов 
получаем W (я, t) = G (x', х89 t) * w B (x', t), где w B = {yf, y2

B, pB}; G = 
= {fym}, 7 = 1, 2 , 3, 4 ; m = 1, 2 , 3; 

3 
Gj, m = S Gjt m > 1; Gj , m > i = fs^x'&yLt [ ^ j , m, J ($'» #31 ï)]' (ß) 

1=1 

функции Жj,mti находятся из (7) и условий ( 6 ) . В разделах 1, 2 изучаются 
свойства корней уравнения (4) при дополнительном упрощающем выкладки 
предположении a 4v 2o) 2 > сг0 = ( У 1801 — 37) ; ß = 0. Отметим, что 
ß = 0 лишь для сокращения текста, результаты, полученные в данной рабо
те, могут быть распространены на случай ß > 0 . В разделах 3, 4 устанавли
ваются асимптотические оценки при t-*- оо функций G/.m.j (х\ х9, t), входя
щих в элементы тензора Грина G (х\ x3i t), а именно, доказывается 

= f;LX'£ylt сь (*', у) Хг (s', у) Л х >] , (7) 
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Т е о р е м а 2. Пусть ß = 0 и a 4v 2co 2 > а0. Тогда при любых x Œ В2, 
х3 ^> 0 и при t -*- оо справедливы оценки 

I Gj, т, i(x, t) К с (1 + I x' I +аЗ)(1+Зз*оз. г) Г 2 + с (1 + e"8-', 
/ = 1, 2, 3 , 4; [m = 1, 2, 3; I = 1, 2 гмы m = 1, 2; Z = 3]; 
I Gv-,3,3 (*, t) | < c e [(1 + I x' I + 4 ) Г 2 + Г 2 + £ ] , / = 1, 2, 4; 

G3, s, 3 (z, = (1 + О Г (4) Г (4) Y^МВя2*)"1 (vi)-'A + 
+ (1 + ^ ) 0 ( е - М ) , 

гЗв константы с > 0 u c 8 )> 0 we зависят от (x, t), e — сколь угодно малое 
положительное число, е х ^> 0; 0 3 , г = О, Z = 3; ô 3 ) Z = 1; Z = 1, 2. 

Асимптотика G3,3]3 (x, t) в теореме 2 является точной, причем оценки 
О (f1^), 0 (tf~Si*) при t-^- оо равномерны по хг ЕЕ R2; х3 0. 

Пусть выполнено 
У с л о в и е А'. Вектор-функция V0 (x) = {v° (x), р° (x)} ЕЕ Lx (Rt) 

имеет в Rt обобщенные (по С. Л. Соболеву) производные до четвертого поряд
ка fflV0, причем для всех | k | <; 3 25*Т° непрерывны при х3 > 0 и выпол
няются условия 

я й О 
= 0 (&,/) = (0,1), (0,2), (0,3), (2,1), (2,2), (2,3), (1,3), (3,3); 

**5 
= 0; 

J {| (1 - Ах) 2 V е (г) I + (1 + \х\) I V»(*) |} dx< оо. 

Введем функцию ZF0 (ж), заданную на всех x Œ R3 по правилу ZF0 (х) = 
= У 0 (х) при #з > 0; Ivj (х', х3) = — ̂  (s', —дт 8), j = 1,2; lv3 (х', х3) = 
= у з — #з); (я', #з) = ~Р (х\ ~—хз)> хз < 0, при всех ж' ЕЕ i? 2-
Еели У 0 ( я ) удовлетворяет условию А', то функция IV0 (х) удовлетворяет 
условию А (к = 2). Построенное по начальным функциям IV0 решение задачи 
Коши {v r , pv} для системы (1) будет удовлетворять условию 

v) | Х з = 0 = 0; / = 1, 2; p? U 3 = 0 = 0. (9> 

Выполнение свойства (9) позволяет доказать следующую теорему (см. раз
дел 5). 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнено условие Аг и граничные функции v], 
/ = 1, 2; рь в (3) равны нулю. Тогда для решения W (x, t) = {v , р) задачи (l)r 

(2), (3) справедливо асимптотическое разложение при t—» оо 
0 

J v°3(x)dx + ^F'(x-y,t)W(y)dy + W ( s , t): •-t 4 0 
2a3 

L 0 J 

+ exp ( - tcC*v~i ( 1 + ß r i } J Г _ У | ^ ^L) Z V ° (y) 

где число a3^> 0 и матрицы F', F" (при % = 2) определены в теореме 1. 
Далее в разделе 6 на основании теоремы 2строитс я асимптотика решения 

задача (1), (2), (3) при V 0 (х) = 0 и граничных функциях w B = {v®, v%, pB}t 

удовлетворяющих следующему условию 
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У с л о в и е В. Вектор-функция w B имеет носитель, заключенный в по
лосе 0 ^ t iV, а/ Œ i? 2

 и существует интеграл 

| | w B Ц 1 Д = J ( l + |a?|)|wB(^,«)Ida: ,Ä<oo. 
Eg 

T е о р е м а 4. Пусть ß = 0 и a 4v 2<a 2 ^ а 0; У 0 (х) = 0. Тогда для решения 
V г) задачи (1), (2), (3) ?г/щ a;' €=i?2? хз > 0 w ?гри 2—>оо справедливо асимп
тотическое представление 

Y(x,t) = I3

 V 2^*i $ ^ й г , т ) ^ т + < ? ( * , * ) , 

где 7 3 = (0, 0, 1, 0 ) Г , <? (ж, i) = (g1} g2, g 3, g 4), причем 

I g, (Ж, f) I < с Г * (1 + I x' \ + xt) Il wB | | 1 Д -j- сйГ™ И ^ | | 1 Д + 
+ (1 + ^ ) е-^ (II w* | | 1 Д ) + II />« | | 1 Д ); S l > О, 

где постоянные с^> О и се^> 0 не зависят от (x, t), г — произвольно малое 
положительное число; Т — знак транспонирования. 

1. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ РЕШЕНИЯ 
ЯАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ JB+ 

Пусть выполнено условие А'. Тогда, как показано в введении, заменив 
искомые функции v, р на v — v r , p — рТ, где v r и рт — решение задачи 
Коши для системы (1) с начальными функциями ZV0, мы сведем задачу (1)— 
(3) к задаче с однородными начальными условиями 

•1*-о = 0, р | , - 0 = * 0 (xŒRÎ) (1.1) 

и с краевыми условиями (6). Здесь мы использовали условие (9). 
З а м е ч а н и е 1.1. Если граничные условия (3) заменить на 

v ^ 0 = v){x',t), / = 1 , 2 ; Ц = **(*', *), (1.2) 

то задача (1), (2), (1, 2) может быть сведена к задаче (1)—(3). Для того, что
бы убедиться в этом, достаточно заметить, что из последнего уравнения сис
темы (1) находится 

p (x, t) \х^о=Р° (х) k=o + of* J (l̂ V, *) + i £ -0 + T ) ) d T -
о 

1осле преобразования Фурье #V-~s' и преобразования Лапласа 5ßt-~\ задача 
1), (1.1), (6) переходит в граничную задачу (5)—(6). 

К условиям (6) следует добавить естественное условие 
liw {v (s', хв, у), p (s', х3, у)} = 0. (1.3) 

Х3—+00 
Характеристическое уравнение системы (5) имеет вид 

Р (/, X, у) = det А (&?!, is2, X, у) = 0. (1.4) 

ри ß = О уравнение (1.4) примет вид 
(а2у + v"1) (у + v [ / | 2 — vX2)3 + (—yv"1) (у + v I / I 2 — vX2)* + 

+ Û)2 (a 2 y + v*1) (y + v| s' I 2 — v?.2) — со2 (yV 1 + | / | 2 ) = 0. (1.5) 
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Наряду с уравнением (1.4) будем рассматривать уравнение P (sr, у, у) = О, 
которое получается из (1.4) после замены переменной X на переменную у по 
формуле 

y = v \ s r \ % J r y — vX2, (1.6) 

а также уравнение Р ( / , т, у) = 0, получающееся из (1.4) после замены 
т = АА Нам будет удобно наряду с этими уравнениями обозначить отдельно 
их в случае ß = 0: 

(а 2 у + v"1) i/3 + ( - y v " 1 ) у2 + со2 (а 2у + v~l)y - со2(у + v | У | 2 ) = 0; (1.7) 
(а 2 у + v""1) (у + v I s' | 2 — VT)3 + (—vv' 1) (у + v | s' |2 — — VT)2 + о 2 (а 2 у + v"1) (у + v I s' |2— VT) — 'со2 (yv~l + | s' | 2) = 0. (1.8) 

Если в уравнении (1.4) положить % = isz, sd<EE i? l 7 то данное равенство перей
дет в характеристическое уравнение задачи Коши (1)—(2) (x Œ i? 3 ) . 

В работе [16] была доказана 
Л е м м а 1.0 Для любого ô 0 ^> 0 найдется такое s о ^ (̂ о) ^ 0, что 

при всех I s I > ô0 для любого корня у (s) характеристического уравнения за
дачи Коши (1)—(2) справедливо неравенство 

R e Y ( s ) < - e 0 ( I * | > ô 0 ) . 
Здесь s = (s x, s 2 , s 3) — переменная, двойственная пространственной пере
менной x ЕЕ Д 3 . 

Справедлива следующая лемма, доказательство которой вытекает из 
леммы 1.0. 

Л е м м а 1.1. Выберем о х> 0, 6 2 > 0 ягак, чтобы б = УО? + ô î > o . 
Предположим, что на множестве Е переменных s', у 

E = {s', у: I s ' I > ô; - е 0 (ô) < Re 7 < 0 } , (1.9) 

где е 0 (ô) определено в лемме 1.0, существует Х0 = Х0 (s', у)— корень (непре
рывная [ветвь) уравнения (1.4), для которого \ Х0 (s', у) | J> б 2 при всех 
(s', у) из множества Е. Если при этом в некоторой точке s'0, у 0 множества (1.9) 
Re Я 0 (si, Уо)^>0 (Re Х0 (si, у 0 ) < 0), то и на всем множестве Е: Re Х0 (s', 
у) > 0 (Re Х0 (*', у) < 0). 

С л е д с т в и е 1.1. Пусть \$' | I> ô > 0. Тогда роено 7?гри (с учетом 
кратности) непрерывных ветви Х-корней уравнения (1.4) Xj — Xj (ô', у), 
7 = 1, 2, 3 при всех ( / , у) из множества Е обладают свойством Re Xj (s\ у) < 
< 0 , 7 = 1, 2 , 3 . 

Действительно, при всех (s', у) из множества i? корни уравнения P (s', 
х, у) = 0 не могут принадлежать лучу —оо <; т 0. В противном случае 
после замены т = —sl (s3 ЕЕ Ri) мы получили бы противоречие с утвержде
нием леммы 1.0. Следовательно, для любого корня Xj уравнения P (s, т, у) = 
= 0 при (s', у) из множества Е выполняется условие | arg Xj | < я. Положим 
далее 

^ = / | ^ 7 J e x p { i ( ^ a r g T J - + л ) } , / = 1 , 2 , 3 . (1 .10) 

8 этом случае Re Xj— |/"fr7[cos {— arg Xj + jtj < 0 при всех (s', у) из 

множества Е. Утверждение доказано. 
З а м е ч а н и е 1 . 2 . Остальные корни уравнения (1.4) можно определить 

по формуле Xj+2 = —Xj, 7 = 1, 2, 3. Следовательно, Re Xj ^> 0, / = 4, 5, б 
при всех (s', у) из множества Е. 
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З а м е ч а н и е 1.3. В формуле (1.10) Xj (sr, у) — непрерывная (аналити
ческая по у) функция на множестве всех ($', у), для которых т7- (s', у) — непре
рывная (аналитическая по у) функция ^ т Е= (—сю, 0]. Для всех таких (s'', у): 
ReXj ( / , у ) < 0 , / = 1, 2, 3. 

С л е д с т в и е 1.2. При любых s' Е й 2 u ^ : Re ^ = 0 справедливо не
равенство Re Xj (s', у) 0, ; = 1, 2, 3. 

Утверждение, сформулированное в следствии, вытекает из следствия 1.Î 
и непрерывной зависимости Xj (s', у) от s' ЕЕ i? 2 . 

Рассмотрим вопрос о наличии кратных корней у уравнения (1.7) при 
Re у = 0. Дискриминант D2 = (у3 — #i)2(z/2 — Vif (Уз — У2)2 этого уравне
ния имеет вид (см. [25]). 

В2

 = _ Œ 2 ( ß 2 v ? + ! ) - 4 0 

где 
ф ( / , у) = 4со4 (a 2vy + I ) 4 + 4 7

3 (у + v | s' | 2) - со2 (a2vy + I ) 2 х 

Х (у 2 + 18 (7 + v I s' I 2 ) со2 - 27 (у + v | s' | 2)). (1.11) 

Справедлива следующая 
Л е м м а 1.2. Пусть a 4 v 2 a ) 2 > о 0 = ^- (]/"372 + 16-27 — 37). Тогда при 

всех s' ЕЕ i? 2 для любого у — корня уравнения Ф ( / , у) = 0: Re 7 Ф 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что существуют ц ЕЕ ü 2 и у 0 = 

= (# ЕЕ i?i), такие что Ф (% у 0 ) = 0. Выделяя вещественную и мнимую 
части равенства Ф (% у 0 ) = 0, получаем систему двух уравнений относитель
но неизвестных | s | и х, которая при a 4v 2cû 2 > сг0 не имеет вещественных 
решений. Полученное противоречие доказывает лемму. 

С л е д с т в и е 1.3. Пусть a 4v 2co 2 > о 0 . Тогда при всех $' ЕЕ R% и у: 
Re у = 0 все у — корни уравнения (1.7) различны. 

Утверждение вытекает из леммы 1.2 и представления дискриминанта D2 

уравнения (1.7). 
З а м е ч а н и е ! . 4 . При ß > 0 следствие 1.3 верно при всех a 4 v 2 o 2 > 0. 

Громоздкое доказательство этого утверждения мы не приводим, поскольку 
в дальнейшем изучаем лишь случай ß = 0. ( 

С л е д с т в и е 1.4. Пусть a 4v 2co 2 ;> а0. Тогда при всех значениях пара
метров (s', у): s' Œ i? 2 , Re y= 0 кроме (0, + ш ) и (0, 0) все X — корни урав
нения (1.5) различны и отличны от нуля. 

Действительно, так как для корней уравнений (1.7) и (1.8) справедливо 
соотношение 

т . = T V - i + j / p v - i y j i j = i ? 2, 3, (1.12) 

то, как вытекает из следствия 1.3, все т7-, ; = 1, 2, 3, различны при всех у: 
Re у = 0, s' ЕЕ i? 2 . Если, кроме; того, | s' \ Ф 0, то т7- ($', у) Ш (—сю, 0], 
j = 1, 2, 3 (см. доказательство следствия 1.1).[Это означает, что все корни Xjt 

7 == 1, 2, 3, а следовательно, и все корни уравнения (1.5) отличны от нуля и 
различны. 

Покажем, что при | s' \ = 0 уравнение (1.8) при всех у: Re у = 0 не имеет 
корней Т Е ( ~ О О , 0], за исключением корня т = 0 при у = 0 и у = ЧЧсо. 
Действительно, при | $' J = 0 уравнение P (s\ у, у) = 0 можно записать в 
виде 

[(у2 + со2) ((а 2 (ß + 1) у — v"1) у - у (v- 1 + ce2vßy)) = 0, 

откуда (и из (1.12)) следует наше утверждение. 
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Вернемся теперь к исследованию разрешимости задачи (5), (6). Справед
лива следующая 

Л е м м а 1.4 Пусть a V c o 2 ;> о 0 . Тогда при любых $r Œ i? 2: \ s' \ Ф0 и 
у: Re у = 0 существует единственное решение задачи (5), (6), стремящееся 
к нулю при х3 —> + о о . Это решение представимо в виде 

V (s\ xz, у) = CfC (s\ * 8 , у) w*, (1.13) 

? = (г?!, £ 2, î?3, р ) ; » = { ^ J % m } , 1 < / < 4; 1 < m < 3; 

з 
w ß = {vf, £f, р в } , причем CfC-h m = 3 m, г (s', ar3, y); 

•^î.m.z == (—1)г ехр (Xtx2) со""1 I s' | 2 D - 1 ( — а д — ZS2CÛ) гшл\ (1.14) 

^ 2 , т , г = (~-1) г ехр ( W со"1) s'l »IT1 ( - а д + ẑ co) гт$1; (1.15) 

^ з , m, г = ( - 1)Z ехр (Xtxz) оТ11 s' I2 D-^yJ1 (y? + CÛ2) r m , г; (1.16) 

^ 4 , m, i = ( - l ) z exp (^ 3) со"11 s' I2 D"1 (y? + со2) rw, z; (1.17) 

D = (Уг — У2) (Уг — Уз) (У2 — I/з); (1-18) 

ri, г = (w 2^ — is^) (yl + со2) — (is2y$ — ẑ co) (z/2 + со2); (1.19) 

r2, i = — (îsyj/v + is2(ù) (y% + со2) + (isxyb + zs2co) (yl + со2); (1.20) 
ru = (^1Уц + is2(ù) (—гзд& + — (—ЩУ\л + îsi®) (istft + zs2oo). 

(1.21) 
Здесь целЫе \x и fi не равны l и 1 <^ р, < ß <С 3; Хь = (s', у) — корни урав
нения (1.5), Z = 1, 2, 3; Re Яг < 0 & уг = v \ s | 2 + 7 — vXb 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При всех \ $' | ]> 0 и 7 : Re у = 0 все À — кор
ни уравнения (1.5) различны и отличны от нуля (см. следствие 1.4), а т — 
корни уравнения (1.8) различный не принадлежат лучу —оо < т <^ 0. Сле
довательно, существуют три различных корня Хх, Я2, Хг уравнения (1.5), у ко
торых Re Xj < 0 , / = 1 ,2 , 3; причемВе Xj > 0 при / = 4, 5, 6. Поэтому, убы
вающие по модулю при хг - » + о о решения системы уравнений (5) Следует 

_ з 
разыскивать стандартным образом в виде V = 2 c^^Xi, где A (is', Xh 

у) Z z = 0, a Ci = С; ( / , у) находятся из условий (6). Из изложенного выте
кает утверждение леммы. 

Лемма доказана. 
Л е м м а 1.5. При ct4v2co2 > о 0 корни уравнения четвертой степени 

ф (s\ у) = 0 (см. (1-11)) при любых s' Er i ? 2 удовлетворяют условию 
Re У И * ' ) < - * о < 0, / = 1 , 2 , 3 , 4 . (1.22) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Выясним поведение корней уравнения 
ф (s', у) = 0 при [ s' j —> 00. Используя известную диаграмму Ньютона 
(см. [26]), мы можем выписать асимптотики при [ s' | о с корней уравнения 
Ф (*', у) = 0: 

Т Ь л , К I8 Re (Ь,+ •>(!)) Be ( - m » + 0 ( 1 » ' Г ) 7 - _ Q Д 
П е Т у — | 6 . + 0 ( 1 ) | 2 ' / — Х>*>

 n e T j — | _ v a î + 0 ( | s ' |-1)|S ' / ° ' ' 
J ( 1 . 2 3 ) 

здесь = (a, v, о) < 0, / = 1, 2. Из этих представлений немедленно вы
текает справедливость оценки (1.22) при | s'\ ;> N, где N ^> 0 — достаточно 

1 6 3 б* 



большое число. Справедливость (1.22) при | s' | < N вытекает о непрерыв
ной зависимости корней у, (s'), / = 1 , 2 , 3 , 4 от s'Œ R* и свойства 
& е 7j ( О =7̂= Q, s ' Œ i ? 2 î доказанного выше. 

Лемма доказана. 
С помощью леммы 1.5 выписываем представление решения V (x, t) задачи 

(1), (1.1), (6) при ß = 0 в виде 
W (X, t) = [ÄTiv * S i Ï ) w (s', ?)]] = 

= G (x', x3, t) * (ж', t), 

где элементы G^m матрицы G находятся по формулам 
Ghm = f ÔLX^ (s'4 x3, y)]], / = 1, 2, 3, 4; ттг = 1, 2, 3. 

2. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА КОРНЕЙ 
ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ 

ЗАДАЧИ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ BÎ 

Всюду ниже будем считать OSVCÖ2 > сг 0. Пусть Я7- (/ = 1, 2, 3) — корни 
уравнения (1.5), определенные формулами (1.10) по корням Т / , / = 1, 2, 3 
уравнения (1.8). Тогда 

у. = у + v I s'I* - vA,2 = 7 + v I s' I 2 - vr,-, / = 1, 2, 3, (2.1) 

корни уравнения (1.7). 
Сформулируем ряд лемм, в которых изучаются специальные свойства 

корней характеристического'уравнения исходной задачи, необходимые для 
доказательства основной теоремы. В связи с большим объемом аналитиче
ских выкладок, проводимых при доказательстве этих лемм, мы приводим 
лишь формулировки полученных результатов. Полные доказательства ут
верждений лемм см. в [28]. 

Л е м м а 2.1. Пусть в уравнении (1.7) у = | у |е'ф, я/2 <^ ср <; Зя/2; 
J s'I принадлежит компакту f S d [0, сю). Тогда при | у | —> со справедливы 
асимптотические представления 

у . = + о ( I у Г1), / = 1, 2; у3 = v^cT 2 + О (I у Г 1), (2.2) 

где оценки \0 [\ у J"1) равномерны по (р ЕЕ [я/2; Зя/2] и | s' | Œ S. 
Л е м м а 2.2 Пусть $' ЕЕ R% и у = —в + гр0 (е > 0; — ос < р 0 < оо). 

Тогда любой корень xj = х3 (s\ у) уравнения (1.8) обладает следующими свой
ствами при I р 0 I + v I s'\2 —•> оо: 

I I > (2v)^/pS + v 2 | s ' I 4 ; arg Xj = 6У + о (1), (2.3) 
где / = 1, 2, 3; Qj = в; (ф); tg ф = poV"1 | s' Г 2; Ф Œ Г-я /2; я/2]; | 6 -
— я I > ô > 0; о (1) 0 туш | р 0 | + v | $' | 2 - > оо. i fom же при этом 
i]) —> 0, лго следует дополнительно потребовать, чтобы г Ф cc^v"1. 

С л е д с т в и е 2.1. Яусттгь ЕЕ i? 2 , у = —е + ф 0 , р 0 Е ^ , е > 0, 
8 ф a 2v *. Гогда тгргг | р 0 | + v | s' |2 > N (N > 0 — достаточно велико) 
корни %; (/ = 1, 2,3) уравнения (1.5), определенные равенством (1.10), #<5oé?~ 
летворяют условию 

R e ^ < - c / | p 0 I + v | s' I«, 7 = 1 , 2 , 3 , (2.4) 

где постоянная с^> 0 не зависит от р0и \ s'\. 
Справедливость (2.4) следует из (1.10) и леммы (2.2). 
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Л е м м а 2.3. При всех \ s' \ Œ i? 2 и у: Re 7 < 0; | 7 + a~ 2 v _ 1 | > ô > О 
для корней yj (/ = 1, 2, 3) уравнения (1.7) справедливы оценки 

I 0/ у) I < с (1 + | *Т л), / = 1, 2, 3, (2.5) 
еде с = с (о) ^> 0 не зависит от у и \ s' ).• 

Л е м м а 2.4. Пусть s' G ü 2 , | s'| > Ô u ys (7 = 1, 2, 3) — коршг ypae-
нения (1.7). Тогда существуют e > 0 w постоянная с (е)]> 0, такие, что при 
— 8 <; Re 7 0 справедливы оценки 

I < с (ô)j/"i + | т I + V K I 2 ; I я,, r < с (ô). (2.6) 
Пусть в уравнении (1.7) величина | 7 + v\s' | 2 | достаточно мала. Среди 

корней уравнения (1.7) имеется единственный, как легко видеть, корень, 
который стремится к нулю при | 7 + v | s' | 2 | —> 0. Обозначив этот корень 
через уд, положим т 3 (s', 7) = v - 1 7 + | s' | 2 — v _ 1 y 3 (s', 7). Справедливо сле
дующее 

З а м е ч а н и е 2.1. Полагая % = 0, £ = | s' |, запишем уравнение (1.8) 
в виде 

P (I, 0, 7) = (7 + vi2) (a 27 (7 + v i 2 ) 2 + g2 (7 + vi2) + cô 2 a 2 7)=0. (2.7) 

Пусть1 Im 7 = 0, Re 7 ^ 0. Поскольку P (I, 0, 7) —> + 0 0 7 —> —сю, 
P (g, 0, 7) = 0 при y = 7 4 , 0 = -vl2 и P (0, g, 0) = v2l2 > 0 (i > 0), т о ка 
полуоси —oo < 7 <^ 0 лежит по крайней мере еще один корень уравнения 
(2.7). При I = I $'| ЕЕ (0, о) таким корнем может быть только 

7з,о = - v o T 2 c T 2 I s' | 4 + О ( I s' | б ); (2.8) 

7з,о — вещественное число и 
Im уд ( / , 73,0) = Im (73,0 + v | s' | 2) = 0 (0 < | s' | < Ô). (2.9) 

Заметим, что асимптотические разложения при | s' | —» 0 трех других кор
ней уравнения (2.7) имеют вид 

Yi. о = ( - I )* 1 *со - v j | 2 - ( - î y + i + О Q |4) , у = 1,2; 7 4,о = — v\s'\2. 

(2.10) 

Л е м м а 2.5. Существуют 8 > 0 м о > 0 такие, что при —е <1 Re 7 ^ 
<; 0; 0 <J I s' I ̂  ô для корней ух и у% уравнения (1.7) не обращающихся в нуль 
при I s' I + I 7 | = 0, справедливо асимптотическое представление при 
! / i -* о 
щ = (— 1ущ® — -g— VCÛ J s' | 2 (со -f- a2vû)7 + (— iy+Чур- + 0(\s' 1*), / = 1 .2 . 

(2.11) 
. й р и оценка О (\s' I 4) равномерна по y на каждом компакте, содержа-
щемся в полосе —е <^ Re 7 <^ 0. 

З а м е ч а н и е 2.2. Пусть 0 > Re 7 ]> —s, e ]> 0 — достаточно малое 
число. Тогда корень т 3 уравнения (1.8) обращается в нуль лишь в точках 
7з,о (I 5 ' I)^74,o О 5 ' D-5 Действительно, из (2.10) и (2.11) вытекает, что 
при произвольном \ s' \ ЕЕ [0, ô]: VT7- = 7^ 0 + v | s' | 2 — у^ (s', 77\о) ^ 
= О (I s' | 2 ) , 7 = 1, 2. Но из лемм 1.5 и 2.1 вытекает, что в полосе 
0 > Re 7 > —е модуль разности | т7- — r f c | = | у ; — y f e |, ; &, 7, 1 С Е { 1 , 2 , 3 } 5 

ограничен снизу равномерной по [ s' | ЕЕ [0, Ô] положительной постоянной. 
Поэтому I т 3 j Ф 0 при 7 = ук, о, А = 1, 2. 
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С л е д с т в и е 2.2. В условиях леммы 2.5 для корней уравнения (1.7) 
справедливы представления при \ s' | —> О 

Vi = + О (Is'p), j = 1,2; г/з = Y (« 2 vï + l )" 1 + 0(\s' | 2 ) , (2.12) 

причем оценки О ( \ s' |2) равномерны по всем y: —e <^ Re y <C 0. 
Л е м м а 2.6. Существуют ô > 0 u e > 0 такие, что при 0 <; | s' | <; ô 

& —e ^ Re у <^ О корни т х w. т 2 уравнения (1.8), построенные по корням ух 

и у2 уравнения (1.7) тгрц помощи формул (1.12) являются аналитическими 
функциями у в области —e <С Re 7 <^ 0. Если же 
<| [ s' | 2 < ; ô 2 при достаточно малом Ö ]> 0, то каждый корень Т / , / = 1, 2 
удовлетворяет одному из следующих двух условий; 

Re x, (s', у) > 4 1 s ' I2' ( - I m xi <s'' V) > CJ > °> (2-13) 

где постоянная Cj ^> 0 не зависит от $' и 7. 
С л е д с т в и е . 2.3. 5 условиях леммы 2.6 7го формулам (1.10) находятся 

корни Хг (sf, 7) u Я2 (s', 7) уравнения (1.5), являющиеся аналитическими функ
циями у при Rey^> | - | 5 ' 1 2 пРи в с е х s': O ^ K I ^ ^ " Цля этих корней 
в указанной области изменения у и sr выполняется оценка Re Xj (s', 7) <С О, 
/ = 1, 2. 

Л е м м а 2.7 Пусть s' ЕЕ i?2> 0 < | s' | < ô. Тогда отношение 
?) з̂"1 ($\ ?) 0 окрестности точки у — — v | s' | 2 представимо в виде 

h (*'. У) у;1 (s',y) = \Q (s', у) |У. ехр {г (-1- arg Ç + at)} , (2.14) 

где 
Q (s', у) = (*', У) fo8 (s', y) - 1) [v (y + v I s' p)]" 1. 

Функция tj?3 (s', 7), участвующая в представлении корня у3 = (7 + 
+ v | s' j2) afg1 (s', 7), аналитична в окрестности точки у = —v | $' | 2 & 
имеет в окрестности этой точки асимптотику о|)3 ( / , 7) = 1 + a 2 v7 + 
+ 0 ( l 7 + v | / | 2 | ) . 

R дальнейшем нам понадобится более точная информация о корне т 3 (Х3) 
уравнения (1.8) ((1.5)) при 7 ЕЕ (—v \ s' I2, 7 3 j 0 ) (см. (2.8)). Справедлива 
следующая 

Л е м м а 2.9. Пусть е > 0 ô > О — достаточно малые числа (vô 2 < е). 
Если 0 < 1 s' I < ô, 7тго корень т 3 уравнения (1.8) (т 3 |Y = 3_vis'i* = 0), 
положителен при —e < у < — v | s' | 2 , отрицателен при —v | 5 ' | 2 < 7 < 
< 7 3 ï 0 (e.w. (2.8)), положителен при y3tQ < 7 < 0. Отсюда, в частности, вы
текает следующее свойство корней Х3 уравнения (1.5) w г/3 уравнения (1.7), 
соответствующих корню т 3 уравнения (1.8), тгргг. v | s' [2 < z < е: 

^3#3 | V s = s Z e —iît — ^ з ^ З 1
 \ y = = z e i J t — 0> 

(2.15) 

з̂Уз ехр (Х3х3) \^ze-m — ХзУз

г ехр (Х3#3) = 0. 

Если же —7з, 0 < 2 < v [ s' \2, то 

^зУз1 I v ^ - i * - | ^ 1 « = - 2i Y\Q(s',-z)\, (2.16) 
где функция Q введена в (2.14). 

В заключение этого пункта найдем асимптотику корня у3 (у3 = 7 + 
+ v I s' | 2 — VT3) уравнения (1.7). вблизи точки у = у 3 > 0 (| s' J), 
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Л е м м а 2.10. Пусть 0 < \ s' | < ô u Ô > 0 — достаточно мало. Тогда 
при Т - > 7 з , 0 

Уг = Уз о + v I s' | 2 + р 3 (I s' |) (у - у3,0) + О (| у - 7 з , 0 | 2 ) , (2.17) 
где 

р 3 = [1 _ а \ ( ? 3 ) 0 + v i 2 ) + со"2 (7з,о + v i 2 ) 2 (1 - а 2 (?,,„ + 
+ vg 2 ) ) ] [ l + а 2

П з , 0 - ( ? 3 ,о + v | 2 ) со"2 ( 2 Ъ , 0 - 3 (1 + 
+ а% 7 з,о) (Y8.0 + vi 2))]" 1- (2.18) 

С л е д с т в и е 2.5. В условиях леммы 2.10 для функции ty3 (s', у), введен
ной в лемме 2.8, справедливо асимптотическое представление при Y"~~^?3,o : 

ta (s', у) = 1 + g (1 - р 3 ( | s ' I) + О (q)) (Y3,o + v | s' |2 + 
+ P s ( | s ' I) <? + О (g2))"1, (2.19) 

гое функция p 3 определена в (2.18) и q = у - y3i0. 

3. ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛОВ 
ИЗ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ТЕНЗОРА ГРИНА 

НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 

Решение W (x, t) задачи (5), (6) представлено нами в виде W (x, t) = 
= G [x, t) * WB (х, t) (см. формулы (8) и (1.13) — (1.21)). Таким образом, не
обходимо построить асимптотические'представления при t —» оо для функ
ций Gji7nti (x, £), которые при помощи замены переменных 

I = Vsl + st; st = S cos ф; S2 = I sin cp; ф EE [0, 2л) (3.1) 

могут быть представлены в виде 
2JT со гсо 

Gj, т , i = —[jr. 5 J J еЧ>*«К}, m, i (i, Ф, *„, Y) dY dg dq>, (3.2) 
О 0 —гоо 

где К (i , ф, я 3 , Y) = УХ (I cos ф, i sin ф, я 3 , Y), ИЛИ 

%i,m,i = co-^i ( - I ) ' / ' * ' (—y, cos ф — © sin ф) 1(уг — у,) (Уг - Уз) (Уъ— 
I- Уг)]-^; (3.3) 

Ki,m.i = « _ 1 i i ( - l ) r (—Vi sin ф + со cos <p)' {(yx - y2) (yt - y3) (y2— 
— Уз)"1 dm,i, (3- 4 ) 

Kz,m,i = со"1 ( - l ) z + 1 № (hyj1) (yï + CÛ2) - у,) (fc - г/з) (У» -

Я4,т,г = со"1 ( -1)* (у? + СО2) [(Уг - Уе (У! - Уз) (Уг - Уз)ГЧтЛ- (3.6) 
а1Л = (iyp sin ф — ico cos <p) (yj + со2) — (гг/р sin ф — г со cos <р) (yl + со2); 

(3.7) 

аг г = — (й/ц, cos ф + гсо sin ф) (у\ + со2) + (% cos ф + гсо sin <р) (у\ + со2); 
(3.8) 

d3d = (г'г/ц cos ф + гсо sin ф) (— iy{i sin ф + гсо cos ф) i — (3.9) 

— i (i^ß cos ф + гсо sin ф) (— iy^ sin ф + ico cos ф) 
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(m, I = 1, 2, 3; 1 < fx < ß < 3; ц ^ l\ ß ^ 0; p == cos ф + x2 sin ф; y f r 

и Xk (k = 1, 2, 3; Re 5^ < 0) — корни уравнений (1.7) и (1.5) соответственно. 
Представим интегралы (3.2) в виде 

(*, *) = *) + (а?, *), (ЗЛО) 
где 

2Я со гоо 

вГт.1 = ( 2 я Г ( - 0 S S I Kj,m,i(l, ф, s „ Y)****d7dÊ<up; (3.11) 
О 0 —гсо 
2Я ö гсо 

Glm, i = (2я)"3 ( - i) J J J Z,-, ж . г (ç, Ф, s „ Y) dy dg <fcp. (3.12) 
0 0 — г с о 

Л е м м а 3.1. Для любого ô > 0 существует 8 ^> 0 такое, что для ин
тегралов Gftm,i (x, t) при всех х Е Й 2 ) Ж з > М > 0 справедливы оценки 

I Gj?m,7 « ) | < с ехр (-в*) (1 + х?) (3.13) 
с постоянной с ^> 0, независящейomxut; j = 1, 2, 3, 4; 7?г = 1, 2, 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из представления дискриминанта уравнения 
(1.7) (см. (1.11)), леммы 1.5, представления (1.23), леммы 1.5 получаем рав
номерную по всем / ЕЕ i? 2

 и —с 0 Re у <^ 0 оценку] 
I (Уг - У%) (Уг - Уз) (У* - Уз) I > * (1 + I ? I)*"2. (3.14) 

Кроме того, из вида уравнения (1.7) вытекает, что yj ($', у) Ф 0, ; = 1, 2, 3 
при всех / Е й 2 и i Е С: Re у > —v I / | 2 . Из равенств (1.6), (1.10) лем
мы 1.5 и следствия 1.1 легко устанавливаем, что корни у3 уравнения (1.7) и 
Xj уравнения (1.5), / = 1, 2, 3 при всех (s', у) : | s' | > о; — сг <; Re у<^ 0; 
сг = min {с0; г/2 v ô 2 ; | 1 / 2 8 o (ô)} являются простыми и представляют аналитиче
ские функции в указанной полосе. При этом мы учитываем также, что на 
множестве | s'\ > S; Re у ^ — г / 2 е 0 (о) (см. лемму 1.0) Т / ($', у), ; = 1, 2, 3 — 
корни уравнения (1.8) не принимают значений, принадлежащих полуоси 
( — с ю , 0]. Воспользуемся далее теоремой Коши для перехода в (3.11) от ин
тегрирования по у ЕЕ (—гоо, гоо) к интегрированию по у ЕЕ ( — 8 — &оо, 
—в + г о о ) , 0 < 8 < с 1 . Для этого нам осталось оценить по модулю функции 
К],тл (£, ф, х3, у). Имеем 

I К Ш % 1 | < с ехр Re Хг) ( 1 + | у \f (1 + g) 4 , ; = 1, 2, 4; 

I Кз,тл К с ехр (а 3 Re Яг){(1 + I У I)2 (1 + £Г/з + 
+ (i + 1 у p (i + т у , (3.15) 

где 771, I = 1, 2, 3; £ = | / | > Ô; — 8 < Re у < 0. 
Используя следствие 2.1, оценки (3.15), теорему Коши, с помощью стан

дартных рассуждений при xz > 0 устанавливаем следующие представления 
для интегралов G™mfi (x, t): 

2Я со —е-Цсо 

Gl m, i (x, t) = jj J jj e'Pb^Ä-j, m , i (S, ф, x3, y) dy dl dtp. (3.16) 
0 g —e—гоо 

После простых оценок находим из (3.16) с помощью (3.15) следующие не
равенства (интегрируя при | Im у | ;> N по частям): 

со 

I б"« , г (я, i) I < e-E fc (iV) [ J jj e-Elim v|V«3+î«.]c (i + 

ô Imys{(N, oo)'j(—», — N ) } , R e v = — e 

+ IY I)3 (1 + \dy\dl + c' (N)} < ce-e* (1 + x?), 
где постоянная с = с (g, б) > 0 не зависит от x е -й2> ж3 > 0, г > 0, 
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Лемма доказана. 
Рассмотрим далее интегралы б£ т о , г (я, t) (см. (3.12)) при I = 1, 2. Вос

пользовавшись леммой 2,6 и следствием 2.2, как и при доказательстве лем
мы 2.1, убеждаемся в том, что функции Кишл (g, ср, # 3 , у) при Z = 1 ,2 голо
морфны в полосе тг v£ 2 < Re у < 0 и ч т о о т интегрирования по Rey = О 

в (3.12) можно перейти к интегрированию по Rey = ~-£ 2 . После этого 

представим интеграл G)^m,i (x, t) в виде суммы Göj,m,i = GfXa + G ; \ m , z > 
где 

2Я ô 
G?,' m, z (x, t) = ( 2 j t ) 3 . ^ \j ^ / й (S, <p, x') e^Kùt m, г (£, ф А ж8, y) dy d£ Лр; 

0 0 Re7=—V«v|* 

Л ( i , Ф, s') = exp (ipg) - 1; h (Ê, Ф, s') s 1. (3.17). 

Л е м м а 3.2. Для интегралов Gj,'m,z (#> £) при / = 1, 2; Z = 1, 2; ти. = 
= 1, 2, 3 для tfc&z Œ i ? 2 î #3 > 0, £ > О справедлива оценка 

I G;Im,z О К с (1 + I x' \ 2) Г 2 (1 + * з 3 ) (3.18) 

с постоянной с ^> 0, we зависящей от x и t. 
Доказательство проведем- при j = I = 1 (при других указанных выше 

значениях /, Z доказательство проводится аналогично). Установим нера
венство 

I (Уг - й ) (Ух - »в) I > О 0, 0 < g < б, - в < Re Y < 0. (3.19) 

По следствию 2.2 имеем 

Уг-У2 = 2ш + О (g 2); y 1 - V s ^ i ( ù - y ( a

2 vy + l)"1 + О (g 2), 
(3 .20 ) 

причем оценки О (g2) равномерны по всем у: — 8 <1 Re у <; 0. Можно пока
зать, что если 8 ^> 0 достаточно мало, то существует постоянная с > 0 та
кая, что I ш — у (a 2vy + l ) " 1 I > с (e) ^> 0 при всех у: — 8 <1 Re у 0Г 

откуда вытекает неравенство (3.20). Заметим, что справедливы равенства 

(хх cos ф -f хг sin ф) (cos <р уг + со sin ф) dm, t (yv у2, ф) d<p = 0; (3.21) 
о 

i 
ехр (îpg) == 1 + ipt + (iplf Фх (îpg); Фг (т) = \ e™ (1 — сг) do. (3.22) 

о 

Из представлений (3.3) — (3.9), оценок (3.19), (3.20), (2.4) и послед
них равенств выводим неравенство 

ô i со 

Gi ô m f l ( a , * ) | < c a ( l + ]*T )S l s * ~ T V ^ S exp ( - c 3 ]/" ц + v£ 2 я 8 ) fm (ц, S) ф dg, 
о 0 

где fm ((x, g) — ограниченные по LI GE (0, oo), g e (0, ô) функции, t > 0; 
# 3 ]> 0, постоянные c 2 > 0, c 3 ^> 0 не зависят от g, \i\ t, x. Простые оценки 
и вычисления интегралов в правой части последнего неравенства приводят 
нас к неравенству (3.18). 

Лемма доказана. 
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Л е м м а 3.3. Для интегралов Grjlm,i (хз* i) пРи J = 1» 2; m = i , 2, 3; 
Z = 1, 2 Эля a : 3 > 0 i i ^ 0 справедлива оценка 

I G* m, i ( s 8 , 0 I < СГ2 (x3 + x~3

3) (3.23) 

с постоянной с ^> 0, we зависящей от х3 и t. 
Д о к а з а т е л ь с т в о (проведем его при / = Z = 1). Введем обозначе

ния / х (ф) = —гоо (-—i в т ф + cos ф); 
h (ф) = (—i cos ф + г sin ф); / 3 (ф) = 1; 

? т (I, 7 ) = —гсо + у (а\у + 

m = 1, 2; Y 3 (g, у) = gco. Тогда интеграл G$lm,i можно представить в виде 
СУММЫ Gi, m , i (X3J t) = gm (x3, t) + gm {x3, t), ГДв 

£ m — ( 2 j l ) 8 3 со _ y2) _ 2/3) ' У 

a интеграл gm (x3, t) может быть записан также, как интеграл Gi'>mil (x, t). 
Повторив оценки, проведенные при доказательстве леммы 3.2, находим 

I g m (s 8 , t) I < с Г 2 (1 + я 3

3 ) , х3 > О, О 0. (3.25) 

Переходя к оценке интеграла (3.24), вычислим вначале 
2Я 

= $ /тя (ф) (cos фг/х + СО sin ф) йф, лг = 1, 2, 3. 
о 

Здесь pj = СО2; р 2

 = — J 0 ) 2 î М-з = 0* Таким образом имеем 
ô 

I m (*з» 0 = ftn (2яГ 3 (— 0 S S ехр (у* + V s ) X 
0 Re Y=~ "Y v|» 

X il^m (l y) [œ (yt - y 8) (z/x - г / 3 ) Г dy dg. (3.26) 
Из представления (3.20) нахоим при m = 1, 2 

T) [ ( ^ - Vs) (2/i - Уз)]'1 = ( - 2 ш Г + О (g 2), (3.27) 

причем оценка О (g2) равномерна по у: —е <; Re у <^ 0. Из представления 

(3.27) вытекает, что интеграл gm (x3l t) представим в виде gm(x3, t) = 

= g' (#з> t) +\g" (x3, t), причем для g" (x3, t) справедлива оценка вида (3.25), 

a интеграл gm (x3, t) записывается в виде 
б 

о 

где 

J (g, s a , t) = i J ехр (yt + Кгх3) dy, (3.29) 
г 

£ Д ё контур Г можно взять равным как прямой R e y = — y v g 2 , так 

и Re у = 0; t > 0 и х3 > 0. Интегрируя по частям в (3.29) и учитывая, что 

R e A ^ g-vg 2 + ï<r, g)~> — о о при J er I о о (см. (2.4)), 0 < g < ô, и = 
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= Im 7, получим 
i l °° 

Cf = — Г^хф" J е * Ч ^ ( ~- - L vg2 + ш, g ) ^ d o . (3.30) 
— CO 

Подставив A, = AZ^ | - v g 3 + ior, в (1.5) и продифференцировав полу

ченное тождество, найдем 

дХ1 i 
2vXL 

1 + ( » ? + < в * ) ( « Ч у г - 1 ) 
, Z = l , 2, 3 . (3.31) 3 (a 2 vy + 1) yf — 2yyL + Ш 2 (a^v + 1 ) . 

По следствию 2.2 имеем 

(j/? + со2) {а\уг - 1) = О ( | 2 ) , Z = 1, 2. (3.32) 

Кроме того, удается доказать, также при помощи следствия 2.2, что при 

- 4 - v ^ 2 < R e Y < 0 (0 < I < ô, 0 < v/2ô 2 < е): 
I 3 ( a 2 v y + 1) у\ - 2ут + со2 ( a 2 v 7 + 1) I > с, 1 = 1 , 2. (3.33) 

Оценим далее снизу |Я, |, Z = l , 2. Из равенства vXf = 7 + v | a — и пред-
1 

ставления (2.12) вытекает, что при | Im 7 — (— 1) г + 1ю | ;> 2 1> - у C 2 C Ö ~ 1 ' — 

~ 1Г (i -]_ a*vz(ù*)z/2 1 И П * ) И •" e 'V = = : 2 ~ v ^ выполняется неравенство 

v 1AJI > | Im v - ( - i)W CD I + О (g2) == -JL c 2 + О (g2), (3.34) 

причем оценка О (g2) равномерна по 7. Поэтому для указанных значений у 
и 0 < g < S выполняется неравенство ] кг | (^co^v"1)1/*, где правая 

часть достаточно мала. Если же | Im 7 — (— 1 ) ^ со j <^-^-' , то следует 

воспользоваться представлением (2.11). После простых оценок тогда полу
чим для 0 < g < ô (ô - мало): | v%\ | > с { ( 7 2 vg2) + I Im 7 — ( - 1 ) г + 1 о) | + 
+ О (g 4)}. Из последнего неравенства и оценки (3.34) находим, что для всех 
7 : Re 7 = — i / 2 v g 2 и 0 < g < ô: 

I lt p i < с (1 + I Im 7 - ( - 1 ) ï + 1 CÛ Г1/.), I = 1, 2 (3.35) 

и, следовательно, из (3.31), (3.32), (3.35) вытекает справедливость оценки 

^ I < о (1 + g2) {1 + I Im7 + ( - l ) z со |-V2}, 1 = 1 , 2 . (3.36) 

Применив неравенство (3.36) к оценке (3.29), с помощью следствия 2.1 
находим 

со 

I С/ I < с ехр ( - 1Ч) s 3 r i )j ехр (Re л А ) (1 + |*) (1 + | <r + © |-V*) da < 
—оо 

Из последнего неравенства и (3.28) находим 

1 1 * ) i;< i Ihn\c(*8 + x?) П5 g(1 + g2)e~"5" **dl < с Г 2 ( * 8 + xf). (3.37) 
о 

Неравенство (3.37) завершает доказательство леммы. 

171 



Из лемм 3.2 и 3.3 вытекает оценка для интеграла (3.12) 

I Gtm,i (x, t) I < с (1 + I х' | 2 + хя) (1 + а£3)Г2 (3.38) 

при j = 1, 2; m = 1, 2 , 3 ; J = 1 , 2 ; « E Д?. * > 0. 
Л е м м а 3.4. Для интегралов G6j,m, i (x, t) при } = 3, 4; m = 1, 2, 3; Z = 

= 1 , 2 для всех ж' Œ i?2>
 ж з > 0; £ > 0 справедлива оценка 

I <?|,т,г (*', в 8 , *) I < с (1 + 1 * ' D *~2 (1 + *з 4), (3.39) 

с постоянной с ^> 0, не зависящей от x , х3и t. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если воспользоваться очевидным представле

нием 
i 

е Ы = 1 + ф|Ф 0 {ipQ, Ф 0 (т) = I e™dv, (3.40) 
о 

то интеграл (3.12) можно записать в виде Gj , m ,z (x, t) = J x + J 2 , где 

^ * > = 1 2 ^ т И S / j " ( г р ? ) e Y ' Z j ' п ' 1 ( 1 , ф ' 7 ) d T d l й ф ' ( 3 ' 4 1 ) 

fx (£pS) = 1 ; / 2 (*PÊ) = »р|Фо (*PÖ-
Интеграл J 2 оценим по модулю. Для этого воспользуемся представлениями 
( 3 . 3 ) — ( 3 . 9 ) , а также оценками (2.2), (2.4), (2.6), (3.32), (3.19), (3.35) и след
ствием 2.2. После простых оценок находим 

ô у со 

i ^ ^ ^ K ' i K l j j ^ - " 2 " 1 * $ е х р ( - С А ] / | о | + 4-^2) (* + 
0 —оо 

+ j / V l + l H 2 ) ^ d i < c 3 | ^ | r 2 ( l + ^ 4 ) , (3.42) 

где положительные постоянные сХ1 с2, с3 не зависят от x', х3, t. Переходя к 
оценке интеграла Cfx (х3, £), заметим, что в подынтегральном выражении от 
переменной <р зависит только множитель ашЛ (£, ф, 7 ) , причем из формул 
3.7)—(3.9) при m = 1, 2, 3 и Z = 1, 2 вытекает справедливость представ

ления 
dm,i (i, Ф, У) = (fm,i (Ф) + О (5)) (у а - y,). (3.43) 

2Я 

Приэтом/з, г = 0, I = 1, 2; $ fm> г (ф) йф = 0 (m = 1, 2, 3; I = 1, 2),чтопозво-
о 

ляет интеграл J x с помощью следствия 2.2 записать в виде 
2Я ô 00 

J i (*з, t) = — 5 3 7 5 5 $ e™**Fm, z (5, Ф, Y) d a dg Й Ф , (3.44) 
0 0 —оо 

где для функции Fmd (£, ф, у) выполняется оценка 

J Fm, i (i, Ф, У) | < сеГ>№* ( 1 + | / | 01 + -i" v | 2 + I a - ( - iy+i(o | - v . ) • 

Y = — - j - 1 2 + to. 

С помощью последнего неравенства из (3.44) находим, как и при выводе 
(3.42), что Уг (х3, t) = 0 (Г 2 ) . 

Лемма доказана. 
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А. ОЦЕНКА ТЕНЗОРА ГРИНА ЗАДАЧИ 
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ Щ. 
АСИМПТОТИКА ПРИ t ~* оо 

Если проанализировать методику оценки интегралов 6 ^ m , i (х, £), 
&im,i (я, t) и Gj, m ,2 (x, £), использованную в разделе 3, то можно заметить, 
что ее основой была возможность перехода от интегрирования по прямой 
у Œ (—ioo, г о о ) к интегрированию по прямой Re у = —е или по прямой 
Re у = — v / 2 I s' I 2 (I s' I > 0). Такая возможность гарантировалась голо
морфностью подынтегральной функции в полосе —& <; Re у <; 0 (или в по
лосе — 1/2v I sf I2 <; Re у 0), а также хорошим убыванием этой функции при 
I Im у j - » о о в указанной полосе. Переходя к рассмотрению интегралов 

*G$m,3 (#i замечаем, что в силу оценки (2.4) убывание подынтегральной 
функции при I Im у I —> оо в полосе —е <; Re у <^ 0 сохраняется, а ее ана_ 
литичность в этой полосе нарушается лишь в некоторой окрестности области, 
прилежащей к отрицательной вещественной полуоси (0 <^ | $f | < о). При 
этом следует иметь в виду, что функции z/7- (s\ у), / = 1 , 2 , 3 , входящие в под
ынтегральное выражение, сохраняют аналитичность в полосе —е<; Re у<; 
<^ 0 (см. лемму 1.5), а величина (ух —• у2) (ух — у3) (у2 — Уз) н е обращается 
в нуль в этой полосе (см. оценку (3.14)). Поэтому потеря аналитичности 
подынтегральной функции связана лишь со свойствами Х3 (s\ у). Более тогоА 

поскольку Я 3 ($', у) определяется с помощью формулы (1.10) по функции 
т з (5'> y)i а функция т 3 ($', у), как и функция у3 (s', у), аналитическая в полосе 
—г ^ Re у 0, то область неаналитичности Х3 (.s', у) определяется теми зна
чениями s' и у, для которых т 3 ( s \ у) <; 0. Для того чтобы найти это множе
ство, положим т 3 = — si (s3 ЕЕ i?i ) и подставим это значение т 3 в уравнение 
(1.8). Теперь легко заметить, что уравнение (1.8) переходит в уравнение 

p ( 5 , у) = а 2 у (у + v I s I 2 ) 3 + I s | 2 (у + v I s I 2 ) 2 + а 2 а з 2 (у + v | s |2) + 
+ <ù*sl = 0, (4.1) 

являющееся характеристическим для задачи Коши (1), (2) при ß = 0. Здесь 
s — (s', s3) Œ R3l y Œ С. Ясно, что те значения у ж s' ЕЕ i? 2 , для которых 
существует при некотором s3 Œ ff* решение уравнения (4.1), будут также 
значениями у и $', для которых существует решение т 3 <; 0 уравнения (1.8). 
Другими словами, задача сводится к нахождению у — корней уравнения 
(4.1) при s' *= R2, s3 EzBÎ- Однако нас будут интересовать не все у — кор
ни уравнения (4.1), а только те из них, которые стремятся к нулю при 
I $' I + s3 -> 0, поскольку корень т 3 уравнения (1.8) обладает свойством 
т 3 (s', у) -> 0 при I s' I + s3 —• 0. В работе [16] эти корни обозначаются у 3 и 
у 4 и для них построены асимптотики при | s' | + s3 —> 0. Отображение s3 -» 

7/ ( К Ii *з), где s 3 Œ [ 0 , Ô3], Ô3 > 0; s' Œ R2; j = 3, 4, определяет в ком
плексной у-плоскости линии Уз = 7з ( I s ' I» 5з)> 74 = 74 ( I 5 ' I» 5з)- Как вид
но из замечания 2.1, эти кривые выходят соответственно из точек у 3 , 0 = 
= 7з,о ( I *' I, 0) = -VCT2ÛT2 \s' I4 + О (I s' I6) и у 4 , 0 = у 4 , 0 ( | *' [, 0) = 
= — v I s' I 2 . Поскольку в точках y 4 j 0 и у 3 . 0 величина т 3 = 0, то, следуя ра
боте [27], указанные точки естественно назвать «точками поворота». Спра
ведлива следующая 

Л е м м а 4.1. При 0 < | s' \ < о, еде ô — достаточно малое положи
тельное число, существуют у* Œ (у 4 , 0 , 7з,о)> s* == s* (О > 0 и ô 3 ( I s'\) > 
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> 4 такие, что при 0 < s3 < sf корни у 3 ( I |, у 4 ( I I» — 
щественные различные; при s3 = 6^: у 3 ( | s' |, s?|) = 74 ( I s ' Ь 5 з ) = 7** 
а п р и st < s3 < ô 8 : Ye ( I * Ч s 8 ) и ( I I * *s) — c o ^ œ r 

ные числа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как у , ( \ s' I, 0) = у/ > 0 ( j s' |> 

и 7j,o ( I *' l)» 7 == 3 > 4 вещественны для 0 < | s' ] < ô (см. замечание 2.1), 
а при s3 ( i 5' I 2 + slf/z > ox корни yj( \s' I, 5 3 ) , ; = 3, 4 комплексны* 

t 
l 

It 

<7 Ъъу 

сопряженные (см. [16]), то из непрерывной зависимости у7- ( | sr [, s 3 ) r 

7 = 3, 4, от s 3 ЕЕ Rt следует, что существует s*: 0 < s* ( | s' | 2 ($з)2)~1/2 < 
< ô x такое, что у3 (| 5' |, s*) = у 4 ( | $' |, s 3) = у*. Очевидно, что 0 < — 
< —Re у* < 8 , так как в противном случае точка у7- ( | s' |, s3), j = 3, 4, 
при s3 : s 3 ( I s' I2 + 4 Г 1 / 2 > ô x не принадлежит полосе 0 < —Re у < 8 . 
Основываясь на лемме 1.9, получаем, что у* ЕЕ (у4,0> Уз,о) СЕ [—8, 0]. Кривые 
7j = 7j ( I 5 ' !» 5З)> / = 3, 4, не имеют других точек самопересечений при 
малых j s' ( + s3 —> 0, поскольку в противном случае нашлись бы значения 
0 < s3 < s3 < s 3 , для которых yj ( I s ' I, s3) = y ; ( I s' I, 4 ) при 7 = 3 или 
7 = 4. Тогда из уравнения (4.1) получим 0 = P (\sr\, st, У/) — P (\ s' [, s3y 
yj) = № - (s;)2} [О (yj) +0(\s' \2) + О ((sfY) + a 2 o 2 v + 0 2 ] , что не
возможно в силу малости | s' |, sf- и у у при | s' | + | s* | —> 0. 

Лемма доказана. 
Обозначим далее интеграл 

2Я Ô 

Gl »*, з t, С) = J J J ^PÊ+V^, m , s (g, ф, * 3 , y ) dy dl dcp, 
о о с 

где С —некоторая кусочно-гладкая кривая на комплекснойу-плоскости. Че
рез С& будем обозначать прямую Re у = — е (е > 0). Интеграл (3.12) в этих 
обозначениях можно записать в виде б £ о т , з (s', *) = о*™,з (x', х3, t, С0). 
Обозначим через Г 3 (Г4) кусочно-непрерывную кривую у = у 3 (у = у 4 ), ис
ходящую из точки у3,о(74,о). Учитывая, что Х3 = l3(s\ у) — аналитическая 
функция в тех точках полосы — 8 < Re у < 0, которые не принадлежат T3[j 
U Г 4 , а также учитывая оценку (2.4), обеспечивающую при х3 > 0 быстрое 
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убывание подынтегральной функции в б£ т> 3 при | Im у | —> оо мы можем 
с помощью теоремы Коши перейти от интегрирования по у£ЕС0 к интегри
рованию по контуру Г 8 , изображенному на рисунке. Контур состоит из от
резков прямой С 8 , отрезков кривых Г 3 и Г 4 , а также замыкающих их дуг 
окруяшостей 5г 3 ) и (Si3) — окружность радиуса г > Ol с центром в точке 
Т/,о> 7 — 3, 4). Отметим дополнительно, что по лемме 2.9 Re Х3 (s', у) < О 
при всех 0 < | s' | < ô и у <= Й| (J (см. рисунок), где области 0 | и Q4 

получаются из области {у: — е < Re у < 0} отбрасыванием кривых Г 3 и Г 4 

(Qt [J Qt = {у: — e < Re у < 0} \ (Г 3 [J Г 4); Q® примыкает к точке у Л о , 
/ = 1 ,2 ) . Для того чтобы убедиться в этом, следует лишь воспользоваться 
определением Х3 (см. (1.10)) и заметить, что при [Im у | со; 0 < г < 

< so^-f~) (см. лемму 1.0) в области: —г < Re у < 0;| Im у| > - у - величина 
Re Х3 не может обратиться в нуль, поскольку в противном случае уравнение 
(4.1) имело бы при |s| ."> — СО у — корень, лежащий в полосе 0 > Re у > 

^> —e ^> — 8 0 ^г )> что противоречит лемме 1.0. Если же | Im у| < - | ~ и 
—е <С Re у <С 0, то Re À3 обращается в нуль лишь в точках, принадлежа
щих Г 3 [J Г 4 (см. асимптотические представления при | s | <С ô корней мно
гочлена (4.1) в работе [16]), если 0 <^ |У | < ô и ô > 0 достаточно мало. 
Так как Re Х3 ( s \ у) < 0 при | Im у | > JV (см. (2.4)) и Х3 (s', у ) < 0 при 
у ЕЕ ( — 8 , у4,о) (см. лемму^ 2.9), то Re Х3 ($', у) < 0 при всех у ЕЕ Qt U &1 
и 0 < \s' | < ô . 

З а м е ч а н и е 4.1. Поскольку Re Х3 (s\ у) < 0 при у Œ Qt [j Q|, то 
продолжив по непрерывности функцию Х3 (s', у) на «левые» и «правые» бере
га разрезов] вдоль кривых Г 3 и Г 4 , мы можем утверждать, что Re Х3 ($', у) <^ 
<; 0 во всей полосе —e <^ Re у <; 0. 

Л е м м а 4.2. При любых x ЕЕ R%, х3 > 0, t > 0 

l im Gl m, з (x, *, S?]) = lim 4 m , 3 (я, *, = 0. (4.2) 
r—0 r-*0 

Доказательство проведем для £ (

г

3 ) (для 5 (

r

4 ) — аналогично). В силу заме
чания 4.1 I ехр (k3x3) I < 1 для у Œ Sf\ Поскольку т 3 ( s \ у) — простой, а, 
следовательно, аналитичныи по у в окрестности точки у 3 , 0 корень уравнения 
(1.8) и т 3 (s\ у 3 з 0 ) = 0, то т 3 представим в виде т 3 = (у — у 3 , 0 ) Y (s', у), где 
Ч£ ($', у) — также аналитическая в некоторой окрестности у = у 3 , 0 функция, 
причем W ($', у3)0)ф0. Действительно, в противном случае не только 

(*\ Ys, о) = 0> н о и 4т" = = 0 ' П У С Т Ь р т ' У) — многочлен в 
У Y Y3'° дР 

уравнении (1.8). Тогда при т = т 3 (у) и у = у 3 , 0 имеем (s', т 8, у) |-Y=Y8,O
 === 

= 4 ^ * ' ' t * ' ^ ^ | Y ^ *' следовательно, -Щ-(з\ 

О, у 3 > 0) = 0. Последнее равенство невозможно при малых \ s' |, так как 
оно фактически имеет вид: coV"1 + О (| s' | 2) = 0. Воспользовавшись 
теперь представлениями (3.3)—(3.9), (1.10), т 3 = (у — у 3 > 0 ) Y (s',у) 
{УР (s', у) ф 0), а также оценками (3.14) и замечанием 4.1, получаем неравен
ство I Kh m, з ( I s' I, ф, х31 у) | < с I у - у 3 > 0 Г / з с постоянной с ^> 0, не 
зависящей от | ф, д?8. У в окрестности точки у = уз,о- Отсюда немедленно 
находим, что \Gi m , 8 (я', х3, t, Sf) j < с / г . Переходя к пределу при г 0, 
получаем (4.2). 
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Лемма доказана. 
С помощью рассуждений, проведенных в начале этого раздела, а также 

с помощью леммы 4.2 мы можем выписать представление 

Gl m , з (s, t) = Gl m , з *, Ce) + S [G? m9 3 (Ж, Ь Г{, 8 ) + 4m, 3 (* , t , Гк, e)], 
7c=3 

где через б£т,з (я, t, Г* 8 ) обозначен интеграл по соответствующему «бере
гу» кривой IV,87 4 = 3 , 4 (см. рисунок). Повторив почти дословно доказатель
ство леммы 3.1, мы приходим к следующему утверждению 

Л е м м а 4.3. Существуют 8 > 0 м б > 0 такие, что при всех xr ЕЕ i? 2; 
х3 >̂ 0 и t > О выполняется оценка 

I $ , т , 8 *, Се) К с (1 + яз9) е~*\ (4.3) 
с постоянной с > 0, не зависящей от ж и f; / = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3. 

Перейдем далее к рассмотрению интегралов 6$,т,з (s» ^ Г* 8)- Учитывая 
лемму 4.1, запишем интеграл б£т,з (я, £, Г* 8) в виде 

Gl m , з (аг, *, If. е ) - - т з ^ з т J $ s 0 + Y ^ , * . з (*', «в. 7) I I ± ds9 < fc ' , 

(4.4) 
где функции ^ j , m , 3 определяются формулами (1.14)—(1.17), y = y f c ( | s / |, 
s3) — параметрическое уравнение кривой Tk в комплексной у-плоскости; 
индекс «+» в у* означает, что при вычислении Жj,mt3 следует полагать 
%в = е±ы/% (s3 > 0). Переходя к сферической системе координат, можно по
казать, что оценка интегралов (4.4) сводится к оценке интегралов 

2Я Я / 2 Ô j _ 

Gl „, з *, 1 $ e) = j j 5 *Ф$; ±Л eu <Ю d<p, (4.5) 
0 0 0 

где использованы обозначения 

фЬ ± (X, 0, Ф ) = Ге - (±^ I „, з (Я sin 0, Ф , х 3 , у)1 (4.6) 

р = sin 9 cos ф + # 2 sin 0 sin ф; Я = Y\ sr | 2 + 4î функции Z / , m , 3 оп
ределены в (3.3)—(3.6). Отметим, что из уравнения (4.1) для любого корня 
7 = 7/ь ^ = 3,4 этого уравнения имеем 
ду _ (— l ) m 2 v s 8 [(у + v 1 s I2)2 (Зсс2у + V " 1 ) + 21 g | 3 (у + v I g 1А) + а2<а2У + QV" 1] 

Y = Y ? C

— ( y f t — yi ) (y f e — У2)(У4 — Уз) 
(4.7) 

Запишем интеграл (4.5) в виде суммы б$,'т,з + ^'™,з> г Д е 

2Я 

G i , ' m , 3 ( ^ ^ r f ) = j 5 ^ U v * 4 \ m ( ^ e , 9 ) ^ Ä d e ^ ; (4.8) 

= {б е [О, ] ; cos 0 > ÔXJ ; ГГ2 (ô\) = { б е [О, -jL] ; cos б < Ôxj . 

В следующей лемме проводится оценка интегралов Gf,'m,s. 
Л е м м а 4.4. Существуют Е> 0 u fi> 0 такие, что при всех x' £Е i?2> 

х 3 0, i ]> 0 выполняются оценки 

I ö & k e (аг, f, Г^е) | < с (1 + I x I) Г 2 (4.9) 
с постоянной с > 0 г we зависящей от x; t; j — 1, 2, 3, 4; то = 1, 2, 3: А: = 
- 3 , 4 . 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Асимптотические представления корней урав
нения (4.1), полученные при | s | < ô в работе [16], позволяют записать оцен
ки ф££ = О (X2), у = 1, 2; к = 3,4; m = 1, 2, 3, верные при cos 6 > ô x, 
и равенства — - = а 2 + О (к), вытекающие из (4.7). Это позволяет при, 

указанных значениях индексов оценить интеграл 

I G?,' m, з (* , *, i f ) | < с Jj e 4 ^ л 3 ^ = О ( Г 2 ) . (4.10> 
о 

При этом мы учли, что I $' | 2 + si < ô 2 , где ô > О достаточно малое число,, 

и cos 6 > ô x; из представления у 3 } 4 = ztz * а~ х c o s i-vÀ,2 + О (Я3), обра

щающихся в нуль при I s I = 0 корней уравнения (4.1), полученного в [16], 

вытекает оценка Rey f c ( | s ' | , s3) = Re ук (X, 0) < — A,2, ft = 3, 4. Если жо 

/ = 3, то из (4.6) имеем 

Ф5;« = О (^ 2); Ф^Р = а2аГ* (2я)" 3й cos в ( l + О (Я2)); те = 1,2; к = 3, 4 Г 

(4.11) 
Первое из представлений в (4.11) позволяет доказать справедливость нера
венства (4.9) при / = 3 и m = 1,2. Для / = 3 и ттг = 3 из (4.11) также нахо
дим 

2Я Ô 

I Gtl lis (x, t, Г?) [ = J $ $ ^ 2 s i n 0eV <ft d8 cfcp + О (Г») (1 + I * I). (4.12)-
0 П х 0 

1 
При этом мы учли, что ехр (ipX) = 1 + ipX § ехр (ipÀ/r) d%. Интеграл в пра-

о 

вой части (4.12) был уже оценен в [16]. Учитывая эту оценку, получим (4.9) 
и в случае (/, т) = (3.3). Совершенно аналогично оценки (4.9) устанавли
ваются для m = 1, 2, 3; к = 3,4; / = 4. 

Лемма доказана. 
Переходя к оценке интеграла GĴ SJ сделаем в указанном интеграле за

мену переменных интегрирования X = р sin о; cos 0 = р cos (Г; 0 < р <С 
^ б 2 = Y ô2 + ÔÏ; 0 <; б <^ я и рассмотрим интегралы 

Gf:m .3(ar. ГЙ=)= J $ \ e^^j; ^ sin a dp da dç; (4.13). 
о nn(ô3,ô.)o 

ra=3, 4; П , (о 8 , 64) = {ffE [0 , - J - ] ; Ô4 < sin a < V l - Ô2

3 } ; 

n 4 ( ô 8 , ô 4 ) = { a 6 E [0, - f ] ; 0 < s i n a < ô 4 } , где Ô 3 > 0 , Ô t > 0 -

достаточно малые числа, ;д. = ^ (x, p, а, ф) + c o s er sin с-р; ^ = 
= ] / l — p 2 cos 3 а (хг cos ф + х% sin ф) sin а. 

Справедлива следующая 
Л е м м а 4.5. Существуют положительные числа г, ô 2, ô 3 , ô 4 такие, что 

при всех x' €Е i? 2; я 3 > 0; t^> 0 выполняются оценки 

I ™,з ( а , *, Г&) I < сГ2, / = 1, 2, 3, 4; га = 3, 4; тп = 
= 1 , 2 , 3; (m, га) # ( 3 , 4 ) ; (4.14). 

I Gi'3,3 (в, t, l t é ) I < / = 1,. 2, 3, 4; Ä = 3,4, 
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еде гг ]> 0 — произвольное число и постоянные с ^ > О и cSl ^> 0 не зависит от 
sut. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . При ô 4 sin er <^ Vi — ô| справедлива 
оценка (см. [16]) 

I (Y» - Vi) (Y* - Ta) (Ye - 4 Ù \ > Ф 2 I sin a - d* (p) Ar = 3,4, 
(4.15) 

где d* (p) = ((4 + О (p2)) (4 + a v r i ) i / 2 ; 0 < p < У"о2 + ô2.; ô 8 < 1/2. 
Из полученных в [16] асимптотических представлений 

Узд = ± 4" P2 s i n 2 a ( ( 4 + a 8 v 2 r 2 — s i n"" 2 ( 4 a ~ 2 + ö (P2)) P2 s i n 2 * + 0 (P4) 

вытекает неравенство | Ул I < с*р2, поэтому | Ф)[т I < ср | sin а — 
— (p) I"1'2. Учитывая полученное в [16] неравенство ______ 

С 4 ! 2 - d* (P) ГЛ & = У| e4 - d* (p) i + К | / i - Ы - (p) I < с (ô 3, ô 4) 
е. 

и оценки 

R e y 3 < — - ^ p 2 s i n 2 c r + 0(p 4); R e у 4 < — - J - р 2 s i n 2 a + О(p4), 0 < v * < v , 
получим следующую оценку для интеграла б£т, 8 : 

«s 

IG?;m,3(*, *, i t e ) | < с J * R e V p s Ф < cr*; fc = 3, 4 . 
0 

Переходя к оценке интегралов G£™ j3, заметим, что в случае 0 < sin er <; 
< ô 4 в тех же работах получены асимптотические представления, позволяю
щие записать оценку <; с. Так как из следствия 2.2 у3 \у=у^ = 
= (y^a2v + l ) " ^ + О (I sf I2), а из представления у 3 , 4 = + оГЧ'р2 sin a — 
— vp 2 sin 2 о + О (p2 sin 3 a), 0 ^ sin o' <^ ô 4 (см. [16]) вытекает yk = 
= О (p2 sin a), то при достаточно малых положительных ô, Ô1? ô 4 имеем 
I z/з |Y==YJ. I <^ 2a" 1p 2 sin о, к = 3,4. Учитывая, что по следствию 2.2 

1(^1 — Уз)(У2 — #з)1<— w 2> выписываем оценку 

I Ф?,т I < I 4û)~3p sin о II œ sin ф + О (р2 sin er) || О (pq s in g a) |, 

где g = q (m) и g (1) = q (2) = 2; g (3) = 1. Полученное неравенство показы
вает, что интегралы Gfym,s ix> Г* 8 ) аналогичны интегралам, рассмотрен
ным в [28] (см. лемму 3, 4 и с. 42—43), поэтому выполнены оценки (4.14) для 
j == 1, 2. Случай / = 3,4 изучается аналогично. 

Лемма доказана. 
Нами получены оценки интегралов G ^ M , 3 (x, Z, Г^ 8 ) , однако не по всей 

кривой Г^е, а только по той ее части, которая отделена от «точки поворота» 
Утсо. Для того чтобы завершить оценку интеграла G ^ m j 3 (x, t, Г* 8 ) , следует 
построить асимптотику при t оо интегралов указанного вида по некото
рым интервалам кривой Г* 8 , примыкающим к точкам поворота y f c , 0 и лежа
щим на отрицательной вещественной полуоси (см. лемму 4.1). Для этого мы 
используем другой подход. Обозначим 

&1 т (х, t) = {Gl I, з t, Г£) - Gl З

т, з (z, t, Г*) - Gl *>, 3 (s, t, ГД} + ^ 

H"* {G;* m, 3 (^' ^ Г?е) — Gjjm, 3 »̂ Ffc) — Gj\ m, 3 0e? ti Гтс)}ай 

/с _ 3,4; / = 1, 2, 3 , 4 ; m = 1, 2 , 3 . 
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Эти интегралы могут быть записаны в виде 
2Я б 

&1 т {х% t) = ~ г . jj J J e**-*?it m (£, ф , _ Z ) g . (I , a;3, _ 2 ) dz dg dy, (4.17) 
о о нп 

Лз = {z: - Ъ,о < 2 < v 3 g 2 } ; # 4 - {z: v 4 | 2 < z < v | 2 } ; v > v 4 > v 3 > 0; 

ô > 0 — достаточно малое число; 
f i ,w = i d M , 3 ( 1 , <p, y) I (cos qy3 + ю s i n ф) [© ( t / x — z/2) (г/х — y3) {y2 — j / 3 ) ] _ 1 ; 

(4.18) 
f 2,m = — J d m i 3 ( g , ф , Y) I ( — s i n yy3 + со c o s ф) [со (yj. — y2) (y,, — y3) (jfa — уя)]~и, 

(4.19) 

f 3,m = — f 4,m == dm,i (Ê, Ф. ï ) (j /з + û ) 2 ) [(O ( f t — Z/2) ( f t — Z/ 3) ( f t — y, ) ]"*; 

(4.20) 

g,- ( I , x3, z) = e»A | v = K _ i I t _ eV-3 | у = г е { я ; / = 1 , 2 , 4 ; (4.21) 

g* (S, «s, 2) = XjîfeVA | v = œ _ i J t - / ^ V ^ (4.22)-

Справедлива следующая 
Л е м м а 4.6. Существует v 4 Œ (0, oo) такое, что для интеграла 

Щ,т (x, t) при j — 1, 2, 3, 4; m — 1, 2, 3 w при всех x' Œ R2, х3^> 0, t >• 0 
справедлива оценка 

I m (x, t) I ̂  сГ 2 (4.23) 

с постоянной с 0, не зависящей от x и t. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как при z €Е [ v 4 i 2 , v | 2 ] выполнено 

Re^s (i , V) l v = z e ± * t = 0, то из (2.14), (2.16) следует 

\gj(l,x3,z) | < 2, / = 1 , 2 , 4 ; (4.24) 

I g3 (I, x3, z) I < 2 УI яр, (яр, - 1) I ( v i 2 - z)-U*-, ( v g 2 > z > v 4 | 2 ) . 

При помощи леммы 2.8 оценку gz (|, # 3 , z) можно продолжить 
I Из (I, х3, z) I < ICI ( v | 2 - zYv°: (4.25) 

Учитывая, что при 0 < i < ô: | d 3 , m (g , 7) | < eg , получаем из (4.18)— 
(4.22); (4.24), (4.25) оценки 

I fj,m (g , ф, у) | < e g 2 , / = 1,2; I ? i < m ( I , Ф, v) К cl, j = 3,4; m = 
= 1, 2, 3. (4.26) 

Применяя (4.24)—(4.26) для оценки интеграла $* , т , находим 
2 Л в 

I 3 ) , m (У, я 8 , f) К с' S $ g V v I « dè d ? < с Г 2 , 
о о 

что и доказывает (4.23). 
Лемма доказана. 
При оценке интеграла (ж, £) воспользуемся разложением 

i 

ехр ( V s ) = 1 + V ^ o ( V s ) ; Фо W = S exp (ta) do, (4.27) 

о 
которое позволяет представить этот интеграл в виде 

я ô 
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где 

31 » = - g j - $' е-^Л m [I, Ф , x3, - z) fi (I, Ф , z) dz; (4.29) 

IVs.ol 

$1 m = fh m (l, ф, v) y , (t, y) xs, j = 1, 2, 4; r $ , m = Гв. m (I, Ф, 7); ( 4 -30) 

fl m = f i, m (I, ф, Y) г, (i, ?) 4 / = 1, 2, 4; fl m = 

= £s,m(l, Ф, Ï)T3(|, 7 )^(5. Y ) * 3 ; ( 4 - 3 1 ) 

g§ = g0 (1 , ф, z) = ЯзУз"1 \y=ze-in — hys1 | Y = z e to ; ( 4 -32 ) 

g) = Фх (Ma) U e - * - ф х (Va) Iv^ta / = 1 , 2 , 4; (4.33) 
1 

ф х (т) = J exp (то) (1 — ex) da; 
0 

*5 = ф 0 (%3X3) \ y = = z ^ i n - Ф 0 M ! т = 2 е г я . (4.34) 
Л е м м а 4.7. Для интеграла Cff,m, / = 1, 2, 3, 4; яг = 1, 2, 3 тгри i > О; 

Ф ̂  ? ^ о; Ф Œ [0, 2я]; . г 3 > О справедлива оценка 
•I Ct),m (Ê, Ф, *s, О I < о (1 + 4 ) Ё8Г* ехр (78,0*), (4.35) 

еде постоянная с^> 0 не зависит от ф, # 3 , £. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (4.33), (4.34) при 7 Œ [—v3£

2, 7 3 , 0 ] , g ЕЕ 
Œ [0, ô], ф Œ [0 , 2я] выполняется оценка | g) (£ , ф, а; 3 , у ) | < 2. Кроме того, 
из леммы 2.8 следует 

К I = v - 1 I (7 + vg2) (1 - фз (g, 7 ) ) ^ з 1 (6, у) I < cl*; (4.36) 

I Tai/s1] = VM 1 - ф8 (g, 7)1 = v"M a 2 v 7 + О ( | 7 + -v|2|) | < c£ 2. 

Жз формул (2.12), (3.7)—(3.9) вытекает 

I dm,3 (g, ф, у ) I < C7 2 ; m == 1,2; | d 3 , 3 (g , ф, у ) | < c£ . (4.37) 

Поэтому, учитывая лемму 3.1 и представления (4.33), (4.34), из (4.36), (4.37) 
получим 

\ Яу, m(Ê. Ф> ^ *) I < (1 + S < с (1 + х\) t*ey™frK 

Лемма доказана. 
Л е м м а 4.8. Для интегралов У\ т ( £ , ф, х3, t), m = 1, 2, 3; 7 = 1, 2, 4 

при всех t > 0; 0 < | <С о; ф Œ [0, 2я], ^ 3 ^ 0 справедлива оценка 

I Jj, m (g, Ф , s 8 , ï) [ < cx3f ~* ^ . о * (4.38) 

€ постоянной с ^> 0, не зависящей от | , ф, # 3 , £. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. G помощью лемм 2.8, 2.9 находим оценку 

I So (S? ф» 2) I < ; с!;" 1")/^ — I Уз,0|, причем постоянная с > 0 не зависит 
от z, g, ф. Кроме того, из представлений (4.30), (4.31), как и в лемме 4.7,вы
текает \flm (£, ф, х31 —z) | < cl*x3,' m = 1, 2, 3; 7 = 1, 2, 4, причем по
стоянная с > 0 не зависит от z, ф, я 3 , | . Оценивая при помощи приведенных 
неравенств подынтегральное представление в т , точно так же, как и в 
предыдущей лемме, получим оценку (4.38). 

Лемма доказана. 
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Перейдем к рассмотрению интегралов J 3 , m , m = 1, 2, 3, которые можно 
записать, используя (4.31), (4.34), (4.18)—(4.22) в виде 

А / 0 1 T ^ 3 & Ф> - ' ) (У1 + ft, - «) 1 * 

где функции (?, d m , 3 (m, = 1, 2, 3) определены в (2.14), (3.7)—(3.9). 
Л е м м а 4.9. Для интегралов $1,т (£, Ф, £) при m = 1,2; * > 0; 0 <С 

< £ < о; ф Œ ГО, 2я] справедливы оценки 

I #S,m (g, Ф, t) | < m = 1, 2 (4.40) 

с постоянной с ^> 0, не зависящей от | , ф, L 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользовавшись представлениями 

— (г/2 — г/з) = « 2 + О ( | 2 ); аьг = (icov cos ф? 2 + О (g 4 )) (z/2 — уг)\ 

d2id = (to sin Ф Е 2 + О (g4)) ( й - z/i), (4.41) 

вытекающими из (2.11) при —v 3 £ 2 < у < у 3 , 0 , выведем из (4.39) при 0 < 
<С I < ô неравенство 

-(V,?-IY8,OI) 

0 ' 

где )Сз = — З - 1 СФз (Vs.o + Я>1) — а асимптотика функции i|) 3 ( 7 , | ) при
ведена в (2.19). Поскольку -ф 3 = (v | 2 + Y 3 I 0 + q) yt и y 3 = vg 2 + y 3 l 0 + 
4- (p, (g) + О (<?)) q (ем. (2.17)), то 

X» (з, l) = Хз (0, g) - <2Г2Хз (?, S), (4.43) 

где 
b (0, g) = (p, - 1) Г* (v + Т 3 ,оГ 2 Г; 

> t _ (Рз - 1) I'2 (Рз (S) + О (g)) + О (g) g ' 1 (V + Y 3 , 0 5- a ) , 4 4 4 , 
Ы ? . Ö — ( v + Y 3 ^ - 2 ) ( v + 7 3 ] 0 ç - 3 + ^ - 2 ( p 3 ( y + O ( ? ) ) ) • ) 

Из (4.44), (2.17) и (2.18) вытекает, что при 0 < — q < v 3 g 2 — | 7 3 , 0 |, 0 < g < 
< 6 и достаточно малом ô ^> 0 существуют сг ^> 0 и ci ^> 0, такие что спра
ведливы оценки 

I Хз ( 0 , 1) | < ci; I Хз (?, 5) I < ci. (4.45) 
Если учесть, что 

(v + Тз.оГ2 + qW- < (v + Тз .оГТ 1 + ? t 2 (v + Тз.оГ 2) - 1 (v + 

+ 7з,оГ 2 + д Г Т \ 

то из (4.43), (4.45) вытекает представление 

] 1 - < ? ъ ( ? Д ) 1 1 * з ( д Д ) 1 _ 1X8(0,5)1 j t - s i y ' f r n i (4 4 6 ) 

причем для всех q Œ (0, v 3 r 2
 — I ?з,о I ) , l <= (0, Ô) верно 1 Хз (g, i) I < 

<; c 2. Из последней оценки, (4.46), (4.42) выводим 
-(v 3i 2-{Y 3 J 0!) 

I Cfl m I < cte1*** I eqt ]f~q dq < c'1r*f 
о 

Лемма доказана. 
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Л е м м а 4.10. Для интеграла 31,* (|, t) при U < ê < ô u £ - > - o o спра
ведливо асимптотическое представление 

OU (6, *) = (2пГгеу^ (| Ъ (0, I) I (v 2 + vt^oPr1' X ( ^ 4 7 > 

X 5 0 (Y3.0.S) Г (4) + ey™%*z-4-y^fi3 ( g , О . 

eôe S 0 (7, 6) = (Й + CÛ2) ((& (Б, 7 ) - й ( à ?)) ( й (É, ï) - Уз (Ê. Y)))" 1 . * 0 0 * » -

/з,з (£* Q ири каждом e > V 2 равномерно по | G (0, ô) w i > 0 ögpa-

Д о к а з а т е л ь с т в о . При m = 3 интеграл (4.39) можно записать, 

с помощью (3.9) в виде 
- № - / 7 3 , 0 1 ) 

Уз) (Ул — Уз) 
X 

Х | / v» + vÇ-*(? 8 ,o + ff) ^ 

Последний интеграл, в свою очередь, представим в виде суммы 

#S.s = #i (Ê, *) + Л (Ê, *), где 
Y ^ -(v8l*-!Y3s0f) 

Я & «) = т ] / J f ^ ^ S eQt V=ïSo (v..o + ff. E) (4-
0 Y 8 lo* 

48> 

^ £ *) = S ^ * i S) dq\ (4.49), 

0 
.,2 5 , (g, î) = (yî + <û2) - I/зГ1 (й. - УвГ1 {j 1 - ÏXs (?. S) ГАI Хз (я, l) Г7* x 

X ( V 2 + v t 2 (Тз,о + - 1 Хз (0, I) r=(v 2 + vr 2 7s,o)- , / 2 }-
0 

Рассмотрим интеграл Cf1 (l, t). Аналитичность корней у3 по у Œ [—vi 2 , Ol 
(О <^ I < S) позволяет утверждать, что S0 (I, у) имеет равномерно ограни
ченные производные по у при I Œ (0, о) и у Œ (—v£2, 0). Поэтому, применяя, 
лемму Ватсона (см. [29]), получаем из (4.48)! 

i = ^ ) / ^ Щ - / Л ъ , о , 9г ( 4 ) ^ + ̂ - ^ ( 6 , *), (4.50); 

где [/' (g, i ) | < c ( i > 0 ; ? G [ 0 , ô]). 
Учитывая (4.46), имеем | S1 (q, g) | < с | g | g - 2 ; | Хз (?, Ê) I < с \ q | g"2.. 

Из этих неравенств получим 

W - № r W 3 - o l )
 JL _ J L + P 

0 

при любом e ]> V 2 . Из последнего неравенства и (4.50) вытекает утвержде
ние леммы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. С помощью лемм 3.1—3.4 и равен
ства (ЗЛО) немедленно! получаем неравенство 

К , m , и (z, t) |< с [(1 + i x I) (1 + хТ) Г 2 + (1 + яз 9 ) *-*«], (4.51)' 

справедливое при всех x' Œ R2i
 хз > 0, f > 0 и для / == 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 

3; I = 1, 2. Учитывая лемму 3.1 и равенство (3.10) для оценки G J % W ) 3 , нам ос
тается оценить т , 3 . Представление (4.4) и лемма 4.3 позволяют свести оцен-
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Gj,m,3 к оценке выражений б £ т , 3 (x, t, Г£) + G|, 7 N,3 Г^), А = 3 , 4 
(здесь и в дальнейшем для| упрощения записи индекс «s» в обозначениях Г ^ 8 

опускается). Из представления (4.16) имеем 

Gj, m, з (ГJ) + Gj, m, з (Гfc) = Gj* m, з (Г£) + Gj* ?n, 3 (Г&) + GjJ m, 3 (Г£) + 
+ G?; ^ з (Го + G;,'^ 3 (Г£) + G?; 4 , 3 (Fi) + Si m (*, t). (4.52) 

Отсюда при к = 4 с помощью лемм 4.3—4.6 находим 

I 4 да, з (It) + Gl т% з (17) I < с [(1 + i x I) Г 2 + (1 + х?) er**], тп = 1, 2; 

I б? , з, з + Gl з, з (ГГ) | < с [(1 + j г I) Г 2 + + (1 + z?.) er**]; 

s, ei > 0. 

Аналогично, из представления (4.52) при & = 3 находим 

Gl m, з (Г3

+) + Gl w , з (Гз) = ö£ m , з (Г3

+) + Gl m, 3 (Г3") + m (ж, i). ( 4 - 5 4 ) 
где Gj, m, з (Гз1) — Grfl m, з (Г^) + Gj,' m, 3 (Г?) + G]] m, 3 (Гз1)-

Из лемм 4.3—4.5 выводим оценку 

I Gl m, з (Г±) I < с [(1 + I x I) Г 2 + W + (1 + *з9) е-*] ; e, e x > 0. (4.55) 

Таким образом, нам остается вычислить асимптотику интеграла (x, t)-
Для этого воспользуемся представлением (4.28). Из (2.8) при 0 < I <С ô 
легко находим оценку 

I \ g1 ехр (уз / ) d i j < et 4 , Z > 0. (4.56) 
о 

Поэтому с помощью неравенства (4.35) получаем оценку 
2 Л б 

I $ $ e * p y £ m ( g , ф, ж„ i ) d | ^ | < c ( l + 4 ) Г 2 ; / = 1 , 2 , 3 , 4 ; j» = 1 , 2 , 3 . 
о о 

(4.57) 

Аналогично из неравенств (4.38), (4.40), (4.56) 
2 Я ô 

I J S m (i, q>, ̂ з> *) dl dqp I < с 4 г 2 , (4.58) 
о о 

причем I = 1 при у = 1, 2, 4; m = 1, 2, 3; Z = 0 при / = 3; m = 1, 2. Слу
чай 7 = m = 3 будет рассмотрен отдельно. Представления (4.28), (4.16), 
оценки (4.57), (4.58), (4.55), позволяют выписать неравенства 

Gl m, з (Г?) + Gl m , з ( Г з ) \ < с ( ( 1 + \х'\ + а%) Г 2 + W + (1 + ^ ) ^ (4.59) 

при 7 = 1, 2, 4 ; иг = 3; 8 Х ]> 0; 

I Gl т , з (Г3

+) + Gl да, з (Гз") I < с ((1 + I x' I + за) Г 2 + (1 + xt) е-% (4.60) 

при j = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2. 
Нам остается рассмотреть интеграл 

2 Я б 

Э|.8 (ï, *) = - ( 2 £ ) Г J J 8̂,8 (S, ф. *8. *) # *Р> ( 4 - 6 1 ) 
О О 

который можно записать, воспользовавшись (3.40) и леммой 4.10, в виде 

Мл = Ш.г + f 1.3, где 
1 8 3 



и 

= - e r Г (4) r ' A J e V 3 ' 0 ' /1Хв(0, 6)1 (^2 + vi'«?,,») J /'5 0 (v3,o, I) 
0 

2 Я Ô 

= W r
 ( 4 " ) ̂  S S e" 3 '° f

 /1Хз (0, l ) | ( v 2 + vr2Y3,o)- l /'X 
0 0 

2JT ô 

Оценка интеграла $f l S в основном повторяет доказательство неравенств. 
(4.56)—(4.58). С помощью (4.55) и леммы 4.1 находим 

I 1з,з (*, t) К с (1 + I z' \ ) Г 2 + е > , е х - V, (e - V 2). (4.62). 

Асимптотика интеграла может быть найдена с помощью леммы Ватсона. 
Упитывая свойства функций %г (0, £) (см. (4.44)) и 5 0 (7 3 , 0 , Î) (см. лемму 
4.10), получаем 

d + о г / . » г(4) г (4) у * - i x . (0 .0) | W ( ^ v ^ . + 0 (П-
(4.63> 

Из (4.54), (4.55), (4.62), (4.63) получаем 

^3 , з, з (Гз) + ^ 3 , з, 3 ( Г 3 ) : 
г ( 4 - ) г ( 4 - ) * г а 

+ (1 + | х | ) 0 ( Г 2 ) + 
8л 2^ (v0 8 / i 

+ (1 + | ^ | ) 0 ( W ) . 

G помощью представления (4.4), леммы 4.3 и оценок (4.59), (4.60) и последне
го равенства находим требуемую асимптотику для G]t m , з> а следовательно* 
И ДЛЯ 67,771,3. 

Теорема доказана. 

5. СКОРОСТЬ ЗАТУХАНИЯ НАЧАЛЬНЫХ ВОЗМУЩЕНИЙ 
В НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ В JBJ 

ПРИ ОДНОРОДНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 

В работах [16], [29] при изучении асимптотики при решении задачи Коши 
(1), (2) было построено представление решения этой задачи: 

v (x, t)' 2 

_ v ' v f c (x, t) ' 
_р(х, t)_ - ь _ Ръ (x, t) _ 

где 
v k (x, t) 
pK(x, t)_ 

à (*. У) "h (I s i) V ° (s) 
, ft = 0, 1,2; 

4o W + % W + > b W s 1, T Œ Ä x; Ï|, Œ ( В Д тц (т) > 0, / = 0, 1, 2; 
т) 0(т) = 1 при T<V2Ô; Yio (т) = 0 при т > ô; т]2 (т) = 1 при т > 2iV; т)2 (т) = 0̂  
при т < iV"; 0 << ô < iV; Л (5, у) — матрица, присоединенная к матрице 
A (is, у), определенной в (5); / (s) = fx^& lft(x)], P (s, y) — det A (is, y). Для 
исследования поведения при t - > 00 построенного решения были рассмот
рены интегральные ядра 

я» 

Но = М-1 = 0; [х 3 = х > 3 / 2 . 
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Фундаментальная матрица решений системы (1) представлена в виде 
Ш (x, t) = Я0 (x, t) + Яг (x, t) + (1 - Ьх)* Мг (x, *), к > 

причем легко установить, что 
(*', хь, t) = SJm (х\ -ar 8 , t); (;, m) Ф (1, 3), (2,3), (3,1), (3,2), (3,4), 

(4.3); (5.1) 

%ш (*', x9i t) = -Sjtm (x', -xs,t); (y, m) = (1,3), (2,3), (3,1), (3,2), 
(3,4), (4,3). 

Построим продолжения IV0 = {Zv°, lp0} начальных данных V° (x) = 
= {v° (x), p° (x)} с R3 на i? 3 , обладающее свойствами симметрии, сформули
рованными во введении и рассмотрим в S' (R4) решение V (x, t) обобщенной 
задачи Коши (см. [21]) для системы (1), определенное формулой 

V ( я , t) = Щ (x, t) * W0 {х). (5.2) 

Это решение удовлетворяет (в обобщенном смысле) начальным условиям (2). 
В частности, при достаточно гладких v° (х), р° (х) при х3 > 0: lim V (х\ xz, 

t) = V° (х\ х3) (см. [15]). 
Из (5.1) и (5.2) и из свойств симметрии продолжений вытекает, что 

vj (я', ~-х3, t) = — vj (х\ xz, t), j = 1,2; (5.3) 
v3 (x\ ~x3l t) = v3 (x', x3, t); p (x\ —x3l t) = — p (x\ x3, t). 

Легко убедиться в том, что при выполнении условия Af вектор-функция 
ZV0 удовлетворяет условию А (х = 2), а поэтому вектор-функция V (x, t), 
определенная равенством (5.2), является гладкой функцией х ЕЕ R3 при каж
дом t^> 0 ([17]). Следовательно, из (5.3) вытекает, что 

Ух |х3=о = v2 |Хз==0 = p = 0- (5.4) 
Поскольку для решения (5.2) в теореме 1 уже получены асимптотические 
формулы при t->~ оо, то тем самым построены асимптотические формулы в 
полупространственной задаче с однородными граничными условиями (5.4). 
Следует лишь учесть, что 

J lv] (x) dx = J lp° (x) dx = 0, 7 = 1,2; $ lv°3 (x) dx = 2 $ v% (x) dx. 

Таким образом, теорема 3 немедленно следует из теоремы 1. 

6. АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 

ПРИ ОДНОРОДНЫХ НАЧАЛЬНЫХ УСЛОВИЯХ 

Как показано в разделе 1, при v° = 0; р° = 0 решение V [x, i) = {v (x, t)r 

j) (x, t)} задачи (1) —- (3) записывается в виде 

l P \ X 1 4) R 2 O 

где w B = {vf (x, t), v% (x, t), pB (x, t)}. 
Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 4. Из результатов разделов 2—4 вы

текает, что функции GJm (х\ х3, Z), 7 = 1, 2, 3, 4; m = 1, 2, 3 при х3 > 0, 
x' Œ i? 2 , t > 0 являются бесконечно дифференцируемыми функциями своих 
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аргументов. По условию В w B (x', t) = 0 при г ^> N. Так как при 0 <^ т <; 
< N и % > 2N: (t — т)- а = Г* + 0 N ( Г * " 1 ) и О ((* — т)-<9 = 0 N ( Г а ) для 
G > 0, то из теоремы 2, представления 6.1 и условия В немедленно выводит
ся справедливость теоремы 4. 
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