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Труды Математического института РАН 

1995, том 210 

УДК 517.518 
В.И. Буренков, М.Л. Гольдман 

Вычисление нормы положительного оператора на конусе 
монотонных функций 1 

1. Формулировка р е з у л ь т а т о в 

Пусть J = (a, fr), где — оо < а < b < оо; S(J]ß) — линейное пространство 
всех вещественнозначных измеримых и почти всюду (кратко: п.в.) конечных по 
неотрицательной борелевской мере ß функций на «7; Lpß — подпространство всех 
функций / G S(J]ß)} для которых 

\\f\\p,ß : = ( / l / l P < оо, 0 < р < оо. (1.1) 
а 

Для А С J обозначим через х д характеристическую функцию множества Д; таким 
образом, 

Х д ( и ) = 1, и£А; х д ( " ) = 0, u£j\A. (1.2) 

Пусть далее SPt — измеримое пространство, на (Т-алгебре измеримых множеств 
которого задана неотрицательная мера у. Рассмотрим квазибанахово пространство 
X С 5(SDt;7) с квазинормой || • Ц*. Напомним, что для квазинормы неравенство 
треугольника имеет вид 

| | / + * | | х < С ( | | / | | х + | Ы | х ) V / , , € X , (1.3) 

где С = Сх > 1 — постоянная. При С = 1 получаем нормированное (банахово) 
пространство X . 

Квазибанахово пространство X С 5(ЯЛ; 7) называется идеальным, если 

{ / e S(m;7), g € X, l / l < \g\ п.в.} => { / € X ; | | / | | x < | | , | | x } . 

Всюду в этой работе • • • означает Ylkçz • • •» г д е ^ = Ci ±1» ± 2 , . . . } . Идеальное 
пространство X назовем /^-выпуклым (0 < g < 00), если 

( x > * i ' j L - ( ç M 3 r ) ( L 4 ) 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо­
ваний (проект 93-01-00255), а также международной ассоциации INTAS (проект 94-881). 
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(т.е. сходимость ряда в правой части (1.4) влечет сходимость в X ряда в левой 

части (1.4) и справедливость неравенства). 

Отметим, что любое нормированное идеальное пространство Ii-выпукло; из lq-

выпуклости при 0 < q < 1 вытекает неравенство треугольника (1.3) с постоянной 

С = 2l>q - 1, поскольку 

-*1 и̂-яг < il m î i п̂ г < ист* 1̂ 1*>х/*и-жг < 

< (№ + M\qx)l,q < *lq-\\\f\\x + Ы1х). 
Пространство X = Ь,п(Щ) будет lq-выпуклым при любом q G (0, в]. Пусть V С Lp%ß 
— некоторый конус неотрицательных функций, т.е. 

{/, g G V; o i , с*2 > 0} => { a i / + <*20 G © } . 

Оператор T : X> —• X назовем / г-выпуклым (0 < г < оо), если для любых Д G 

* G Z, таких, что (^fe Я ) 1 / Г G ^ , 

Т [ ( С Я ) 1 / Г ] < ( С | Г Л Г ) 1 / Г (L5) 

почти всюду на 9Я и для любых / G î>, a > 0 

T l o / l = аТ[Л-

Отметим, что /i-выпуклость оператора Т совпадает с его счетной сублинейностью: 

4 к ' к 

Оператор Т назовем положительным, если 

{/, ^ e 0<f<g п.в. по мере ß) => {0 < Т/ < п.в. по мере 7} . 

Пример / г-выпуклого положительного оператора (0 < г < оо) дает оператор 
Т вида Т[ / ] = ( Ь [ / Г ] ) 1 ' г » где L — счетно сублинейный положительный оператор, 
более того, эта формула устанавливает соответствие между / г-выпуклыми и счетно 
сублинейными операторами. Для H С V обозначим 

СТ., 8 U P [ИИ-]. 
л е я , л*о i | | / » | | L ^ 

Мы будем рассматривать операторы на следующих конусах невозрастающих 
неотрицательных функций: 

G:={g€LPfß: д>0; gl}, G = {g G G : lim a(u) = 0 } . (1.6) 
u—•6—0 
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Обозначим 

Go = ix(att) : a < t < 6}, G 0 = {X(a,t) : a<t<b}. (1.7) 

Т е о р е м а 1. Пусть 0 < p < q < r < оо; X С S(£W;7) — идеальное lq-

выпуклое пространство, T : G —• X — /г-выпуклый положительный оператор. 
Тогда 

\\T\\à = \\T\\ào- (Г-8) 

З а м е ч а н и е 1. Формула (1.8) позволяет вычислить ЦТЦ^, поскольку 

1 № о = SUp 
a<t<b 

1И-.*)11х(/#) " ' ] , (1.9) 

где для o < t < 6 , жЕЯЯ МЫ обозначим 
F(x,t) = T[x(a,t)](x). (1.10) 

Ниже будет приведен ряд примеров вычисления нормы оператора по этим фор­
мулам. 

З а м е ч а н и е 2. Теорема 1 при 9 = 1 применима, в частности, для любого 
нормированного идеального пространства X, поскольку оно является 1\-выпуклым. 
При р < g < г = 1 в рассмотрение включаются любые счетно сублинейные положи­
тельные операторы, поскольку они 1\-выпуклы. 

Перейдем к рассмотрению операторов на конусе G. Если 

ь 
ß(J):= Jdß= со, (1.11) 

a 

то G = G, поскольку 

{0<9l; lim g(u)>0}=*geLPiß. (1.12) 
u—>b — Q 

Множество G уже рассмотрено в теореме 1. Пусть теперь 

ъ 

dß<oo. (1.13) 

В этом случае Go С G (поскольку XJ G ^v,ß)-

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 с заменой G на G и усло­

вие (1.13). Тогда 

\\Па = \\T\\GO- (1-14) 
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З а м е ч а н и е 3. Согласно (1.7) 

a<i<b 
X 

З а м е ч а н и е 4. Из (1.13) следует, ч т о \ j G G , и поэтому .Р(- , 6) = T[XJ] G X 
и, в частности, F(x, 6) < оо для п.в. x G 9Я. Далее, в силу положительности 
оператора Т 

а < t < г < Ь => X ( a , t ) < Х(а,т) < X J => 0 < F{*> т) < F(x, Ь). 

Следовательно, F(x,t) возрастает с ростом t и существует предел 

F0{x,b):= lim F(z,t) < F(a?,6). (1.16) 
t-*ft—о 

Во многих случаях справедливо равенство 

F 0 ( z , 6) = F{x, b) п.в. на ЯЛ, (1.17) 

из которого согласно (1.9) и (1.15) следует, что ЦТЦсо = IÎ IIGO* Например, условие 

(1.17) выполнено для любого линейного ограниченного оператора Т, если только 

J*t* dß —* 0 (t —• b — 0), поскольку тогда 

| | F ( . , 6 ) - J F ( . ) i ) | | x = | | T [ X y - X ( a , 1 ) ] I U < 

< i m n i x / - x ( . , o i i p , / » = i m i ( / ^ ) " - о ( t - . 6 - o ) , (Lis) 

t 

что и дает (1.17). Условие (1.17) выполнено и для максимального оператора (см. 
ниже пример 3). Однако, например, для (незамкнутого) линейного положительного 
оператора То такого, что 

То[д](х) = яШЛ*), 9 € G , m = J , 

видим, что условие (1.17) нарушено и 

1 № 0 = о , 1 № 0 = | ^ > о . (1.19) 

Аналогичные результаты справедливы на конусах функций, обладающих моно­
тонностью по отношению к заданной непрерывной положительной функции (р: 

G(p,0,<p) = { / € LPtß : / > 0, (f/<p) I } ; (1.20) 

G(p, ß, <p) = {fe G(p,ß,<p) : limf/(u)M«)] = 0 ) . (1.21) 
и—>ô —0 

68 



В этих обозначениях G = G(p,/?,1), G = G(p, /?, 1) (см. (1.6)). 

Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия теоремы 1 с заменой G на G(p, /?, у?). 

| | Т | | ^ - ) = ЛЧ Р< 4 

г 

1|Г[РХ(.,.)]||*(/̂ #) 
- i / p i 

Бели условие 

о 

/ <p"dß < оо 

(1.22) 

(1.23) 

нарушено, то G(p, ß , <р) = G{p,ß,<p)\ если же оно выполнено, то справедливо следу­
ющее обобщение теоремы 2. 

Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия теоремы 1 с заменой G на G(p, /?, у?) 
и условие (1.23). Тогда 

im 
t 

1в<р.д,»)= suP [ № х ( . , « ) ] | | х ( /W) 
a<t<6 L \J / 

-1/P1 

Подобные результаты справедливы и на конусах неубывающих функций. Мы 
сразу приведем их в общей формулировке, когда условия неубывания задаются по 
отношению к положительной непрерывной функции <р, т.е. на конусах 

H(p,ß,<p) = {f€Lp,ß: (f/<p)V, f*0), 

Я(р,ß,4>) = {f£ Я(р, ß , <p) : lim [/(u)M«)] = 0 } . 
u—»a-fO 

Т е о р е м а 5. Пусть выполнены условия теоремы 1 с заменой G на Н(ру /?, <р). 
Тогда 

(1.24) 
t 

При нарушении условия (1.23) # ( р , ß } <р) = Я(р, ß , ^ ) , если же это условие вы­
полнено, то имеет место следующее утверждение. 

Т е о р е м а 6. Пусть выполнены условия теоремы 1 с заменой G на Я(р, /?, <р) 
и условие (1.23). Тогда 

\\T\\H{ptfl,<p) = sup 
a<t<b 

№ X ( M ) ] | U ( / ^ ) 1 / Р ] . (1-25) 

Замечания 2, 4 имеют очевидные аналоги и на конусах G(p,ß,tp), G(p,ß,<p), 

H{p,ß,V),H(p,ß,ip). 
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З а м е ч а н и е 5. Приведенным здесь результатам предшествовали работы 
ряда авторов, изучавших критерии ограниченности различных операторов на кону­
сах неотрицательных монотонных функций. Отметим работы М. Ариньо, Б. Макен-
хаупта [1], К. Нойгебауера [2], Е . Сойера [3], В. Д. Степанова [4], М.Л. Гольд мана [5], 
Е . И . Бережного [6]. Наиболее близко к теме данной работы подходят исследования 
Й. Берга [7], В.И. Буренкова [8, 9], Л. Перссона [10], а также совместные исследова­
ния И. Берга, В.И. Буренкова, Л. Перссона [11, 12], Е . А . Мясникова, Л. Перссона, 
В.Д. Степанова [13], Ш. Лая [14], связанные с получением неравенств с точными по­
стоянными. В работах [7-12] рассмотрены операторы Харди, а в [13, 14] — линейные 
интегральные операторы с неотрицательными ядрами. 

2. О д н о вспомогательное у т в е р ж д е н и е 

Л е м м а 1. Пусть ак, Ьк > 0, к е Ъ = {0, ± 1 , ± 2 , . . . } ; ак ] А, Ьк | В; С = AB 
(мы полагаем, что оо • 0 = 0). Тогда если С < оо, то при 0 < q < г 

[Сг + С « Ж - bu)}'7' < | с « + Са2(6« - 6 | + 1 ) р . (2.1) 

Кроме того} неравенство (2.1) остается справедливым при замене числа С на лю­
бое число D > С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 1. Сначала докажем интегральный аналог неравен­
ства (2.1) при В = 0 (т.е. С = 0 в (2.1)) и г = 1. Пусть функции а = а(ж), b = b(x) 
и bf(x) непрерывны на Ä+; а(х) > 0, Ь(х) > 0, а(х) î , b(x) I 0. Тогда 

оо оо л , 
11/9 := Ja(x)d(-b(x))< [уа(а?)« < * ( - * ( * )« ) 

о 
0 < g < 1. (2.2) 

Имеем 

ou сю 

/ = l-JаШхУ-'^-Ь^У) = I j[a(x)b(x)Y-<a{xyd{-b{xy). (2.3) 
О о 

Но a(t) î , 6(-hoo) = limi—+00 b(t) = 0 и поэтому 

оо оо 

Ja(ty d(-b(ty) > а(ху Jd(-b(ty) = [а(х)Ь(х)}<. 

X X 

Отсюда и из (2.3) вытекает, что 

ОО ОО \/Q— 1 ОО ОО j y 

I<lJ{J°(tyd(-b(ty)] " a(xyd(-b(xy) = Jd[-(Ja(tyd(-b(tyf) '] = 
O x 
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x r ~ ° 0 

что и дает ( 2 . 2 ) . 

2 . Пусть теперь 0 < ак Î; 0 < 6* I 0 . Выберем функцию b — b(x) Е C1(R+) так, 

чтобы в 6 ( 2 * ) = G а функции о„ = a n ( s ) G С(Д+) , n E N, так, чтобы 

1/я 

а* при 2 * < x < 2 * + 1 , 

линейная при 

Тогда согласно ( 2 . 2 ) 

ОО ОО 

/„ := Jan(x)d(-b(x)) <Х := [ / a n ( * ) » (2.4) 

Ho a n ( z ) J, а(ж) = a*, 2 * < x < 2 * + 1 , к E S , и, следовательно, по теореме Леви при 
n —• оо 

оо 2К+1 

/„-> ja(x)d(-b(x)) = J2 / a ( ^ H W ) = E f l A ^ H i ) , 
2* 

г 7 î 1 ' * г 

J N - [ya(«)td(-6(«)f)J = [ 2 > ï « - b ï + l ) . 
о * 

Поэтому, переходя в ( 2 . 4 ) к пределу при n —• оо, получим неравенство ( 2 . 1 ) при 

г = 1 , 0 < g < 1 , J5 = 0 (т.е. С = 0 ) . 

3 . Пусть теперь А < оо, В > 0 . Положим для N E S 

Ь* = 0 , fc>W + l. 

Тогда Ьк 1 0 и по доказанному выше 

Г 1 1 / ? 

к ^ к * 

т.е. 

Ho l im^^oo алгблг = AB = С. Переходя в ( 2 . 5 ) к пределу при N —• оо, получим ( 2 . 1 ) 
при г = 1 , 0 < q < 1 . 
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4. Пусть С < оо. Покажем, что в (2.1) можно заменить С на D > С. При 
u, V 6 R+, 0 < q < 1 рассмотрим функцию 

Для нее справедлива импликация 

{а?0 > О, р(*о) < 1} => {у>(х) < 1 Va? > а?0}. (2.6) 

Действительно, если и < v, то у>(а?) < 1 Va? G Я+ и доказывать нечего. Если и > v, 
то 

т.е. < 0, 0 < x < xi = tt1^1"«)«-«^1-*); <р'(а?) > 0 при х > а? ь Итак, 
функция (р убывает от значения </?(0) = uqv~q > 1 до минимального значения y?(a?i), 
а затем возрастает до значения <р(+оо) = 1. Отсюда видим, что если а?о таково, что 
<р(хо) < 1, то при x > XQ также (р(х) < 1. Импликация (2.6) доказана. 

Теперь обозначим 

г 11/9 
а?0 = С, и = ]Га*(6* - t jb+i ) , w = ^ Û Î W - ^ + I ) 

t I- * 

Тогда неравенство (2.1) примет вид у?(а?о) < 1. Согласно (2.6) тогда <p(D) < 1 
V D > С = XQ. ЭТО И означает, что (2.1) при г = 1 , 0 < д < 1 остается справедливым 
при замене С на D > С. В общем случае, когда 0 < q < г, имеем 0 < д / г < 1 , и если 
àk ] A, bk I В; С = AB, то для любого D > С (по уже доказанному выше) 

D + 5 > ( ï . - 6 i + 1 ) < { ^ + £ S J * ( 6 f - i * ) } ' " . 

Положив здесь ад. = a j , bk = 6J, видим, что Л = Л г , В = Вг, С = С г , и для любого 

D>C имеем D := Dr > Сг = С. 
Итак, при любом D > С 

& + - < { ^ + Е e i« - ь г + 1 ) } г А . 
Лемма доказана. 

З а м е ч а н и е 6. Некоторые частные аналоги этих неравенств можно найти 
в книге Г.Г. Харди, Дж.Е. Литтлвуда, Г. Полна [15], в работах В.И. Буренкова [8, 
9] (дискретный вариант) и в книге В.Г. Мазьи [16] (гл. 1, интегральный вариант). 
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3 . Д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м 1 и 2 

Мы проведем доказательство теоремы 2, а затем отметим, какие упрощения 

возникают в нем в условиях теоремы 1, т.е. на конусе G. Пусть о < < ifc+i < 6, 

к E Z , причем 
lim tk = a, lim = 6. 

Jb—•-оо Jb—•-fou 

Для функции <7 € G рассмотрим ее "ступенчатую мажоранту" 

Ö(u) = ЕАГ(**)Х[«*,**+1)(М)- ( З Л ) 

Отметим, что при любом s > О 

ff(«)={i:^*)'^,u+l)(«)}1/'. (3-2) 

поскольку в силу дизъюнктности слагаемых в (3.1) при каждом и E (а, Ь) лишь одно 
слагаемое отлично от нуля, так что 

ib ib 

Обозначим 

В : = lim «,(«), 0 < c*(s) := [g(tk-i)' — д^ь)']1''. (3.3) 
U—+0—0 

Тогда при любом и Е (о, 6) Vs > О 

*(«) = { E ^ W X ^ O H + ^XW«)}1''- (з-4) 

Равенство (3.4) следует из (3.2) с помощью преобразования Абеля, записанного в 
виде 

N N 
e*(tijb+i - dk) = ^2 ( е* ~ eJb+i)^Jb+i + e w+l^iv+i ~ е м , (3.5) 

Jb=M ]b=M 
если положить в нем 

ek=g(tk)\ dk = X ( a , t k ) ( " ) = X ( a , t f c ) ( u ) 

и учесть, что 

lim ejv+idjy+i = Jim ffov+O'x^+oO4) = 5 ' X ( a , i ) ( « ) , 

lim e M ^M = Hm ^(^м)'Х( а > < Л / )(") = 0. 
Л/—»-oo M—•-00 V ' ' 
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Таким образом, переходя в (3.5) к пределу при M —> — оо, N —* +оо , получим 

£ ek(dk + l - dk) = ]Г(е* - + + i + # ' X ( a , 6 ) ( t i ) , 
ib ib 

что совпадает с (3.4). Далее, 0 < g < g и в силу положительности и / г-выпуклости 
оператора Т (мы считаем теперь, что s = г в формулах (3.3) и (3.4)) получаем 

О < Т[д](х) < Т[д](х) < { j c î ( r ) % < t ) r + ^ ( М ) ' } ^ (3-6) 

Мы использовали здесь равенства (3.4), (1.10) и неравенство (1.5). Теперь при 
0 < q < г применим лемму 1, положив в ней 0 < ак := F(z,tjb) î , 0 < 6* := 
= 0(*ib-i) 1, причем 

А = lim а* = F 0 (x ,6 ) , Б = lim 
Jb-++oo Jb—»+оо 

C = BF0(x,b), D = BF(x,b)>C. 

Тогда из (3.6) следует, что (учесть, что cj(r) = 6J — Ьг

к+1) 

0<Т[д](х)< - » ( < * ) • № . * * ) • + (3.7) 

При г = g (3.7) просто совпадает с (3.6). Отсюда и из /^-выпуклости пространства 
X получим 

rai* < { 5 > ( « * - i ) « - g<tk)'ww\\x+^11^ (-, ь)\\х p . 

Теперь вспомним формулу (1.15) и придем к неравенству 

ran*<imiGo{$>(**-!)*-y(*o*](/^),/F
 + в » ( 3 8 ) 

* a a 

Снова применим лемму 1, взяв в ней g вместо г и р вместо g (0 < р < g) и положив 
теперь 

0 < ак := ( / Р Î, 0 < 6* := </(**-!) |, 

причем 

А = ^ Hrn^ a j b < ^ ^ d / ? ^ , 5 = J j m ^ * , D^B^Jdß^ '* >С = АВ. 

74 



Неравенство (2.1) дает в этих обозначениях 

™ i k < | | T | | G o { E [ ^ * - i ) P - 5 ( ^ ) P ] Jdß+B» faß}1'". ( 3 . 9 ) 
* а а 

Обратимся теперь к формулам (3.3), (3.4), положив в них s = р. Проинтегрировав 
(3.4), получим 

ь tk ь 

а * о а 

что вместе с (3.9) дает неравенство 

| | Т [ « 7 ] | к < | | Т | | С о - | Ш Р ^ ^9 eG. ( 3 . 1 1 ) 

Теперь при каждом n = 1 , 2 , 3 , . . . строим последовательности {tk{n)}k£Z так, чтобы 
соответствующие функции дп(и) вида (3.1) при tk = tjk(n) образовывали невозраста-
ющую последовательность, сходящуюся всюду к данной функции g G G. Тогда по 
теореме Леви 

lim \\gn\\P,fl = \\g\\P,ß 
п—*оо 

и в неравенстве (3.11) (с дп вместо </) можно будет перейти к пределу при п —> оо. 
Это дает 

I ™ I I X < | | T ) I O . - | W I M V f t G G , ( 3 . 1 2 ) 

т.е. \\T\\G < ||T||G 0- Обратное неравенство следует из включения Go С G. Мы 
получим равенство (1.14). Теорема 2 доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Оно проводится по той же схеме со 

следующими упрощениями. Для функции g G G в равенстве (3.4) и в неравенстве 

(3.6) второе слагаемое справа отсутствует, поскольку сейчас В = 0. Соответственно 

лемма 1 применяется в более простом варианте, когда В = С = 0 и в формулах (3 .7) -

(3.10) также отсутствуют вторые слагаемые в их правых частях. Это позволяет в 

(3.8) заменить \\Т\\а0 на | |Т | |^ о . В итоге получим (3.11) и (3.12) с заменой Go на Go-
З а м е ч а н и е 7. Можно избежать повторного применения леммы 1 после по­

лучения неравенства (3.8). Для этого запишем формулу (3.4) при s = q и вычислим 
1,Рэ/з-квазинорму: 

m\p,ß = ||{ С а д * . , . . ) + * ? x ( M ) } 1 / J 

= | {E C Ï^C.« . )+^X( . , . ) } | | 
ph,ß 
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Теперь учтем, что р < q и в Lpjqj справедливо обратное неравенство Минковского 

(см., например, [17, с. 71] и [18, с. 33]) 

£ / * > £ l № / ^ ; Л > О , *GZ. 

к vh,ß к 

Применив его, получим 

1/7 Ш1 Г 1 
^ { ЕС*Ы11Х(а,и)Нр/7^ + **IIX(M)llp/«,/>J 

Отсюда и из (3.8) следует неравенство (3.11) (учесть обозначения (3.3) при s = q). 
Завершается доказательство теоремы 2 так же, как и выше. 

З а м е ч а н и е 8. Если ограничиться случаем q = г, в частности случаем нор­
мированного идеального пространства X и счетно сублинейного оператора Т (тогда 
q = г = 1), то также можно избежать применения леммы 1 и при выводе неравен­
ства (3.8) (мы отметили это после формулы (3.7)). В этой ситуации доказательство 
теоремы 2 становится элементарным. 

4 . Д о к а з а т е л ь с т в а т е о р е м 3 - 6 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 3. Формально она более общая, чем 
теорема 1, но легко к ней сводится. Действительно, 

/ G G(p,/?, <р) & g = L G Gfaßv, 1), (4.1) 

где 
dß(ß(u)=<p(uydß(u); (4.2) 

при этом 

\\f\\P,ß = \\9\\p,ßv. (4.3) 

По оператору Т определяем / г-выпуклый положительный оператор T v > действующий 
по формуле 

ад =,Т[<рд]. 

Тогда 

uni. - S U D [Р№| _ S U D г11ЭД1*1 „у,, 
l l i IIG(P,0,V) - S U P I ця| Л I ~ . s u p I \\n\\ a ~ H-MIG?(P,/3„,I 

Теперь применим теорему 1 к оператору T v на конусе G = G(pyßtpi 1). Формулы 
(1.9), (1.10) с dßtp вместо dß дают 

\ Ы О ( Р М = го^ 1№(а, . ) ] | |х ( j<*/?<,) '"j, 
а 
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что и приводит к формуле (1.22). Теорема 3 доказана. 
Теорема 4 получается из теоремы 2 точно таким же рассуждением. 
Теоремы 5 и 6 можно доказать с помощью рассуждений, аналогичных тем, ко­

торые использованы при доказательстве теорем 1-4. Мы, однако, укажем другой 
способ доказательства, связанный с переходом от возрастающих функций к убыва­
ющим и применением уже доказанных теорем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 5 получим сведением ее к теореме 3. 

Пусть Л — непрерывная строго убывающая функция на (а, 6), причем А(а) = 6, 

Х(Ь) = а; Л" 1 — обратная к ней функция. Для множеств E, F С (а, Ь) обозначим 

Х(Е) = {A(ti) : it G E), X^(F) = {Х'г(и) : и G F). (4.4) 

Введем меру ß о X на (о, Ь): множество Е С (<*>&) считаем ß о Л-измеримым, если 

Х(Е) — ^-измеримо, при этом (ßoХ)(Е) := ß(X(E)). Тогда ßoX — неотрицательная 

борелевская мера на (а, 6), причем если^ = А о А (т.е. Л = g о А" 1 ) , то функция Л (по 

мере ß) равноизмерима с g (по мере ßo X). Действительно, 

Ед(а) = {и : д(и) < а} = {и : Л(А(и)) < а } = { А " 1 ^ ) : fc(ti) < а} = Х~1(Ен(а)). 

Отсюда 

Ен(а) = А(Я, (а)) => № ( < > ) ) = (0о A ) ( £ f (а ) ) . 

Итак, A G LPtß <ï g = A о A G £p,/?oA и для любого 2? Ç (a, b) 

J\hoX\*d(ßoX)= j \hfdß, (4.5) 

E X(E) 

в частности (поскольку А((а, 6)) = (о, 6)) } 

\Mp,ß = !|Л о А | | р , „ о А 1 \\g\\P,ßox = II? « *~%,ß- (4-6) 

Далее, в силу убывания Х(и) 

Л G Я(р, ß1(P)<^g = hoXe G(p, /? о А, <р о А). (4.7) 

Наконец, для / г-выпуклого положительного оператора Т : Я(р, /?, >̂) —» X определим 

оператор Т\ : G ( p , / ? о А , у ? о А ) — д е й с т в у ю щ и й по формуле 

Тх[д] := Т[(7 о А" 1] TÄ(A о А] := Т[Л]. (4.8) 

В (4.8) у G G(p, /? о А, (р о А), А = g о A""1 G Я(р, /3, у?). Легко видеть, что оператор Т\ 
также / г-выпуклый и положительный. 

Из (4.7) и (4.6) следует, что 

u r n - - ™„ flMkl- S U D f JMkl - imi i -
h€H(p,ß,V) 1 \\n\\p,ß J ,€G(p,/?oA,VoA) 1 IwIMoA J 
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Применим теперь теорему 3, согласно которой 

\\Тх\\а(,и,.х.*.х) = Д и Р ь [||Гл[(*> « Х)хЫ)]\\х Ц(<ро Л)" <*(/? о А)) 1 / Р ] . 
а 

Нетрудно видеть, что ввиду (4.7) 

Тх[(<Р о А)х(.,«)] = Т [^(х(«,о о А" 1)] = Г[рх(А(«),ц], 

кроме того, согласно (4.5) 

J(<po\yd(ßo\)= J <pPdß. 

А(0 

Итак, 

ИТНЯ(Р,/^) = ~ Р 4 [llT[̂ (A(t),6)]|U ( / ̂  . 
в < < < * \ ( 0 

Эта формула совпадает с формулой (1.24), поскольку X(t) пробегает весь интер­
вал (а, 6), когда t пробегает этот интервал. Теорема 5 доказана. Доказательство 
теоремы 6 совершенно аналогично. 

5. П р и м е р ы вычисления н о р м о п е р а т о р о в 

5 . 1 . И н т е г р а л ь н ы й о п е р а т о р с н е о т р и ц а т е л ь н ы м я д р о м К, в ч а с т н о ­

с т и , о п е р а т о р т и п а Х а р д и . Пусть К = К(х, и) — неотрицательная измеримая 

функция переменных x G 9Jt, и Е (а, 6); г > 0; функция / = / ( и ) измерима на (а, 6), 

Тг [ / ] ( * ) = ( У * ( « , и ) | / ( и ) Г A . ) 1 ' " . (5.1) 

а 

Это / г-выпуклый положительный оператор. Отметим, что при г = 1 его сужение 
на множество неотрицательных функций совпадает с сужением на это множество 
линейного интегрального оператора 

ь 

T[f](x) = JK{x,u)f{u)du. (5.2) 
а 

Для вычисления нормы оператора Т г на конусах G, G, G(p, /î, <р), G(p,/?, у?); Я , Я , 

Я(р , /?, у?), Я(р,/?, у?) применим формулы, полученные в теоремах 1-6. Если счи­

тать а = 0, 6 =: оо, 9Я = Ä+, г = 1, X = £ # | 7 , где 0 < р < min{s, 1} , и положить 
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dß(u) = v(u)du\ df(u) = w(u)du, где vtw — неотрицательные локально интегрируе­
мые функции, то мы получаем результаты работ [13, 14] об оценках для оператора 
Т с точными постоянными и, в частности, результаты для операторов Харди, уста­
новленные ранее в [7, 8, 9, 11, 12]. 

В качестве конкретизации оператора Тг (5.1) рассмотрим оператор типа Харди 

П[/](х) = €(«) (jïWfW d u ) 1 / Г , / > 0. (5.3) 
а 

Здесь £, £ — положительные непрерывные функции на (о, 6); x G Ш = (а, 6). Имеем 
согласно (1.10) при a?,t £ (а, 6) 

*•(*.') = «[Х(...)1<») = « » ) > 

(JM'"' x>t. 

(5.4) 

Введем также функцию 

о , 

*(*,*) = W[X(..»>](*) = «)(/c^u)1/r, (5.5) 

Выполнено равенство (1.17), и для /^-выпуклого идеального пространства X при 

0 < р < q < г имеем согласно (1.9) 

1№ = 1№ = sup \\\F{;t)\\x( fdß) 
o < t < » L \J / 

a 

Аналогично согласно (1.24) 

- î /p 
(5.6) 

l№ = | |Я| |я = S U P 
a<t<b 

ll*( 
6 - i / p 

(5.7) 

Здесь F , Ф имеют вид (5.4), (5.5). Пусть, например, о = 0, 

£(*) = * - ' , С(«) = 1, X = L. , 7 (0 ,6) , 0 < p < 9 : = m i n { s , r } (5.8) 

(напомним, что пространство X = L,n является /^-выпуклым при любом q €Е (0, s]). 

Тогда согласно (5.4), (5.5) при x,t £ (0,6) 

F ( * , t ) = * _ p + 1 / r . x<t; F(x,t) = x-41'r, x > t; (5.9) 
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Ф(х ,0 = 0, x<t; <b(x,t) = x-''(x-t)l'r, x>t; (5.10) 

№ ,t)\\x = {jx'Wr-'U7 + f/r Jx->"dy} ; (5.11) 

t 

| |Ф(- ,«) | |х = - * ) , / r d 7 } • (5.12) 
t 

Еще конкретизируем эти формулы в случае мер ß и 7 вида 

d/?(u) = u ^ d u , <*7(а?) = z a '<te, u, а; Е (а, 6), (5.13) 

где а, d Е Ä. 

А. Рассмотрим случай полупрямой (0,оо), положив а = 0, 6 = оо в формулах 

(5.6Н5.13). Яычислиис ||W||G = 1 № -
1. Если а < - 1 / р , то = 00 Vt > 0 и G = G = {0} , т.е. 

1 № = 1 № = 0- (5.14) 

2. Если а > —1/р, <х > р — l/s или cr < р — l/s — 1/г, то 

| | F ( . | t ) | | x = oo=> | |W| | G = | |W| | é = oo (5.15) 

(см. (5.11) при Ь = оо). 
3. Остался случай а > - 1 / р , р - l/s - 1/r < <r < р — l / s . 
Обозначим 

A : = a + i , /i := <т - р + - + - , (5.16) 
р s г 

и видим, что А > 0, 0 < /1 < 1/г. 
Из (5.11) при Ь = оо получаем 

О 

Подставив эти выражения в (5.6) (а = 0, 6 = оо), видим, что при А > 0 , 0 < JA < 1/г 

1 № = № < о о о А = А. 

и при выполнении условия А = /i (см. еще (5.16)) 

M o = № = ( A r i " ' { i + ; r - I 7 Ä } 
(А - l /r)â 
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Б. Рассмотрим случай отрезка (О,1), положив а = О, 6 = 1 в формулах (5 .6) -

(5.13). 

1. При а < —1/р вывод (5.14) остается в силе. 

2. Если а > —1/р, а < р — l/s — 1/г, то вывод (5.15) остается в силе. 

3. Пусть теперь а > —1/р, а > р— l/s - 1/г. Используем обозначения (5.16), но 
теперь остаются лишь ограничения: Л > 0, и > 0. 

Из (5.11) при 6 = 1 получаем 

iw.«>iix = fc+ l-\/r)s

 }} • **? (*•«> 
\\П;*)\\х = {^ + *"1п\У", *i = i . (5.18) 

. . . . . . I l 1 / ' 1 
. (MS 

При À > 0, /i = 1/r > 0 получаем из (5.6), (5.18) (о = 0, b = 1), что 

= = ( А р ) 1 " sup + In , (5.19) 
0<t<l L Â*s * ' J 

т.е. 
1 

№ = l № = оо, A > / i = - . (5.20) 
г 

При 0 < Л < и = 1/г из (5.19) следует, что 

где 

1№ = № = (Ар) 1 / р [ sup 
0<*<1 

K 0 = « * - 4 ( i + b j ) -
Максимальное значение функции ^ на (0,1) равно 

<p(to) = в Л / м , ^ д ч ! г Д е *о = ехр [ -s ( / i - A ) ' L su(u-\)\ 

Итак, при 0 < X < и = 1/г 

11*11* = 1 № = (Ap) 1 / p K/i - А ) ) " 1 7 ' ехр ( - А ) ; (5.21) 

при А > и = 1/г см. (5.20). 
Теперь считаем, что 0 < и ф 1/г, А > 0. Согласно (5.17), (5.6) 

\\Що = 1№ = (*Р)1/р sup { 1 

o<t<i (.А» - 1/HS 1 А»г 1 J 
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Отсюда видим, что 

\Ма = ||W||ö = оо при Л > min{/ i , i } , 

U/p 
I|W||G = HWlIé = sup ФЦ)]1'; 0 < Л < mini/i, i } , (5.22) 

S1'* 0 < « 1 ^ 
где 

*w = -V[*'(l/p"A)-— ] 
u - 1 /Г l /1Г J 
/ i - 1 / г 

В рамках соотношений (5.22) возможны следующие случаи: 
1) Л = и < 1/г, тогда 

sup ф(1) = 0 (0) = П

 1 , => HWIIG = ( А р ) 1 / р М 1 - г / 1 ) ] " 1 / ' ; 
o < * < i M l ~ г / * ) 

2) Л = 1/г < /i, тогда 

sup 0(t) = 0(0) = => \\Ща = ( А р ) 1 / Р W/i ~ 1 / г ) ]" 1 / ' ; 

3) 0 < А < min{/i, 1/г} , тогда 

= « - > - г ^ Р " " 4 - - ( ^ ) ' * я . 

и соответственно 

l № = ||W||é = (Ap) 1 /^(* 0 ) 1 / f . 

В. Вычислим теперь \\71\\н = И^Ия н а полупрямой (0,оо), положив а = 0, 
6 = оо б формулах (5.6)—(5.13). 

1. Если а > - 1 / р , то / t°° dß = оо Vt > 0 и Я = Я = {0} , т.е. 

1№ = № = о . 

2. Если а < - 1 / р , о- > р - l/s - 1/г, то (см. (5.12) при 6 = оо) 

||Ф(^01к = о о = > | | И | | я = 1 № = = с х ) . 

3. Пусть теперь а < -1/р, а < р - l/s - 1/г, т.е. А < 0, и < 0 в обозначениях 
(5.16). Тогда в силу (5.12), (5.13), (5.7) получаем 

\Ми ••= ти = м1''[*"А ( /*{<"р)'(* - ty,r '] = 
t 

= \\р\1,р('[u-*'-\l-uy'rdu) ' sup t"- A . 
W / 0 « < o o 

0 
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Отсюда ясно, что 

\ щ н = \ \ щ й < о о ^ и = Х < 0 

и при выполнении этого условия 

\\H\\H = \\p\1/pB(-vs,S- + iy", 

где B(Q}ß) — известная бэта-функция Эйлера, т.е. 

1 

B{a,ß) = J u Q - \ l - u)ß~l du, a,ß>0. 
о 

Г. Вычислим = на отрезке (О,1), положив а = О, b = 1 в формулах 

(5.6)-(5.13). 
Имеем 

ЦФ(-.*)11х 

0. 

( / l \ i / p 

f l n ( i ) ' , e + l - 0 , 

• 1 _ 1 1 / p 

ap 
Таким образом, в силу (5.7) при a + 1/р = 0 

\Мн= sup 
0<t<l 

t " ( l n i ) " 1 / P { у »•('-'>(« - l ) ' " du} ' ] , 

а при a -h 1/р / 0 

l№= sup 
0 < « 1 

Из этих формул видим, в частности, что 

\\Щн<оо*>1-<\+1-. 
P 8 Г 

Перейдем к примерам, не укладывающимся в схему п. 5.1. 
5 .2 . Т о ж д е с т в е н н ы й о п е р а т о р Т =1 ( п р и а = 0 ) . Это линейный положи­

тельный оператор, для него F(a;,t) = X(o,t)(s), x Е ЯЯ = (0, b) и по теоремам 1, 2 

(при 0 < p < g < r = l ) 

№ = № = sup [ - ^ U , 
о<«» 1 1^ Г ,ДФ 
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где 
t 

^x(«) = IIX(oI«)||x, =(/<*/?) 
1/P 

— фундаментальные функции пространств X и LPtß. По существу, здесь подсчитана 
норма оператора вложения / : G X. 

Далее, по теоремам 3-6 

| | v X ( o , o l l x ( / ^ ^ ) 1 / P ] , 

\\I\\H(p,ß,v) = \\I\\H(j,,ß,v) = QfPb [llW(t..)||x (/v" <*/?) • 
t 

5 .3 . М а к с и м а л ь н ы й о п е р а т о р Х а р д и - Л и т т л в у д а . Пусть г > 0, а = О, 
6 = оо. Рассмотрим оператор 

M[f)(z)= sup / | /(и)Г rfti) , 

z—h 
/Е4ОС(Д+) 

Это положительный /..-выпуклый оператор (счетно сублинейный, если г = 1). Он 
определен на функциях из G и Я , и для него 

F ( x , t ) = l , 0<x<t; F(x,t) = ( ^ ) 1 / Г , *>< 

(см. (1.10)). Обозначим еще 

Ф(М) = M [ x ( 1 | 0 o ) ] ( z ) , * , * 6 Я + . 

Тогда 

Ф ( * , * ) = 0, 0 < * < - ; Ф (М) = 1, г > t; 

2 г ) ' 2 * ( * • ' ) = ( » - а ) . ^ - < - > 

Отметим, что для этого оператора 

Foix, оо) = F(x, оо), Ф0(ж, 0) = Ф(я, 0), 

следовательно, ЕЮ теоремам 1-6 

\\Ща = \№\а= 8 Ц Р 
0<*<оо 

PbOII* (/<*/?) 

(5.23) 

(5.24) 
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| |М| |я = | | М | | я = sup \\\Ф(.,1)\\х( fdß) ], 
0<t<oo L W / J 

t 

где F и Ф имеют вид (5.23), (5.24). В частности, при X = £ , > 7 , 0 < р < q := min{s, г} 
получаем 

\\F(;t)\\x = {Jdy+(l)"r
 Jx-'-d-,} , 

О t 

t OO 

I W ^ ) l k = { / ( l - ^ ) i / , d 7 + / d r } '• 
t/2 t 

Конкретизируем эти результаты в случае мер ß и 7 вида (5.13). Аналогично 
п. 5.1.А получаем следующие выводы. 

1. Если а < - 1 / р , то | | M | | G = ||Af | | é = 0. 

2. Если а > —1/р, а > 1/г — l / s или а < — l / s , то 

| | F ( , t ) | | x = c<)=>| |M| | G = | | M | | é = : o o . 

3. Пусть а > - 1 / р , - l / s < <т < 1/г - l / s . Тогда 

ИМИ<? = IIMIIG < o o < ^ 0 < ( T + - = a + - < i 
s р г 

и при выполнении этого условия 

Проведем вычисления для | |М| |я . 

1. Если а > - 1 / р , то \\М\\Н = 0. 

2. Если а < —1/р, <г > — l / s , то = оо. 

3. Пусть теперь а < —1/р, 0" < — l / s . Тогда при a + 1/р = а + l / s < 0 

| |М| |я = |«р + 1 1 1 " ! / (1 - 1 ) " > * + j ^ } ' " , 
1/2 

а при нарушении равенства а + 1/р = а + l/s получим, что | |М| |я = оо. 
Другие варианты максимального оператора Харди-Литтлвуда на Я+: 

1/г 
Mx[f](x)= sup f i J\f(u)\rdu) Г, 

C6(0,r) \ s J / 

' + « * 1/r 

M 2 [ / ] (* ) = sup Q I |/(«)Гл) 
2 
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Это положительные / г-выпуклые операторы (счетно сублинейные при г = 1). Их 
сужения на, G и H приводят к операторам, уже рассмотренным выше: 

Mi[g](x) =(^Jg(uy du) 1 1 = 7i[g](x), g e G 

0 

(см. n. 5.LA при <r = 1); 

M2[g](x) = I[g](x), g€G; Мг[Н](х) = I[h](x), x £ H 

(см. n. 5,2); 

M2[h]{x) = lim ( - / h(u)r du = fc(+oo), he H. 
£-+oo \X J J 

X 

Для последнего оператора при г = 1 видим, что Ф(ж,£) = 1, x,t G Я+, так что 

||Ф(-,*)Цх = ||Х(о,оо)||х н е зависит от t и 

| |М 2 | | я = | | М 2 | | я = sup 
0<t<oo 

= оо, Ж, Olk (/<*/?) 
о 

если только для меры ß выполнено условие 

t 

jdß-,0 (t — +0) 
о 

(исключающее наличие Ä-меры в нуле). 

5 .4 . М а к с и м а л ь н ы й о п е р а т о р на о т р е з к е (0 ,1 ) . Рассмотрим максималь­

ный оператор п. 5.3 на отрезке (0,1), где этот оператор принимает вид 

M[f\(z)= sup (±- \f(u)\rdu) , r > 0 . 
x — h 

Функция F(x,t) (1.10) (при o = 0) записывается для оператора M следующим обра­
зом: 

F ( M ) = 1 , 0<x<t; F ( :M) = 0, ^ < ж < 1 ; 

'ОМ) = № - ^ 1 / Г ( 1 ~ *Г1/г, \} < * < i f ; 
и если 0 < 2 < 1/2, то еще 

^,o=(è) 1 / r> 
86 



Таким образом, при X = L a n , s > О, 0 <t < 1 / 2 

1/2 ( 1 + 0 / 2 

1И-,0||* = { / « 7 + ( ! ) " 7 * - ' ^ + / [ < 1 ± Й £ ^ ] % } " , (5.25) 
О t 

а при 1/2 < * < 1 

1/2 

* ( 1+0 /2 

M x = y d l + - f l ± ± i ^ ' < ' d 7 y \ (5.2б) 

Итак, если 0 < р < q := min{s ,r} , то по теоремам 1, 2 (см. еще замечание 4 ) для 

вычисления МОЖНО использовать формулу ( 1 . 9 ) при а = О, Ь — 1, где ||i i r(-,*)||A' 

имеет вид ( 5 . 2 5 ) , ( 5 . 2 6 ) . Конкретизируем эти формулы в случае мер ( 5 . 1 3 ) . 

1. Если а < —1/р, то | |M||G = 0 (см. аналог в ( 5 . 1 4 ) ) . 

2 . Если а > —1/р, (т < —l / s , то ||M||G = оо (см. аналог в ( 5 . 1 5 ) ) . 

3 . Пусть теперь а > —1/р, <т > —l/s. Из формул ( 1 . 9 ) , ( 5 . 2 5 ) и ( 5 . 2 6 ) в случае 

о = 0 , 6 = 1 и для мер ( 5 . 1 3 ) получаем формулу для вычисления нормы оператора 

\\M\\G = m^{\\M\\f,\\M\\^}, 

где при i = 0 , 1 

\W\\G = ( « р + ! ) 1 / р suP [ * а + 1 / ' - < а + 1 / р ) е д ] -
« / 2 < t < ( « + l ) / 2 

Здесь при а + l / s ^ 1 / г 

. „ „ ) . = • + 2 - ^ - / 2 " , , , - | - 1 + г » - " Т [ ^ 
<rs + 1 s/r - as - 1 J I 1 -

t)/2 - x s/r 
x"' dx, 

1/2 

a при <т + l/s = 1/r 

(1+0 /2 

1/2 

* /r 

(1+0/2 
(1 + 0 / 2 Л . ф 1 ( 0 . i + r ( . . + i ) / rli+Ûfizi] 

<rs + 1 y L 1 — a; J 

Отметим, что = 0 ( 1 ) , t e (1 /2 ,1) , a при 0 < t < 1/2 

f f i / ' — ' - i / ' , l / r < f f + l / S , 
?„(0~ { 1 + 1/r = o - + l / s , 

l 1, 1/r > a + l / s . 
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Таким образом, из приведенных формул следует, что 

\\M\\G < оо<*ч 

а + 1/р < О, 

О < а 4- 1/р < min{l/r,<7 + l / s } , 

О < a + 1/р < 1/г, 1/г = <т + l / s . 

1/г # * + ! / * , 

З а м е ч а н и е 9. Нетрудно проследить, что все проведенные рассуждения 
остаются в силе, если вместо конусов в пространстве LPtß рассмотреть соответ­
ствующие конусы в любом /р-вогнутом идеальном пространстве Y С S(J,ß), т.е. 
таком, что 

При такой замене теорема 1, например, примет следующий вид. 

Т е о р е м а 1'. Пусть 0 < р < с < г < о о , У с S(J,ß) идеальное 1р-

вогнутое пространство, X С 5(9Я,7) — идеальное 1я-выпуклое пространство, 
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