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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 13 № 1 2007

УДК 512.542

О ПОРЯДКАХ ЭЛЕМЕНТОВ В НАКРЫТИЯХ

ПРОСТЫХ ГРУПП Ln(q) И Un(q)1

А. В. Заварницин, В.Д. Мазуров

Мы доказываем, что если конечная простая линейная или унитарная группа, определенная над полем

характеристики p и имеющая достаточно большую размерность по сравнению с p, действует на конеч-

номерном векторном пространстве над некоторым полем той же характеристики p, то соответствующее

полупрямое произведение содержит элемент, порядок которого отличен от всех порядков элементов ис-

ходной простой группы.

Введение

Спектром ω(G) конечной группы G называется множество порядков ее элементов. По-

ведение спектра при расширениях групп является популярным предметом изучения. Так, в

классической работе Холла и Хигмена [1] рассматриваются порядки p-элементов в накрытии

G некоторой p-разрешимой группы H = G/N в случае, когда N — элементарная абелева p-

группа и H действует точно на N при сопряжении в G. В последние годы широко изучается

проблема распознаваемости групп по спектру. Напомним, что конечная группа G называется

распознаваемой (по спектру), если для любой конечной группы H равенство ω(G) = ω(H)
влечет за собой изоморфизм G ∼= H. Очевидно, что любая распознаваемая группа G должна

удовлетворять следующему свойству

(∗) ω(H) 6= ω(G) для любого собственного накрытия H группы G,

где под собственным накрытием G мы понимаем группу H с такой нетривиальной нормальной

подгруппой N , что H/N ∼= G. Хотя свойство (∗) слабее распознаваемости, его проверка для

некоторых групп может быть очень трудоемкой. В работе [3] было показано, что все конеч-

ные неразрешимые симметрические и знакопеременные группы удовлетворяют свойству (∗).
Достаточно проверять свойство (∗) в случае, когда H — расщепляемое расширение элементар-

ной абелевой p-группы N с помощью G, причем G действует неприводимо на N . Для группы

G, изоморфной простой группе PSL3(q), в единственном известном доказательстве [4] свой-

ства (∗) используется явное описание неприводимых эквихарактеристических модулей для G.

В этой работе мы рассматриваем аналогичную проблему для групп Lε

n
(q), где ε ∈ {+,−} и

L+
n
(q) = PSLn(q), L−

n
(q) = PSUn(q). Группы из следующего списка будем называть исключи-

тельными:

Lε

5
(2m), Lε

6
(3m), Lε

7
(3m), Lε

10
(3m), Lε

11
(5m), Lε

18
(5m), где ε ∈ {+,−},m > 1;

U6(2), U7(2), U9(2), U10(2), U11(2), U18(2), U5(3), U8(3), U11(3).
(1)

Теорема 1. Пусть ε ∈ {+,−} и L = Lε

n
(q) — простая группа, где q = pm. Предположим,

что n > p, n 6= p + 1 и L не является исключительной. Если L действует на векторном

пространстве W над полем характеристики p, то ω(WL) 6= ω(L), где WL — естественное

полупрямое произведение W на L.

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 05-01-00797) и Сибирского отделения
Российской академии наук (грант 29 для молодых ученых и интеграционный проект 2006.1.2).
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Из этой теоремы вместе с результатами из [5] следует, что группы L+
n
(q), где q = pm,

удовлетворяют (∗), если n достаточно велико по сравнению с p. Отметим, что вопрос о спра-

ведливости свойства (∗) для всех групп Ln(q) при n > 3 включен в “Коуровскую тетрадь” [10,

Проблема 14.60]. Другим следствием нашего результата является подтверждение следующей

гипотезы из [9].

Следствие 1. Проективные специальные линейные группы Ln(2) распознаваемы по спек-

тру для всех n > 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим противное: для некоторой группы G = Ln(2), где

n > 3, найдется группа H наименьшего порядка такая, что ω(H) = ω(G), но H ≇ G. Тогда из

предложения 1 в [9] следует, что пара (G,H) — контрпример к свойству (∗), причем H ∼= NG,

где N — элементарная абелева 2-группа. Из теоремы 1 вытекает, что n = 3 или 5. Однако

группы L3(2) и L5(2) распознаваемы по спектру [7, 8]. Противоречие. �

1. Предварительные результаты

На протяжении работы Zm будет обозначать циклическую группу порядка m и Fq — конеч-

ное поле из q элементов. Если α ∈ F
q
2 , то положим α = αq. Если V — невырожденное унитарное

векторное пространство, то ортогональное разложение V = V1 ⊕ V2 называется невырожден-

ным, если V1 и V2 — невырожденные подпространства в V . Обозначим SL−

n
(q) = SUn(q) и

SL+

n
(q) = SLn(q). Аналогичное соглашение касается проективных групп Lε

n
(q) = PSLε

n
(q), где

ε ∈ {+,−}. Если ε = +, то пусть V — векторное пространство над F = Fq, а если ε = −,

то пусть V — невырожденное унитарное векторное пространство над F = F
q
2 . Предположим,

что n = dim V > 1, и пусть {e1, . . . , en} — (ортонормированный) базис пространства V . Если

V = V1⊕V2 — (невырожденное ортогональное) разложение, то мы обозначим через SLε(V1, V2)
подгруппу в SLε(V ), которая стабилизирует V1 и централизует V2.

Лемма 1. Пусть V — естественный n-мерный FH-модуль для группы H = SLε

n
(q), где

q = pm. Предположим, что V = V1 ⊕ V2 — (невырожденное ортогональное) разложение и K
— циклическая подгруппа в SLε(V1, V2) порядка, взаимно простого с p. Если dim V2 > (n−1)/2,
то K оставляет неподвижным некоторый ненулевой вектор в любом RH-модуле, где R —

поле характеристики p.

Д о к а з а т е л ь с т в о. См. [15]. �

Если 1 6 i 6= j 6 n, то пусть Wij = 〈ei, ej〉F , а W ′

ij
— подпространство, порожденное всеми

e
k

при k 6= i, j. Обозначим Sij = SLε(Wij ,W
′

ij
) ∼= SLε

2
(q). Аналогично определим S123

∼= SLε

3
(q),

если n > 3.

Лемма 2. Группа SLε(V ) порождается своими подгруппами S12, S23, . . . , Sn−1,n за ис-

ключением случая (ε, q) = (−, 2) и n > 2, в котором SL−(V ) порождается подгруппами S123,

S34, S45, . . . , Sn−1,n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если ε = +, то хорошо известно, что SL+(V ) порождается транс-

векциями tij(a) при 1 6 i 6= j 6 n и a ∈ F (это можно доказать, используя метод Гаус-

са). Из формулы [tij(a), t
jk

(b)] = t
ik

(ab) при различных i, j, k следует, что SL+(V ) на са-

мом деле порождается с помощью ti,i+1(a) и ti+1,i(a) при 1 6 i < n и a ∈ F . Поскольку

Si,i+1 = 〈ti,i+1(a), ti+1,i(a) | a ∈ F 〉, то получаем требуемое.

Унитарный аналог этого факта не столь хорошо известен. Некоторая растянутость сле-

дующего рассуждения компенсируется тем, что мы реально описываем алгоритм разложения

элемента из SL−(V ) в произведение элементов порождающих подгрупп Si,i+1 и, возможно,
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S123. Пусть ε = −. Можно считать, что n > 2. Обозначим S = SL−(V ). Заметим, что любой

элемент s ∈ Sij в базисе {ei, ej} имеет матрицу

(

χ −η
η χ

)

(2)

для некоторых χ, η ∈ F , удовлетворяющих условию χχ + ηη = 1. Достаточно показать, что

S порождается подгруппами Sij при i 6= j (и дополнительно подгруппой S123 при q = 2). В

самом деле, если j > i + 1, то S
ui,i+1

ij
= Si+1,j, где матрица элемента u

kl
∈ S

kl
в базисе {e

k
, e

l
}

равна
(

0 −1
1 0

)

. (3)

Поэтому Sij 6 〈Si,i+1, . . . , Sj−1,j〉.

Выберем a ∈ S. Достаточно показать, что умножением a справа на подходящий элемент из

Sij (из S123 при q = 2) можно получить элемент b, централизующий e1. В самом деле, в таком

случае b будет стабилизировать 〈e1〉
⊥, и мы сможем применить индукцию по размерности при

q > 2. Если же q = 2, то, сопрягая b с помощью u1,n, получим элемент, централизующий en, и

также применим индукцию.

Пусть (aij) — матрица элемента a в базисе {e1, . . . , en}. Пусть r — число ненулевых эле-

ментов в первой строке [a11, . . . , a1n] матрицы (aij). Тогда 1 6 r 6 n. Дальше применяем

индукцию по r. Можно считать (умножая, если необходимо, на подходящий элемент uij ∈ Sij ,

определенный выше), что a11, . . . , a1r отличны от нуля и a1,r+1 = . . . = a1n = 0. Если r = 1, то

a11a11 = 1 и, умножая a на элемент s ∈ S12, матрица которого в базисе {e1, e2} равна

(

a−1

11
0

0 (a11)
−1

)

, (4)

мы приведем a к требуемому виду. Предположим, что r > 2. Если для некоторого j, 1 < j 6 r,
имеет место a11a11 + a1ja1j = c 6= 0, то существует такое σ ∈ F\{0}, что σσ = c, и мы

положим χ = a11/σ, η = a1j/σ. Тогда χχ + ηη = 1. Пусть s — элемент из S1j, имеющий

матрицу (2) в базисе {e1, ej}. Тогда для матрицы элемента b = as имеем b11 = a11χ + a1jη 6= 0,
b1j = −a11η + a1jχ = 0, и индукцией по r получаем требуемое.

Следовательно, можно считать, что a1ja1j = −a11a11 = ν при 1 < j 6 r. Заметим, что

это влечет за собой r > 3, поскольку в случае r = 2 получилось бы a11a11 + a12a12 = 1
ввиду унитарности a, противоречие. Если мы найдем такое s ∈ S23, что элемент b12 матрицы

b = as удовлетворяет неравенству b12b12 6= ν, то по предыдущему рассуждению мы сможем

уменьшить r и использовать индукцию.

Если q > 2, то существуют такие ненулевые χ, η ∈ F , что χχ+ηη = 1. Положим τ = a12/a13.

Если соотношение

τχη + τχη 6= 0 (5)

не выполнено, то мы заменим χ на χµ, где µ ∈ F удовлетворяет соотношениям µµ = 1 и µ 6= ±1
(такое µ всегда найдется). Тогда χχ + ηη = 1 и выполнено (5), поскольку в противном случае

мы получили бы µ = µ, то есть µ2 = 1, противоречие. Теперь пусть s ∈ S23 имеет матрицу (2)

в базисе {e1, ej}. Тогда

b12b12 = (a12χ + a13η)(a12χ + a13η) = ν + a12a13χη + a12a13χη 6= ν

ввиду (5), что и требовалось.

Пусть, наконец, q = 2. Тогда рассматриваемый выше элемент s не всегда существует в

S23. В этом случае найдется элемент s ∈ S123, который аннулирует элементы a12 и a13. Из

унитарности a имеем 1 = a11a11 + . . . + a1ra1r = rν, откуда следует, что r нечетно и ν = 1.
В частности, норма элемента v = a11e1 + a12e2 + a13e3 равна 1. Поскольку S123 действует
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транзитивно на векторах из 〈e1, e2, e3〉 с нормой 1 (см. лемму 2.10.5 в [11]), то существует

такое s ∈ S123, что vs = e1. Лемма доказана. �

Отметим, что при ε = −, q = 2 и n > 2 группы Sij мономиальны в базисе {e1, . . . , en} и

порождают (собственную) мономиальную подгруппу в SL−(V ).

Лемма 3. Пусть V = U ⊕ C — такое (невырожденное ортогональное) разложение про-

странства V , определенного выше, что dim C > dim U . Если (ε, q,dim V,dim U) 6= (−, 2, 3, 1),
то

SLε(V ) =
〈

SLε(U0, C0) | U0 > U, C0 < C, dimU0 = dim C, V = U0 ⊕ C0〉, (6)

где разложение V = U0 ⊕ C0 предполагается невырожденным и ортогональным в случае

ε = −.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть u = dimU , c = dimC. Можем считать, что u > 1. Тогда

c > 2. Выберем (ортонормированные) базисы {e1, . . . , eu} для U и {eu+1, . . . , en} для C. Обо-

значим через S правую часть равенства (6). Сначала покажем, что Si,i+1 6 S при 1 6 i < n,

где Sij определены так же, как перед леммой 2 по отношению к (ортонормированному) базису

{e1, . . . , en} пространства V . Заметим, что S1j 6 S для любого j > 1. В самом деле, поскольку

u 6 c − 1, то можно положить U0 = 〈e1, . . . , ec〉F , если j 6 c, и U0 = 〈e1, . . . , ec−1, ej〉F , если

j > c. Тогда, обозначив C0 = 〈e
k
| e

k
6∈ U0〉F , получим S1j 6 SLε(U0, C0). Из леммы 2 следует,

что Si,i+1 6 〈S1i, S1,i+1〉 ∼= SLε

3(q), тогда Si,i+1 6 S. Если либо q > 2, либо (ε, q) = (+, 2),
то требуемое следует из леммы 2. Если (ε, q) = (−, 2), то также необходимо показать, что

S123 6 S. Предыдущее рассуждение проходит и тогда, когда либо u > 2, либо u = 1 и c > 3.
А именно, в этих случаях можно положить U0 = 〈e1, . . . , ec〉F и C0 = 〈e

k
| e

k
6∈ U0〉F . Тогда

S123 6 SLε(U0, C0) 6 S. �

Если SLε(V ) ∼= SU3(2) и dimU = 1, то равенство (6) не имеет места; можно показать, что

в этом случае его правая часть является собственной подгруппой в SU3(2) порядка 54.

Лемма 4. Пусть V = U ⊕C — такое (невырожденное ортогональное) разложение опре-

деленного выше пространства V , что dim C > dimU , и a ∈ SLε(U,C). Предположим, что

(ε, q,dim V,dim U) 6= (−, 2, 3, 1) и группа SLε(V ) так действует на конечной группе или ко-

нечномерном пространстве G, что SLε(V ) не централизует CG(a). Тогда SLε(C,U) также

не централизует CG(a).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждаем от противного. Пусть сначала G — конечная груп-

па. Имеем CG(a) 6 CG

(

SLε(C,U)
)

. Поскольку элемент a сопряжен в SLε(V ) с элементом

SLε(C,U), то мы получаем
∣

∣CG

(

SLε(C,U)
)∣

∣ = |CG(a)|, и поэтому CG

(

SLε(C,U)
)

= CG(a).

Пусть U0 6 V — (невырожденное) подпространство размерности dimC и U0 > U . Можно

выбрать C0 6 C так, что V = U0⊕C0 — (невырожденное ортогональное) разложение простран-

ства V . Тогда a ∈ SLε(U0, C0) и
∣

∣CG

(

SLε(U0, C0)
)∣

∣ =
∣

∣CG

(

SLε(C,U)
)∣

∣ = |CG(a)|. Следовательно,

CG

(

SLε(U0, C0)
)

= CG(a). Теперь из леммы 3 следует, что SLε(V ) порождена всевозможными

такими подгруппами SLε(U0, C0) и, следовательно, централизует CG(a), противоречие.

Если G — векторное пространство, то можно применить то же рассуждение с заменой

порядка подгруппы из G на размерность подпространства из G. �

Пусть t > 1 и n — натуральные числа, а ε ∈ {+,−}. Если существует простое число,

делящее tn−(ε1)n и не делящее ti−(ε1)i при 1 6 i < n, то мы обозначим его через t[εn] и назовем

примитивным делителем числа tn−(ε1)n. Примитивный делитель может не существовать или

быть не единственным. Следующая лемма обобщает известную теорему Жигмонди [12].

Лемма 5. Пусть t, n > 1 — натуральные числа. Тогда для любого ε ∈ {+,−} существует

примитивный делитель t[εn] числа tn − (ε1)n, за исключением следующих случаев.

(i) ε = +, n = 6, t = 2;
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(ii) ε = +, n = 2, t = 2l − 1 для некоторого l > 2;
(iii) ε = −, n = 3, t = 2;
(iv) ε = −, n = 2, t = 2l + 1 для некоторого l > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пункты (i) и (ii) составляют утверждение теоремы Жигмонди.

Предположим, что ε = −. Будем рассуждать от противного. Если n нечетно, то можно считать,

что n > 1 и (n, t) 6= (3, 2). Можно взять в качестве t[−n] делитель t[2n] (примитивный делитель

t[2n], очевидно, существует).

Если i < n четно, то t[−n] ∤ ti − (−1)i по определению. Предположим, что t[−n] | ti + 1 для

некоторого нечетного i < n. Тогда t[2n] = t[−n] | t2i−1 и 2i < 2n, противоречие. Отсюда следует

пункт (iii).

Следовательно, n = 2m четно. Если m четно, то можно взять в качестве t[−n] делитель

t[n], который всегда существует. Тогда t[−n] ∤ ti − (−1)i для четных i < n по определению.

Предположим, что t[−n] | ti + 1 для некоторого нечетного i < n. Тогда t[n] = t[−n] | t2i − 1. С

другой стороны t[n] | tn − 1. Следовательно, t[n] | t(n,2i) − 1. Поскольку (n, 2i) 6 n, то (n, 2i) = n
по определению t[n]. Но тогда m | i, что невозможно ввиду четности m и нечетности i.

Если m нечетно и m > 1, то можно взять в качестве t[−n] делитель t[m]. Если t[−n] | ti − 1
для некоторого положительного четного i < n, то n > 2, i = 2j для некоторого j < m, и

t[m] | t(m,i) − 1. Однако (m, i) = (m, j) 6 j < m, что противоречит определению t[m].

Если t[−n] | ti + 1 для некоторого нечетного i < n, то t[m] | t(m,2i) − 1. Однако (m, 2i) =
(m, i) 6 m и, значит, (m, i) = m ввиду выбора t[m]. Поэтому m | i. Поскольку n = 2m > i, то

m = i и число t[m] делит как tm + 1, так и tm − 1. Значит, t[m] = 2 и t нечетно. Но тогда m = 1,
поскольку t[m] нечетно при m > 1, противоречие.

Пусть, наконец, n = 2. Тогда любой нечетный простой делитель числа t − 1 может быть

примитивным делителем t[−2] числа t2 − 1. Однако, если t − 1 есть степень двойки, то t2 − 1,
очевидно, не имеет примитивных делителей вида t[−2], откуда следует пункт (iv). �

В следующей лемме мы обобщаем пункт (1) леммы 5 из [13] и исправляем небольшую

неточность в приведенном там доказательстве.

Лемма 6. Пусть n и q такие натуральные числа, что Lε

n
(q) — простая группа и суще-

ствует примитивный простой делитель r = q[εn] числа qn − (ε1)n. Тогда Lε

n
(q) содержит

подгруппу Фробениуса с ядром порядка r и циклическим дополнением порядка n. Более того,

если n нечетно или q четно, то такая подгруппа Фробениуса существует уже в SLε

n
(q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что r нечетно, поскольку n > 1. Пусть G = SL(F ),
где F = Fq и F — алгебраическое замыкание поля F . Определим эндоморфизм Фробениуса σ
группы G следующим образом: σ =

[

(aij) 7→ (aq

ij
)
]

, если ε = +, и σ =
[

(aij) 7→ (aq

ij
)−T

]

, если

ε = −. Тогда CG(σ) ∼= SLε

n
(q). Обозначим через D диагональную подгруппу в G. Определим

w =













0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . . . . .
0 0 0 . . . 1

(−1)n−1 0 0 . . . 0













∈ G

и заметим, что wσ = w и элемент w0 = wn равен (−1)n−1e, где e — единичный элемент из G.

Определим также σw = σ ◦ c−1
w

, где cw — сопряжение группы G с помощью w. Заметим, что

T = CD(σw) — циклическая группа порядка
qn − (ε1)n

q − ε1
.

Пусть t ∈ T — элемент порядка r. Поскольку tw = tσ = tεq, циклическая группа 〈t〉 является

w-инвариантной. Обозначим F = 〈t, w〉 и заметим, что F ∩Z = 〈w0〉, где Z = Z(G). Допустим,
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что tw
l

∈ 〈w0〉 для некоторого l ∈ N. Тогда элемент t(εq)
l
−1 имеет порядок, делящий 2, и, значит,

r делит 2(ql − (ε1)l). Поскольку r нечетно, имеем r |
(

ql − (ε1)l, qn − (ε1)n
)

= q(l,n) − (ε1)(l,n).

Поэтому (l, n) = n, l | n, и wl ∈ 〈w0〉. Значит, факторгруппа FZ/Z — группа Фробениуса

с ядром порядка r и циклическим дополнением порядка n. Так как группа 〈w0〉 тривиальна

тогда и только тогда, когда либо n нечетно, либо q четно, то мы получим оба утверждения

леммы, если покажем, что F сопряжена в G с некоторой подгруппой из CG(σ).
По теореме Ленга — Стейнберга существует такой элемент g ∈ G, что w = g−1gσ. Поэтому

(gt)σ = gw(tσ) = g(tσw) = gt, (gw)σ = gw(wσ) = gww = gw.

Следовательно, gF 6 CG(σ). �

Лемма 7. (i) Если x > 36 — вещественное число, то отрезок [2x/3, x − 7] содержит по

меньшей мере одно простое число.

(ii) Любое непростое натуральное число f 6= 1, 4, 6 является суммой попарно различных

простых чисел.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Если x < 99, то утверждение можно проверить непосред-

ственно. Предположим, что x > 99. Существует такое число a ∈ [0, 3), что 2x/3 + a = 3s для

некоторого натурального числа s. Отрезок [3s, 4s] содержит простое число (см. [14]). Доста-

точно показать, что 4s 6 x− 7. Имеем 4s = 8x/9+4a/3 < 8x/9+4 = x− 7+ (11−x/9) 6 x− 7.
(ii) Докажем утверждение индукцией по f . При f < 36 требуемое проверяется вручную.

Предположим, что f > 36. По пункту (i) отрезок [2f/3, f − 7] содержит простое число p.

Поскольку f − p > 7, то по индукции получаем f − p = p1 + . . .+ p
k
, где k > 1 и все pi попарно

различные простые числа. Заметим, что p отлично от всех pi, поскольку pi 6 f−p < p. Отсюда

следует требуемое. �

Лемма 8. Пусть натуральное число n и простое число p удовлетворяют соотношениям

n > p и n 6= p+1. Если (p, n) 6∈ {(2, 5), (3, 6), (3, 7), (3, 10), (5, 11), (5, 18)}, то существуют t > 1,
k > 0 и такие попарно взаимно простые натуральные числа b1, . . . , b

k
, бо́льшие единицы,

что
n = pt + b1 + . . . + b

k
,

bi < (n − b1 − b2 − . . . − bi−1)/2 ∀ i = 1, . . . , k.
(7)

При этом для всех i = 1, . . . , k можно взять bi > 3, если p = 2, n 6= 5, 6, 7, 9, 10, 11, 18,
и bi > 2, если p = 3, n 6= 5, 6, 7, 8, 10, 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n и p такие, как в формулировке. Будем рассуждать

индукцией по n при фиксированном p. Если n < 36, то требуемое разложение может быть

найдено вручную2. Предположим, что n > 36.
Допустим сначала, что n < 2p. Тогда p > 7. Если n − p 6= 4, 6, то по пункту (ii) леммы 7

получаем нужное разложение n−p = b1 + . . .+ b
k
, где bi — попарно различные простые числа.

В самом деле, в этом случае выполнено bi 6 n − p < p, тогда bi < (p + bi)/2 = (n − b1 − . . . −
bi−1 − bi+1 − . . .− b

k
)/2 6 (n− b1 − . . .− bi−1)/2. Если же n = p + 4 или n = p + 6, то это и есть

требуемое разложение (7), поскольку p > 7.
Значит, можно считать, что n > 2p. Выберем простое b1 из отрезка [n/3, n/2−7], существу-

ющее по лемме 7 (i). Пусть n0 = n − b1. Тогда n0 − p > n − (n/2 − 7) − p = (n/2 − p) + 7 > 1 и

n0 > n/2+7 > 18. Поэтому пара (n0, p) не является исключительной, и по индукции получаем

n0 = pt + b2 + . . . + b
k

(8)

для некоторых t > 1 и k > 0, где числа bi (i = 2, . . . , k) попарно взаимно просты, и 1 < bi <
(n0 − b2 − . . . − bi−1)/2. Значит, bi < (n − b1)/2 6 b1, все b2, . . . , bk

отличны от простого числа

2Это разложение было вычислено для всех допустимых пар (p, n) при n < 36 (см. сводную таблицу
в приложении).
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b1 и поэтому взаимно просты с ним. Следовательно, равенство (8) дает требуемое разложение

n = pt + b1 + b2 + . . . + b
k
. �

Пусть q — степень простого числа и ε ∈ {+,−}. Для натурального числа b определим

q∗
[εb]

=



















q[εb], если q[εb] существует,

9, если (ε, b, q) = (+, 6, 2),

2l, если (ε, b, q) = (+, 2, 2l − 1) при l > 2,

2l, если (ε, b, q) = (−, 2, 2l + 1) при l > 2.

Отметим, что q∗
[εb]

не определено только при (ε, b, q) ∈ {(−, 2, 2), (−, 2, 3), (−, 3, 2)} и что

q∗
[εb]

∣

∣

(

qs − (ε1)s
)

⇐⇒ b | s, (9)

если q∗
[εb]

определено, и в этом случае группа SLε

b
(q) содержит неприводимый элемент порядка

q∗
[εb]

при дополнительном условии, что b > 1.

Лемма 9. Пусть q — степень простого числа p и ε ∈ {+,−}. Пусть n = pt +b1 + . . .+b
k
,

где t > 0, k > 0, а все числа bi > 1 и попарно взаимно просты. Если (ε, q) = (−, 2), то пусть

также bi 6= 2, 3 для всех i. Если же (ε, q) = (−, 3), то пусть bi 6= 2 для всех i. Положим

ri = q∗
[εbi]

. Тогда pt+1r1 · . . . · rk
6∈ ω(SLε

n
(q)).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала заметим, что ввиду (9) все ri попарно взаимно просты

и не делятся на p. Предположим, что существует a ∈ SLε

n
(q) порядка pt+1r1 · . . . · r

k
. Пусть

ζ1, . . . , ζn — характеристические корни элемента a. Поскольку жорданова форма элемента a
содержит блок размера не менее pt +1, то среди корней ζi есть по крайней мере pt +1 одинако-

вых. Элемент ap
t+1

полупрост, имеет порядок r1 · . . . ·rk
и характеристические корни µi = ζp

t+1

i
,

i = 1, . . . , n. Отметим, что r1 · . . . ·rk
— наименьшее общее кратное чисел |µ1|, . . . , |µn|. Положим

Ri = {µj | ri делит |µj |} при i = 1, . . . , k. Все множества Ri непусты, но, возможно, пересека-

ются. Кроме того множество {µ1, . . . , µn} является объединением непересекающихся орбит Oi

относительно действия отображения Фробениуса µ 7→ µεq. Корни в одной орбите попарно раз-

личны, каждая орбита Oi содержится в некотором множестве R
i
′ , и длина орбиты каждого

корня µj из любого множества Rj делится на bj в силу (9). Ввиду взаимной простоты чисел

bi длина объединения R = ∪jRj не менее b1 + . . . + b
k
. Кроме того, среди корней µi есть как

минимум pt + 1 одинаковых, которые должны принадлежать разным орбитам. Если какой-

то из этих корней лежит в некотором множестве Rj , то все равные ему тоже лежат в Rj , и

|R| > b1 + . . .+(pt +1)bj + . . .+ b
k

> n. В противном случае общее число элементов µj не менее

b1 + . . . + b
k

+ (pt + 1) > n. В обоих случаях получаем противоречие. �

Лемма 10. Если группа Фробениуса KC с ядром K и циклическим дополнением C = 〈c〉
порядка n действует точно на векторном пространстве V над полем ненулевой характери-

стики p, взаимно простой с порядком ядра K, то минимальный многочлен элемента c на V
равен xn − 1. В частности, полупрямое произведение V C содержит элемент порядка p · n и

dim CV (c) > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. См. лемму 1 в [6]. �

Лемма 11. Пусть ε ∈ {+,−} и L = Lε

n
(q) — простая группа, где q = pm. Если G ∼= Zp×L,

то ω(G) 6⊆ ω(L).

Д о к а з а т е л ь с т в о. При n = 2 утверждение хорошо известно. Пусть n > 2. Если

r = q∗
[ε(n−1)]

определено, то L содержит элемент порядка r и pr 6∈ ω(SLε

n
(q)) по лемме 9, откуда

следует требуемое. В противном случае тройка (ε, n, q) совпадает с (−, 3, 3) или с (−, 4, 2), и

тогда 3 · 7 ∈ ω
(

Z3 × U3(3)
)

\ ω
(

U3(3)
)

и 2 · 5 ∈ ω
(

Z2 × U4(2)
)

\ ω
(

U4(2)
)

. �
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2. Доказательство теоремы

Следующая теорема является переформулировкой нашего главного результата (теорема 1),

представленного во введении.

Теорема 2. Пусть ε ∈ {+,−} и L = Lε

n
(q) (q = pm) — простая группа, действующая на

векторном пространстве W над полем характеристики p. Предположим, что n > p, n 6= p+1
и (p, n) 6∈ {(2, 5), (3, 6), (3, 7), (3, 10), (5, 11), (5, 18)}. Пусть, кроме того, n 6= 6, 7, 9, 10, 11, 18 при

(ε, q) = (−, 2) и n 6= 5, 8, 11 при (ε, q) = (−, 3). Тогда ω(WL) 6= ω(L).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 11 можно считать, что L действует точно на W . Мы

можем поднять представление группы L на W до (нетривиального) представления группы

S = SLε

n
(q).

Пусть n = pt + b1 + . . . + b
k

— разложение числа n, существование которого утверждается

в лемме 8. Если (ε, q) = (−, 2), то мы предполагаем, что bi > 3, а если (ε, q) = (−, 3), то bi > 2
для всех i. Пусть ri = q∗

[εbi]
(по предположению это число определено для всех i).

Достаточно показать, что для любого нетривиального S-модуля W над полем характери-

стики p существует такой элемент a ∈ WS порядка c = pt+1r1 · . . . · rk
, что циклическая группа

〈a〉 тривиально пересекается с центром Z(S). В самом деле, если это выполнено, то по лемме 9

получим c ∈ ω(WL) \ ω(L) ввиду включения ω(L) ⊆ ω(S).
Применим индукцию по k. Если k = 0, то n = pt и по лемме 6 группа S содержит подгруппу

Фробениуса R с ядром порядка q[εn] (этот примитивный делитель, очевидно, существует) и

циклическим дополнением порядка pt (лемма 6 может быть применена, поскольку либо n = pt

нечетно, либо q = pm четно). Так как R действует точно на W , то из леммы 10 следует, что

pt+1 ∈ ω(WS), и очевидно также, что циклическая подгруппа в WS порядка pt+1 тривиально

пересекается с центром Z(S).
Предположим, что k > 0. Пусть V — естественный n-мерный FS-модуль с (ортонормиро-

ванным) базисом {e1, . . . , en}, где F = Fq. Положим U = 〈e1, . . . , eb1〉F и U ′ = 〈e
b1+1, . . . , en〉F .

Пусть h1 — неприводимый элемент из SLε(U,U ′) порядка r1. Так как 1 < b1 < n/2, то

W1 = CW (h1) 6= 0 по лемме 1, и группа S1 = SLε(U ′, U) ∼= SLε

n1
(q) действует нетривиаль-

но на W1 по лемме 4, где n1 = pt + b2 + . . . + bn. По индукции существует a1 ∈ W1S1 порядка

c1 = pt+1r2 · . . . ·rk
. Положим a = h1a1. Так как [h1, a1] = 1 и r1 взаимно просто с c1, то |a| = c, и

по построению ясно, что ap
t+1

∈ S централизует в V подпространство размерности pt, откуда

получаем 〈a〉 ∩ Z(S) = 1. �

3. Приложение

В таблице приведено разложение чисел n < 36 в виде n = pt + b1 + . . . + b
k

для всех

допустимых пар (n, p), существование которого утверждается в лемме 8. Если p = 2 и n 6=
6, 7, 9, 10, 11, 18, то bi 6= 2, 3. Если p = 3 и n 6= 5, 8, 11, то bi 6= 2.

(n, p) n = pt + b1 + . . . + bk (n, p) n = pt + b1 + . . . + bk (n, p) n = pt + b1 + . . . + bk

(2, 2) 2 = 2 (20, 7) 20 = 7 + 9 + 4 (29, 2) 29 = 8 + 9 + 7 + 5
(3, 3) 3 = 3 (20, 11) 20 = 11 + 9 (29, 3) 29 = 9 + 13 + 7
(4, 2) 4 = 4 (20, 13) 20 = 13 + 7 (29, 5) 29 = 5 + 13 + 7 + 4
(5, 3) 5 = 3 + 2 (20, 17) 20 = 17 + 3 (29, 7) 29 = 7 + 14 + 5 + 3
(5, 5) 5 = 5 (21, 2) 21 = 8 + 9 + 4 (29, 11) 29 = 11 + 13 + 5
(6, 2) 6 = 4 + 2 (21, 3) 21 = 9 + 7 + 5 (29, 13) 29 = 13 + 13 + 3
(7, 2) 7 = 4 + 3 (21, 5) 21 = 5 + 9 + 5 + 2 (29, 17) 29 = 17 + 12
(7, 5) 7 = 5 + 2 (21, 7) 21 = 7 + 9 + 5 (29, 19) 29 = 19 + 10
(7, 7) 7 = 7 (21, 11) 21 = 11 + 10 (29, 23) 29 = 23 + 6
(8, 2) 8 = 8 (21, 13) 21 = 13 + 8 (29, 29) 29 = 29
(8, 3) 8 = 3 + 3 + 2 (21, 17) 21 = 17 + 4 (30, 2) 30 = 8 + 13 + 5 + 4
(8, 5) 8 = 5 + 3 (21, 19) 21 = 19 + 2 (30, 3) 30 = 9 + 13 + 8
(9, 2) 9 = 4 + 3 + 2 (22, 2) 22 = 8 + 9 + 5 (30, 5) 30 = 5 + 13 + 7 + 3 + 2
(9, 3) 9 = 9 (22, 3) 22 = 9 + 10 + 3 (30, 7) 30 = 7 + 13 + 7 + 3
(9, 5) 9 = 5 + 4 (22, 5) 22 = 5 + 7 + 5 + 3 + 2 (30, 11) 30 = 11 + 14 + 5
(9, 7) 9 = 7 + 2 (22, 7) 22 = 7 + 7 + 5 + 3 (30, 13) 30 = 13 + 14 + 3

(10, 2) 10 = 8 + 2 (22, 11) 22 = 11 + 9 + 2 (30, 17) 30 = 17 + 13
(10, 5) 10 = 5 + 3 + 2 (22, 13) 22 = 13 + 9 (30, 19) 30 = 19 + 11
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(10, 7) 10 = 7 + 3 (22, 17) 22 = 17 + 5 (30, 23) 30 = 23 + 7
(11, 2) 11 = 4 + 5 + 2 (22, 19) 22 = 19 + 3 (31, 2) 31 = 8 + 11 + 7 + 5
(11, 3) 11 = 9 + 2 (23, 2) 23 = 8 + 11 + 4 (31, 3) 31 = 9 + 15 + 7
(11, 7) 11 = 7 + 4 (23, 3) 23 = 9 + 11 + 3 (31, 5) 31 = 5 + 15 + 7 + 4

(11, 11) 11 = 11 (23, 5) 23 = 5 + 11 + 5 + 2 (31, 7) 31 = 7 + 15 + 7 + 2
(12, 2) 12 = 8 + 4 (23, 7) 23 = 7 + 11 + 5 (31, 11) 31 = 11 + 13 + 7
(12, 3) 12 = 9 + 3 (23, 11) 23 = 11 + 7 + 5 (31, 13) 31 = 13 + 13 + 5
(12, 5) 12 = 5 + 5 + 2 (23, 13) 23 = 13 + 10 (31, 17) 31 = 17 + 14
(12, 7) 12 = 7 + 5 (23, 17) 23 = 17 + 6 (31, 19) 31 = 19 + 12
(13, 2) 13 = 8 + 5 (23, 19) 23 = 19 + 4 (31, 23) 31 = 23 + 8
(13, 3) 13 = 9 + 4 (23, 23) 23 = 23 (31, 29) 31 = 29 + 2
(13, 5) 13 = 5 + 5 + 3 (24, 2) 24 = 8 + 11 + 5 (31, 31) 31 = 31
(13, 7) 13 = 7 + 6 (24, 3) 24 = 9 + 11 + 4 (32, 2) 32 = 8 + 13 + 7 + 4

(13, 11) 13 = 11 + 2 (24, 5) 24 = 5 + 11 + 5 + 3 (32, 3) 32 = 9 + 15 + 8
(13, 13) 13 = 13 (24, 7) 24 = 7 + 11 + 6 (32, 5) 32 = 5 + 13 + 7 + 5 + 2
(14, 2) 14 = 8 + 6 (24, 11) 24 = 11 + 11 + 2 (32, 7) 32 = 7 + 13 + 7 + 5
(14, 3) 14 = 9 + 5 (24, 13) 24 = 13 + 11 (32, 11) 32 = 11 + 13 + 8
(14, 5) 14 = 5 + 5 + 4 (24, 17) 24 = 17 + 7 (32, 13) 32 = 13 + 15 + 4
(14, 7) 14 = 7 + 5 + 2 (24, 19) 24 = 19 + 5 (32, 17) 32 = 17 + 15

(14, 11) 14 = 11 + 3 (25, 2) 25 = 8 + 12 + 5 (32, 19) 32 = 19 + 13
(15, 2) 15 = 8 + 7 (25, 3) 25 = 9 + 11 + 5 (32, 23) 32 = 23 + 9
(15, 3) 15 = 9 + 6 (25, 5) 25 = 5 + 11 + 5 + 4 (32, 29) 32 = 29 + 3
(15, 5) 15 = 5 + 7 + 3 (25, 7) 25 = 7 + 11 + 5 + 2 (33, 2) 33 = 8 + 13 + 7 + 5
(15, 7) 15 = 7 + 5 + 3 (25, 11) 25 = 11 + 11 + 3 (33, 3) 33 = 9 + 16 + 5 + 3

(15, 11) 15 = 11 + 4 (25, 13) 25 = 13 + 12 (33, 5) 33 = 5 + 13 + 7 + 5 + 3
(15, 13) 15 = 13 + 2 (25, 17) 25 = 17 + 8 (33, 7) 33 = 7 + 16 + 7 + 3
(16, 2) 16 = 16 (25, 19) 25 = 19 + 6 (33, 11) 33 = 11 + 15 + 7
(16, 3) 16 = 9 + 7 (25, 23) 25 = 23 + 2 (33, 13) 33 = 13 + 13 + 7
(16, 5) 16 = 5 + 7 + 4 (26, 2) 26 = 8 + 11 + 7 (33, 17) 33 = 17 + 16
(16, 7) 16 = 7 + 7 + 2 (26, 3) 26 = 9 + 12 + 5 (33, 19) 33 = 19 + 14

(16, 11) 16 = 11 + 5 (26, 5) 26 = 5 + 11 + 7 + 3 (33, 23) 33 = 23 + 10
(16, 13) 16 = 13 + 3 (26, 7) 26 = 7 + 11 + 5 + 3 (33, 29) 33 = 29 + 4
(17, 2) 17 = 8 + 5 + 4 (26, 11) 26 = 11 + 11 + 4 (33, 31) 33 = 31 + 2
(17, 3) 17 = 9 + 8 (26, 13) 26 = 13 + 11 + 2 (34, 2) 34 = 8 + 15 + 7 + 4
(17, 5) 17 = 5 + 7 + 3 + 2 (26, 17) 26 = 17 + 9 (34, 3) 34 = 9 + 13 + 7 + 5
(17, 7) 17 = 7 + 7 + 3 (26, 19) 26 = 19 + 7 (34, 5) 34 = 5 + 13 + 9 + 5 + 2

(17, 11) 17 = 11 + 6 (26, 23) 26 = 23 + 3 (34, 7) 34 = 7 + 13 + 9 + 5
(17, 13) 17 = 13 + 4 (27, 2) 27 = 8 + 13 + 6 (34, 11) 34 = 11 + 16 + 7
(17, 17) 17 = 17 (27, 3) 27 = 9 + 13 + 5 (34, 13) 34 = 13 + 16 + 5
(18, 2) 18 = 4 + 7 + 5 + 2 (27, 5) 27 = 5 + 13 + 5 + 4 (34, 17) 34 = 17 + 15 + 2
(18, 3) 18 = 9 + 5 + 4 (7)27, 27 = 7 + 13 + 5 + 2 (34, 19) 34 = 19 + 15
(18, 7) 18 = 7 + 8 + 3 (27, 11) 27 = 11 + 13 + 3 (34, 23) 34 = 23 + 11

(18, 11) 18 = 11 + 7 (27, 13) 27 = 13 + 11 + 3 (34, 29) 34 = 29 + 5
(18, 13) 18 = 13 + 5 (27, 17) 27 = 17 + 10 (34, 31) 34 = 31 + 3
(19, 2) 19 = 8 + 7 + 4 (27, 19) 27 = 19 + 8 (35, 2) 35 = 8 + 13 + 9 + 5
(19, 3) 19 = 9 + 7 + 3 (27, 23) 27 = 23 + 4 (35, 3) 35 = 9 + 17 + 5 + 4
(19, 5) 19 = 5 + 7 + 5 + 2 (28, 2) 28 = 8 + 13 + 7 (35, 5) 35 = 5 + 13 + 7 + 5 + 3 + 2
(19, 7) 19 = 7 + 7 + 5 (28, 3) 28 = 9 + 13 + 6 (35, 7) 35 = 7 + 17 + 8 + 3

(19, 11) 19 = 11 + 8 (28, 5) 28 = 5 + 13 + 7 + 3 (35, 11) 35 = 11 + 17 + 7
(19, 13) 19 = 13 + 6 (28, 7) 28 = 7 + 13 + 5 + 3 (35, 13) 35 = 13 + 17 + 5
(19, 17) 19 = 17 + 2 (28, 11) 28 = 11 + 13 + 4 (35, 17) 35 = 17 + 13 + 5
(19, 19) 19 = 19 (28, 13) 28 = 13 + 13 + 2 (35, 19) 35 = 19 + 16
(20, 2) 20 = 8 + 7 + 5 (28, 17) 28 = 17 + 11 (35, 23) 35 = 23 + 12
(20, 3) 20 = 9 + 8 + 3 (28, 19) 28 = 19 + 9 (35, 29) 35 = 29 + 6
(20, 5) 20 = 5 + 7 + 5 + 3 (28, 23) 28 = 23 + 5 (35, 31) 35 = 31 + 4
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