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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 20 № 2 2014

УДК 512.542

РАСПОЗНАВАЕМОСТЬ ГРУПП E7(2) И E7(3) ПО ГРАФУ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ1

А. С.Кондратьев

Доказано, что группы E7(2) и E7(3) распознаются по графу простых чисел. Как следствие, завершено

положительное решение проблемы В. Д.Мазурова о том, что любая конечная простая группа, граф про-

стых чисел которой имеет по крайней мере три компоненты связности, либо распознаваема по спектру,

либо изоморфна A6.

Ключевые слова: конечная группа, простая группа, спектр, граф простых чисел, распознавание по

спектру или по графу простых чисел.

A. S.Kondrat’ev. Recognizability of groups E7(2) and E7(3) by prime graph.

It is proved that the groups E7(2) and E7(3) are recognized by prime graph. As corollary, it is completed

the positive solution of the Mazurov’s problem that every finite group whose the prime graph has at least three

connected components is either reconizable by spectrum or isomorphic to A6.

Keywords: finite group, simple group, spectrum, prime graph, recognition by spectrum or by prime graph.

Введение

Пусть G –– конечная группа. Обозначим через ω(G) спектр группы G, т. е. множество всех
порядков ее элементов. Множество ω(G) определяет граф простых чисел (или граф Грюнбер-

га — Кегеля) Γ(G) группы G, в котором вершинами служат простые делители порядка группы
G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда pq ∈ ω(G). Обозначим
число компонент связности графа Γ(G) через s(G).

Общее строение конечных групп с несвязным графом простых чисел дается теоремой
Грюнберга — Кегеля (см. [48, теорема A]). Конечные простые неабелевы группы с несвязным
графом простых чисел описаны в работах Уильямса [48] и автора [11]. Результаты о конечных
группах с несвязным графом Грюнберга — Кегеля нашли большое применение в теории групп.

В теории конечных групп сложилось и динамично развивается направление исследований
распознаваемости конечных групп по спектру (см. обзор В.Д.Мазурова [16]) или по графу
простых чисел.

Конечная группа G называется распознаваемой по спектру (соответственно графу простых

чисел), если она определяется с точностью до изоморфизма в классе конечных групп своим
спектром (соответственно графом простых чисел). Ясно, что из распознаваемости конечной
групп по графу простых чисел следует ее распознаваемость по спектру. Первый необходи-
мый этап решения вопроса распознаваемости конечных простых групп по спектру или графу
простых чисел заключается в доказательстве условия квазираспознаваемости (которое бы-
ло введено автором в [1]), более слабого, чем распознаваемость. Конечная простая неабелева
группа P называется квазираспознаваемой по спектру (соответственно графу простых чисел),
если любая конечная группа G c условием ω(G) = ω(P ) (соответственно Γ(G) = Γ(P )) имеет
единственный неабелев композиционный фактор и этот фактор изоморфен P .

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект 13-01-00469), программы Отделения
математических наук РАН (проект 12-Т-1-1003), программ совместных исследований УрО РАН с СО
РАН (проект 12-С-1-1018) и с НАН Беларуси (проект 12-С-1-1009) и в рамках проекта повышения кон-
курентоспособности (соглашение между Министерством образования и науки Российской Федерации
и Уральским федеральным университетом от 27.08.2013, № 02.A03.21.0006).
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В двух работах О.А.Алексеевой и автора [2; 3] была доказана квазираспознаваемость по
спектру конечных простых групп, отличных от группы A6, граф Грюнберга — Кегеля которых
имеет по крайней мере три компоненты связности. Известно, что группа A6 не квазираспо-
знаваема по спектру. В [16] В.Д.Мазуров поставил следующий вопрос: верно ли, что любая

конечная простая группа G с условием s(G) ≥ 3, не изоморфная A6, распознаваема по спек-

тру?

В работах разных авторов, начиная с 1983 г. (см. [2–5;9;10;12–15;17;18;22–24;26;27;30–46]),
был получен положительный ответ на этот вопрос для всех конечных простых групп G с
условием s(G) ≥ 3, кроме исключительных групп E7(2) и E7(3).

В данной работе делается завершающий шаг положительного ответа на вопрос В.Д.Мазу-
рова. Этот шаг вытекает из следующего более сильного результата.

Теорема. Группы E7(2) и E7(3) распознаваемы по графу простых чисел.

1. Обозначения, терминология и вспомогательные результаты

Наши обозначения и терминология в основном стандартны, их можно найти в [19; 20; 28].
Если n — натуральное число и p — простое число, то через np, π(n) и τ(n) обозначаются
соответственно p -часть числа n, множество всех простых делителей числа n и множество всех
простых чисел s таких, что n/2 < s ≤ n.

Пусть G –– конечная группа. Ее спектр ω(G) частично упорядочен относительно делимости
и однозначно определяется подмножеством µ(G) своих максимальных элементов. Обозначим
множество связных компонент графа Γ(G) через {πi(G) | 1 ≤ i ≤ s(G)}; при этом для группы G
четного порядка считаем, что 2 ∈ π1(G). Положим π(G) = π(|G|) и µi(G) = {n ∈ µ(G) | π(n) ⊆
πi(G)} для 1 ≤ i ≤ s(G).

Множество попарно не смежных вершин графа называется его кокликой. Обозначим через
t(G) наибольшую из мощностей коклик графа Γ(G), а через t(r,G) — наибольшую из мощно-
стей коклик графа Γ(G), содержащих простое число r.

Рассмотрим некоторые результаты, которые используются в доказательстве теоремы.

Лемма 1 (теорема Грюнберга — Кегеля [48, Theorem A]). Для группы G с несвязным

графом Γ(G) верно одно из следующих утверждений:

(а) G — группа Фробениуса;

(б) G — 2-фробениусова группа, т. е. G = ABC, где A, AB — нормальные подгруппы груп-

пы G, а AB, BC — группы Фробениуса с ядрами A, B и дополнениями B, C соответственно;

(в) G является расширением нильпотентной π1(G)-группы посредством группы A, где

Inn(P ) ≤ A ≤ Aut(P ), P — простая неабелева группа с условием s(G) ≤ s(P ) и A/Inn(P ) —

π1(G)-группа.

Лемма 2 [11;48; 13, лемма 4]. Пусть P — конечная простая группа с несвязным графом

Грюнберга — Кегеля. Тогда

(а) |µi(P )| = 1 для i > 1, ниже ni(P ) обозначает единственный элемент из µi(P ) для

i > 1;

(б) P и ni(P ) для 2 ≤ i ≤ s(P ) и s(P ) ≥ 3 указаны в приведенной ниже таблице.

Из лемм 1 и 2 следует

Лемма 3. Пусть G — конечная группа с несвязным графом Грюнберга — Кегеля, не

изоморфная группе Фробениуса или 2-фробениусовой группе, и P — неабелев композиционный

фактор в G. Тогда для каждого i ∈ {2, . . . , s(G)} существует j ∈ {2, . . . , s(P )} такое, что

ni(G) = nj(P ).

Лемма 4 (теорема Васильева [6]). Пусть G — конечная группа, для которой t(G) ≥ 3
и t(2, G) ≥ 2. Тогда G является расширением разрешимой группы K посредством группы A
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такой, что Inn(P ) ≤ A ≤ Aut(P ), где P — простая неабелева группа с условием t(P ) ≥
t(G) − 1. Кроме того, верно одно из следующих утверждений:

(а) P изоморфна A7 или L2(q) для некоторого нечетного числа q и t(P ) = t(2, P ) = 3;
(б) для каждого простого числа r ∈ π(G), не смежного с 2 в GK(G), силовская r-подгруппа

группы G изоморфна силовской r-подгруппе группы P и, в частности, t(2, P ) ≥ t(2, G).

Лемма 5 [7; 8]. Пусть P — конечная простая группа с s(P ) ≥ 3. Тогда ее параметры

t(P ) и t(2, P ) такие, как в таблице.

Лемма 6 (теорема Жигмонди [21;49]). Пусть q ≥ 2 и n ≥ 3 — натуральные числа. Если

(q, n) 6= (2, 6), то существует простое число, делящее qn − 1 и не делящее qi − 1 при любом

натуральном i < n.
Параметры простых групп P c s(P ) ≥ 3

P Ограничения на P t(P ) t(2, P ) n2(P ), . . . , ns(P )(P )

An n > 6, n и n − 2 просты |τ(n)| + 1 3 n, n − 2
A1(q) 3 < q ≡ ε1 (mod 4), ε = ± 3 3 char(GF (q)), (q + ε1)/2
A1(q) q > 2, q четно 3 3 q − 1, q + 1
2A5(2) 3 3 7, 11
2Dp(3) p = 2m + 1 ≥ 3, p просто [(3p + 4)/4] 2 (3p−1 + 1)/2, (3p + 1)/4
G2(q) q ≡ 0 (mod 3) 3 3 q2 − q + 1, q2 + q + 1
2G2(q) q = 32m+1 > 3 5 3 q −√

3q + 1, q +
√

3q + 1
F4(2) 4 3 13, 17
F4(q) q > 2 четно 5 3 q4 − q2 + 1, q4 + 1
2F4(8) 4 4 37, 109
2F4(q) q = 22m+1 > 8 5 4 q2 −

√

2q3 + q −√
2q + 1,

q2 +
√

2q3 + q +
√

2q + 1
E7(2) 8 5 73, 127
E7(3) 8 3 757, 1093
M11 3 3 5, 11
M23 4 4 11, 23
M24 4 3 11, 23
J3 3 3 17, 19

HiS 4 3 7, 11
Suz 4 3 11, 13
Co2 4 3 11, 23
Fi23 5 3 17, 23
F3 5 4 19, 31
F2 8 3 31, 47

A2(4) 4 4 3, 5, 7
2B2(q) q = 22m+1 > 3 4 4 q − 1, q −√

3q + 1, q +
√

3q + 1
2E6(2) 5 4 13, 17, 19

E8(q) q ≡ 2, 3 (mod 4) 12 5
q10+q5+1

q2+q+1
, q8−q4+1,

q10−q5+1

q2−q+1
M22 4 4 5, 7, 11
J1 4 4 7, 11, 19

O′N 5 4 11, 19, 31
LyS 6 4 31, 37, 67
Fi′24 6 4 17, 23, 29
F1 11 5 41, 59, 71

E8(q) q ≡ 0, 1, 4 (mod 5) 12 5
q10+q5+1

q2+q+1
,

q10−q5+1

q2−q+1
, q8−q4+1,

q10+1

q2+1
J4 12 23, 29, 31, 37, 43
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В обозначениях леммы 6 простое число, делящее qn−1 и не делящее qi−1 при любом нату-
ральном i < n, называется примитивным простым делителем числа qn −1, а множество всех
примитивных простых делителей числа qn − 1 обозначается через Rn(q). В рассматриваемом
нами случае q ∈ {2, 3}.

Лемма 7 (лемма Мазурова [14, лемма 1]). Пусть G — конечная группа, N — нормальная

подгруппа в G, G/N — группа Фробениуса с ядром F и циклическим дополнением C. Если

(|F |, |N |) = 1 и F не содержится в NCG(N)/N , то s|C| ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(N).

2. Доказательство теоремы

Пусть L = E7(q), где q ∈ {2, 3}. Тогда по [20] множество π(L) равно {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,
19, 31, 43, 73, 127} при q = 2 и {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 37, 41, 61, 73, 547, 757, 1093} при q = 3.
Ввиду леммы 2 имеем s(L) = 3 и множество {n2(L), n3(L)} равно {73, 127} при q = 2 и
{757, 1093} при q = 3. Ввиду леммы 5 имеем t(L) = 8, t(2, L) равно 5 при q = 2 и 3 при
q = 3. Ввиду [7, табл. 5, 7] граф Γ(L) имеет коклику {2, r7, r14, r9, r18} при q = 2 и {2, r7, r9}
при q = 3, где ri ∈ Ri(q). Поэтому такой кокликой является множество {2, 19, 43, 73, 127} при
q = 2 и {2, 757, 1093} при q = 3.

Докажем сначала квазираспознаваемость группы L по графу простых чисел. Пусть G —
конечная группа с условием Γ(G) = Γ(L) и N = F (G). Положим G = G/N . В силу лемм 1, 2
и 3 имеем Inn(P ) � G ≤ Aut(P ), где P — конечная простая группа с условиями

s(P ) ≥ 3, π(N) ∪ π(Ḡ/Inn(P )) ⊆ π1(G) и {n2(G), n3(G)} ⊆ {ni(P ) | 2 ≤ i ≤ s(P )}. (2.1)

Поскольку числа n2(L) и n3(L) просты, множество {n2(G), n3(G)} равно {73m, 127n} при q = 2
и {757m, 1093n} при q = 3, где m и n — некоторые натуральные числа.

По условию t(G) = t(L) ≥ 3 и t(2, G) = t(2, L) ≥ 2, следовательно, ввиду леммы 4 имеем

t(P ) ≥ t(L) − 1 = 7 и t(2, P ) ≥ t(2, L). (2.2)

Ввиду таблицы и леммы 5 группа P изоморфна одной из следующих групп: Ap, где p ≥ 7 и
p− 2 — простые числа; 2Dp(3), где p = 2m +1 ≥ 3 — простое число; E7(2); E7(3); E8(t), где t —
некоторая степень простого числа; F2; F1; J4. Далее рассматриваются все эти возможности
для P .

Пусть P ∼= Ap, где p ≥ 7 и p − 2 — простые числа. Если q = 2, то ввиду условия (2.1)
{73m, 127n} = {p, p − 2}, что невозможно. Если q = 3, то {757m, 1093n} = {p, p − 2}, что
невозможно.

Пусть P ∼= 2Dp(3), где p = 2m + 1 ≥ 3 — простое число. Ввиду леммы 5 и условия (2.2)
t(P ) = [(3p + 4)/4] ≥ t(L) − 1 = 7 и t(2, P ) = 3 ≥ t(2, L), следовательно, p ≥ 17 и q = 3.
Поскольку тогда |π(G)| = |π(L)| = 15, имеем [(3p+4)/4] = t(P ) ≤ |π(G)| = 15 и, следовательно,
p = 17. Поэтому {757m, 1093n} = {(316 + 1)/2, (317 + 1)/4} = {21523361, 32285041}. Но числа
21523361 и 32285041 не делятся на 757 и 1093; противоречие.

Пусть P ∼= E8(t). Ввиду [7; 8] t(P ) = 12 и граф Γ(L) имеет коклику {r5, r7, r8, r9, r10, r12,
r14, r15, r18, r20, r24, r30}, где ri ∈ Ri(t). Числа из этой коклики взаимно просты с делителем
t(t3 − 1)(t4 − 1) числа |P |. Но по лемме 6 число t(t3 − 1)(t4 − 1) делится по крайней мере
на 4 попарно различных простых числа. Поэтому |π(P )| ≥ 12 + 4 = 16. Но π(P ) ⊆ π(G) и
|π(G)| = |π(L)| ≤ 15; противоречие.

Если P ∼= F2, то {n2(G), n3(G)} ⊆ {31, 47}, что невозможно.

Если P ∼= F1, то {n2(G), n3(G)} ⊆ {41, 59, 71}, что невозможно.

Если P ∼= J4, то {n2(G), n3(G)} ⊆ {23, 29, 31, 37, 43}, что невозможно.

Итак, группа P изоморфна E7(2) или E7(3). Поскольку π(E7(2)) 6= π(E7(3)), P ∼= L. Ква-
зираспознаваемость по графу простых чисел группы L доказана.
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Предположим, что N = F (G) 6= 1. Ввиду леммы 1 достаточно рассматривать случай, когда
N — элементарная абелева p-группа для некоторого простого числа p из π1(G) и P действует
точно и неприводимо на N .

Предположим, что p 6= q.

Пусть q = 2. Согласно [20] в P существует параболическая максимальная подгруппа R вида
R = U : S, где |U | = 242 и S ∼= L7(2). В S существует циклическая подгруппа 〈x〉 простого
порядка 127 (цикл Зингера), образующего компоненту связности в графе Γ(G). Поэтому U : 〈x〉
есть группа Фробениуса. Применяя к группе NU〈x〉 лемму 7, получим, что 127p ∈ ω(G);
противоречие.

Пусть q = 3. В P существует параболическая максимальная подгруппа R, полученная вы-
брасыванием последней (концевой) вершины из схемы Дынкина для P . Тогда R имеет вид
R = U : S, где |U | = 327 и S′ — квазипростая группа лиева типа E6(3). В S′ существует цикли-
ческая подгруппа 〈x〉 простого порядка 757, образующего компоненту связности в графе Γ(G).
Поэтому U : 〈x〉 есть группа Фробениуса. Применяя к группе NU〈x〉 лемму 7, получим, что
757p ∈ ω(G); противоречие.

Таким образом, p = q.

Если q = 3, то по [29, теорема 1.3] каждый элемент из P фиксирует некоторый неединичный
элемент из N , что противоречит несвязности графа Γ(G).

Пусть q = 2. Ввиду [20] дополнение Леви параболической максимальной подгруппы груп-
пы P , полученной выбрасыванием последней (концевой) вершины из схемы Дынкина для P ,
изоморфно E6(2) и поэтому содержит элемент порядка 73. Согласно [47, следствие 5.1] этот
элемент фиксирует некоторый неединичный элемент из N . Но это противоречит тому, что
вершины 73 и 2 не смежны в графе Γ(G).

Итак, N = 1 и G = G.

Предположим, что Inn(P ) < G. Тогда ввиду [20, Table 5] q = 3 и G ∼= Aut(E7(3)) ∼=
E7(3) : 2. Группа G изоморфна группе CX(σ), где X — связная простая присоединенная ли-
нейная алгебраическая группа типа E7 над алгебраически замкнутым полем характеристики 3
и σ — эндоморфизм Стейнберга группы X (см. [28, теорема 6.2.2(g)]). Согласно [25, табл. 3 и
разд. 10] в G есть абелева подгруппа (максимальный тор типа E7(a1)) порядка 37−1 = 2 ·1093;
противоречие с тем, что вершины 1093 и 2 не смежны в графе Γ(G).

Теорема доказана.
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