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ОБОБЩЕННЫЕ РЕШЕНИЯ 
С ПЕРВЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ИЗ Lp 

В ЗАДАЧЕ ОБТЕКАНИЯ 
ДЛЯ СИСТЕМЫ СТОКСА*) 

В. Н. Масленникова, М. А. Тимошин 

В работе строится £р-теория, 1 < р < оо, д л я з а д а ч и обтекания 
нескольких тел стационарным потоком вязкой несжимаемой жидкости 
в постановке Стокса. 

При нахождении поля скоростей в пространстве Lp(Q) с соответ
ствующей полунормой естественным образом возникают новые функ
циональные пространства соленоидальных векторных полей, свойства 
которых изучаются в работе. Принадлежность этим функциональ
ным пространствам вектора скорости определяет в и д потока на бес
конечности. Доказываются новые априорные оценки для обобщенных 
решений поставленной задачи в неограниченной области с компакт
ной границей. Строится в явном виде решение для внешности шара, 
при этом находится число линейно независимых решений однородной 
з а д а ч и . Размерность я д р а соответствующего оператора в различных 
функциональных пространствах определяется сначала д л я внешности 
шара, а затем для произвольной неограниченной области с компакт
ной границей. Доказывается, что как размерность ядра , так и размер
ность коядра зависят от показателя р, при этом промежутки р для 
найденных размерностей ядра и коядра различны, т. е. з адача имеет 
ненулевой индекс. 

§ 1. Постановка задачи, определение 
функциональных пространств и обобщенных решений 

В работе рассматривается линеаризованная з адача обтекания ко
нечного числа ограниченных тел с гладкими поверхностями стацио
нарным потоком вязкой несжимаемой жидкости, т. е. краевая з а д а ч а 
д л я системы Стокса вида 

- i / A V + V g = / (*) , divK = 0, xEQ, (1) 
У|м> = 0, (2) 

где V(x) = (Vi,V2,V3) — векторное поле скоростей, q(x) — давление, 
f(x) = ( / ь / 2 , / 3 ) — векторное поле внешних сил, х = (х\,Х2,хз) Е Q С К3, 

fi = l 3 \ f ( J u;m), (3) 

*' Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаменталь
ных исследований (код проекта 93-011-1771). 

© 1994 Масленникова В. Н., Тимошин М. А. 
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! 

шт С Ж3, wm — ограниченная область, дшт Е С2, шт П ип = 0 при 
m ^ n = l , . . . , М; О Е u;m для некоторого т . В работах [1-3] была иссле
дована задача (1)-(3) в полунормированных пространствах L2(fi;R3), 
1 < р < оо, с нормами, содержащими вторые производные по я, т. е. рас
сматривались убывающие, ограниченные и линейно растущие реше
ния при \х\ —• оо; были получены соответствующие априорные оценки, 
доказаны теоремы существования, построено явное решение во внеш
ности шара с помощью функций Лежандра и найдена точная размер
ность ядра оператора, порожденного задачей (1)-(3) в L2(ft;IR3), кото
рая равна 11. Наиболее близкие к [1-3] результаты получены в [4], гле 
читатель найдет ссылки на другие работы. 

Настоящая работа посвящена исследованию задачи (1)-(3) в про
странствах типа L*, определенных различными способами, и нахожде
нию точных размерностей ядра и коядра соответствующего операто
ра. Краткое изложение части результатов статьи содержится в [3]. 

Для определения обобщенных решений задачи (1), (2) будем ис
пользовать обычные обозначения основных и обобщенных функций, а 
также следующие обозначения: 

если F £V'(Q]Rn), <p eV(Q-Rn), то для F = (Д, . . . , /„), Ф = (pi,- . , Ы . 
/,• Е Т>'(П), & Е V(Q) полагаем 

п 

Lp(f2;Mn) — пространство Соболева n-мерных векторных полей с 
полунормой 

L.(n;i.) = ( / ( Е l^/WI2)" 'da)' '; 
р/2 N 1/p 

|D e / ( * ) | a ) 
n Н = 1 

i£(Q;IRn) — замыкание в l £ ( f l ; ! n ) подпространства C°°(Q;1"), 

L*(0;RB) = {V G Lp(fi;IT) : К|9П = 0}, 

О 

Ь~1(£1\Жп) — пространство, сопряженное к Zy(Q;En), 1/p-f 1/p' = 1; 
о 

если / — функционал из L~1(Q;lRn), то его действие на (р Е Lp,(Q;En) 
будем обозначать как (/, >̂). 

Поскольку в данной работе будем иметь дело лишь с векторны
ми полями размерности 3, пространства соленоидальных векторных 
полей определим следующим образом: 

}°°(П)= {KEC°°(fi;l3):clivl/(a:) = 0, x E f i } , 
о о 
/p(Q) — замыкание в Lp(Q;E ) подпространства I°°(Q), 

ll(Cl) = { K e l p ( f i ; ! 3 ) : d i v V = 0 п. в. в 0 } , 

11(H) = { V e L p ( f i ; l 3 ) : d i v K = 0 п. в. в « } . 
О О О • 

Ясно, что /°°(fi) С /*(fi) С /£(П) С 11
р С ip(fl). В работе [5] было доказано 

о* о 

совпадение пространств /p(ft) и /*(П) в случае области с компактной 
границей для 1 < р < оо. Поэтому для областей типа (3) пространства 
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о о 
/p(fi) и /р(П) совпадают между собой. Этим мы будем пользоваться в 
дальнейшем без дополнительных оговорок. 

Введем д в а типа обобщенных решений задачи (1), (2): из простран-
о § 

ства /р(0) и из пространства /p(fi). 
о 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть 1 < р < оо. Обобщенным решением из !),{&,) 
• о 

(из Ip(Q)) называется такое векторное поле V Е 1р(&) (соответственно 

v Е JJ(O)), что 

j(VV(x), УФ(х)) dx = (/, Ф) УФ Е /°°(П), (4) 
п 

3 

Обобщенные решения обоих типов можно определить и в терми
нах обобщенных функций. Прежде чем д а т ь соответствующее опреде
ление, докажем следующую лемму. 

о 
Лемма 1. Векторное поле V есть обобщенное решение из Ip(Q) (из 

/p(Q)) з а д а ч и (1), (2) с правой частью f Е Ьр1(П\Ш3), 1 < р < оо, тогда 
о § 

и только тогда, когда V Е /р(П) (соответственно V Е Ip(ty) и найдется 

функция q E LP(Q) такая, что V и q удовлетворяют системе (1) в 2>'(fi), 

( - | /ДК + У0,Ф) = (/,Ф) УФЕ2>(0;! 3) . (5) 
о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим случай К Е /р(^) ; д л я решения из 

Ip(Q) лемма 1 доказывается аналогичным образом. 
о 

Итак, пусть V Е /p(fi) — обобщенное решение з а д а ч и (1), (2) в смы
сле определения 1. Заметим, что L~^f t ; ! 3 ) С Х>'(£2;Е3), так как 2>(Q;E3) 

о 
С LL. Значит , правую часть / системы (1) можно с ч и т а т ь обобщенной 
функцией из X>'(fi;E3). Поскольку 

dV 
j±£LP(Sl) д л я ij = 1,2,3, 

то 
1>3 

/ < 
(VV1VФ)dx = (VV,V<b) = -(АУ,Ф) УФЕХ>(П;13). 

п 
В результате из (4) следует, что -i/AV - / Е 2>'(Q;1R3), при этом 

о 
(—vAV — / , Ф) = О УФ Е /°°(Й), откуда по известному результату де-Рама 
найдется такая обобщенная функция q E V'(Q), что -i/AV - / = V(/ в 2>'. 
Напомним используемый результат де-Рама: если П С К" — открытое 
множество и / Е Р'(£2;Е3), то / = V P д л я некоторого Р Е Р'(П) тогда и 

о 
только тогда , когда (/, г;) = 0 Vt> E /°°(Q) [6] (см. также [7]). 

Теперь, поскольку AV E L~l(Q) для всякого векторного поля V Е 

/*(П), то -vAV - f E L - ^ O ; » 3 ) . Значит , V</ E L p 1 ^ ; » 3 ) С W ^ t f * 
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где И^"1(Й;Ж3) — пространство, сопряженное к пространству Соболева 
о 

векторных полей H^,(Q; Ж3). В этом случае в силу следствия 7 из [8] 
найдется такая постоянная с > О, что q = q — С Е Lp(ft). 

о 

Итак, если V — обобщенное решение из /p(ft) з а д а ч и (1), (2), то 
найдется функция q Е £p(ft), такая что 

C{V,q} = -vAV + Vq = f в D' ( f t ; ! 3 ) . (6; 
о 

Докажем обратное утверждение. Пусть V Е /p(ft) и g E 1р(0) та
ковы, что имеет место равенство (6) с некоторой правой ч а с т ь ю / Е 
L " 1 ^ ) . Тогда д л я Ф Е J°°(ft) С X>(ft;E3) 

(-i/AV + Vg, Ф) = -1/(ДК, Ф) = i / (W, УФ) = i/ / ( W , УФ) dar = (/, Ф) 
о 

так как (Уд,Ф) = —(g, div Ф) -~ 0, откуда следует, что V удовлетворяем 
тождеству (4). Лемма доказана. 

Доказанная лемма позволяет д а т ь второе определение обобщенно
го решения з а д а ч и (1), (2), эквивалентное определению 1. 

о » 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Обобщенным решением из /p(ft) (из /p(ft)) з а д а ч и 

(1), (2) с правой частью / Е Lp1(fi;E3) называется такая пара {V, q): 
о • 

что V Е Jp(ft) (соответственно V Е /p(ft) для обобщенного решения из 

/*(ft)), q E LP(Q) и имеет место (5), 
Докажем необходимый в дальнейшем результат о представлении 

функционалов из L~l(Q]R3). 

Лемма 2. Пусть f E L ' ^ Q j E 3 ) , 1 < р < оо. Тогда найдутся такие 

функция-матрица Т 

р 

со строками рг = (у>}(я))|=1, ^ j ( x ) e ^р(^)> 

г = 1,2,3, и постоянная С > 05 что /г = div у?\ г = 1,2,3, в 2}'(ft), т. е. 
разрешимо уравнение div^* — f и при этом 

ткм^сщ,.-^.^, (7) 
р/2 ч 1/р 

1И1мп)=(ДЕЫ(*)12) rf*) 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть grad : L*,(ft;M3) -> Lp/(ft), где Lp(ft) — про
странство матриц ^ вида J*7 — ( ^ ) 3

J = 1, <plj(x) E £p(ft), с определен
ной выше нормой, 1/р + 1/р' ~ 1. Тогда сопряженный к нему опера
тор div будет действовать в сопряженных пространствах, а именно, 

о ^ 
div : (Lp/(ft))* -~> (ILL(ft)) , и по теореме Рисса об общем виде линейного 
функционала над Lp и по определению L '^ f t jE 3 ) имеем div : Lp(ft) —* 
L^^ft-jE3). При этом область значений оператора дивергенции fi(div) 
замкнута в Z/"1 (Г2; IR3), так как замкнута область значений fl(grad). По-

0 

скольку L1, есть замыкание финитных функций в неограниченной об
ласти, имеем ker(grad) = 0. Тогда область значений /2(div ) всюду плот
на в Lp1. 
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Итак, /J(div) = R(div) = L " 1 ^ ; ! ! 3 ) , где чертой обозначено замыка
ние подпространства R(div) в Ь~г(£}). В силу известного результата из 
функционального анализа (см., например, [9, с. 524]) существуют такие 
Т Е ЬР(П) и С > 0, что для любого / Е L ' ^ f i j E 3 ) имеем div J7 = f с 
оценкой (7). Лемма 2 доказана. 

Пользуясь леммой 2, вместо задачи (1), (2) будем рассматривать 
эквивалентную ей задачу, состоящую из уравнений 

-I/AV + Vg = div.F, div V = 0, х Е Q, (8) 

где J7 E ILp(fi), и граничного условия (2). 
о • 

Определим VPta и Х>Р)п> положив 

Т)Р)П = %(fl) x Lp(fi), VPia = Il
p(Q) x Ip(I2). (9) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ З. Дифференциальным оператором С задачи (1), (2) бу
дем называть отображение 

С : Z>P,n(Z>p,n) - L;1^; Ш3), {V, q} ь-> - i /ДК + Vg = £{К, <?}. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Ядрами дифференциального оператора С з а д а ч и 
о • 

(1), (2) назовем подпространства в Т>рд и VP)Q в и д а 

Np,n = {{V,q}eVP)Q:C{V,q} = 0 в 2>'(fi;M3)}, 

NPin = {{V,q}eVPfn:C{V,q} = 0 в £>'(fi; l3)}, 

где q = q — С £ Lp(Q), С — некоторая постоянная. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 5. Областью значений дифференциального оператора 

з а д а ч и (1), (2) назовем подпространства в L ' ^ f l j E 3 ) в и д а 

Цра = {f еЬр
1(П;Ж3) : / = C{V,q}} ДЛЯ некоторой пары {V,q} Е Р р , п , 

КР}п = {f eL^i^R3) : / = £{K,g}} д л я некоторой пары {V,.q} E X>p,n-

§ 2. Решение задачи во внешности шара 
Докажем полезную в дальнейшем вспомогательную лемму. 
Лемма 3. Пусть {V,q} — решение однородной ( / = 0) з а д а ч и 

(1), (2) во внешности D единичного шара с центром в начале коор
динат, v — 1, где 

оо п 

J = E E « г " " " 1 + #>п)У„т(*,*>), У„т(0,V) = eim*P?(cosв), (10) 
n = 0 m = — n 

P^(cos0) — присоединенные функции Лежандра, г = \х\. Тогда в фор
муле (10) постоянная с*§ = 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пользуясь формулами Ламба [10], построим век
торное поле Uу удовлетворяющее системе 

сю п 
AU = V Е Е К»1"""1 + Д?'-")С(^ V), div t/ = 0. 

n = l m = —n 
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Т о г д а V = V — U должно удовлетворять системе 
а 0 

A K ' = r V - A divV" = 0, я е £ > . 
г 

2 ° 
Положим W = — Т^7!^* Л ° к а ж е м ) ч т о 

ДИ^ = V - A diviy = - £ . 
г г 

Действительно , 

л/^2^«оА 2л 9 « § b g A 2 / а д д \ д а°0 
Л г л = г Д л + л А г + 4 х1 л - + *2 я - + х з ^ — з а 

\ axi г J ох{ г oxi г \ ох\ ох^ Oxz) ох{ г 

3 д2 1 Л Л 5 1 1 
*** = - 2 - . 

иь=1 

1 г г ( ^ X j k J ^Xi r ®Xi r 

Поэтому A (^a^TT^) = ""^ао^Тг > 0 Т К УД а AW = а о^г» к Р о м е того, 

Таким образом, div W = - ^ d i v (r2V^) = 2&. 
Определим векторное поле У", положив К" = К' — W. Так опреде

ленное V" удовлетворяет системе 

УК" = 0, divV" = 1, x G D . (11) 
г 

Так как V7' — гармоническая вектор-функция, ее компоненты предста-
в и м ы в в и д е 

+оо 
V," = ] Г Y l «"=1.2,3, (12) 

n = —oo 
где Y^ — шаровые функции степени п (п = 0 ,±1 , . . . ) . Тогда второе 
равенство в (11) дает 

п = -оо ч ' 

Из свойств гармонических функций следует, что сумма J2 "э^ е с т ь 

гармоническая функция степени п - 1. Обозначим ее через Y n - i - Из 
равенства (13) и линейной независимости шаровых функций различ-

о 
ных порядков следует существование такого п, что Yn_i = — -^, при 

о 

этом Y m - i = 0 д л я т ф п. С другой стороны, — -f- — Y_i. Но если 
п — 1 = —1, то п = 0, т. е. YQ = const д л я г = 1,2,3. Значит , 

что возможно в случае а{] = 0. Лемма доказана. 
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• Теорема 1. Пусть fi = D = {х G I 3 : \х\ > 1}, {V,q} G NPtD E Il
p{D) х 

LP(D), 1 < р < оо, есть решение задачи (1), (2), i/ = 1. Тогда 
1) если К р < 3/2, то К = V? = 0; 
2) если 3/2 < р < оо, то 

^ = 3 V г " J V ( a i * 3 - a2*i - а3*2) + - (1 - r2)V ^—j - j - j - J , 

(14) 
^ ) = а 1 ^ - « 2 ^ з - а 3 ^ , (15) 

г д е а ь с*2, аз — произвольные вещественные постоянные, г = |х|. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть I/ = 1. Представим гармоническую в £> 

функцию g в в и д е 

« = Е Е (й>" + <'-"-1)УЛ^У), 
n=0m=-n 

где удобно в з я т ь a™ = (a™ — i6™)/2, a™ = (a™ — ib%)/2. Здесь комплекс
ные коэффициенты таковы, что a ^ . i ^ a ^ ^ E l 1 , 

a n " ( n - m ) ! a n ' " " ( п - т ) ! * " ' m ° ' l ' ' ' ' " • 

Так как q €E LP(D), то d™ = 0, n = 0 , 1 , . . . , — n ^ m ^ п. В силу леммы 3 
a§ = 0. Значит , 

« = E E «сг-'-чтеу»). (i6) 
n=lm=-r» 

В сферической системе координат д л я компоненты Vr(x) введем 
обозначение Vr(x) = (К(ж),аг/|ж|), где (•,•) — обычное скалярное произ
ведение векторов из Е3 . Как было показано в [2], Vr следует искать в 
в и д е 

V- = E E »»wc(^). (i7) 
n=0m=-n 

При этом коэффициенты g™(r) находятся в явном виде (см. [11]): 

С(г) = Л - г " - 1 + В - г - " - 2 + ^ 2 ( 2 П
+ _ 1 1 ) Г " " - (1 8) 

где Л™, J3™ (п = 0 , 1 , 2 . . . ; — n ^ m ^ п) — произвольные комплексные 
постоянные, а™ — те же коэффициенты, что и в (16). 

Из условия drVr Е LP(Q) следует, что Л™ = 0 д л я всех п = 2 , 3 , . . . и 
m таких , что —n^rn^n. 

Рассмотрим отдельно д в а случая: 3/2 < р < оо и 1 < р ^ 3/2. 
Пусть 3/2 < р < оо. Если 

* С ( г ) = (п - 1 ) Л - г - 2 - (п + 2 ) В - г - » - 8 - a ? ^ t ^ r - » - 1 , g ) 

Л™ = 0, п = 2 , 3 , . . . , - п ^ m ^ n; ag = 0, 

Л™, m = —1,0,1; Л ^ ^ о ^ п 1 ' я = 1 , 2 , . . . , — произвольные постоянные, то 

dr9n € LP(D), n = 0 , 1 , . . . , -n<£m^ n. 
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В силу краевого условия (2) и уравнения несжимаемости, Vr долж
на удовлетворять на 3D = {х Е I 3 : \х\ = г = 1} однородным краевым 
условиям 

V;|r=1 = <9rVr|r=1 = 0. (20) 
С учетом представления Vr в виде (17) условия (20) и (19) накла

дывают следующие соотношения на коэффициенты: 

А°о + В°о=0, - Л ° - 2 В ° = 0; 
А? + В? + а т = 0, - З В т - < = < ) , m = - 1 , 0 , 1 ; 

Dm . п + 1 _.го _ п Г« J. О4» R m " ( " + 1) _ т _ п 
Вп + 2(2^1) а " - 0 , _ (П + 2)В" " 2 ( 2 ^ 1 ) а " - ° ' 

п = 2 , 3 , . . . , —п ^ т ^ п, 

откуда 

A° = Bg = Am = B™ = am = 0, n = 2 , 3 , . . . , -п^т^щ (21) 

АГ = - | о Г ; ВГ = - ^ < - (22) 

Из формул (16), (19), (21) и (22) следует, что 

Я= Е <*?^?(<>,<Р)- (23) 
т = - 1 

Возьмем произвольную гармоническую в D функцию <р. Она пред-
ставима в виде суммы бесконечного ряда шаровых функций порядка п. 
Обозначая их через <рп, имеем 

П — — 00 

Известно, что tpnr~n представляет собой линейную комбинацию 
сферических гармоник Y™, т = —n,—n-h l , . . . , n (п > 0), с действи
тельными коэффициентами. Обозначая эти коэффициенты через /?™ 
для функций <рп положительной степени однородности и через /?™ для 
функций <рп отрицательной степени однородности, можно записать 

¥>»= Е Я Г ^ - <P-n-i= E ^ " " " ^ п - п = 0 , 1 , . . . . (24) 
т=:—п mzz — n 

По формуле (338.9) из [10] радиальная составляющая Vr вектора 
скорости определяется давлением q не однозначно, а с точностью до 
произвольной гармонической в D функции >̂, т. е. 

П П V ' 

где gn — шаровые функции степени п из разложения (16). Так как 
Vr G Ly(D), имеем 

Р™ = 0 для всех п = 2 , 3 , . . . , - п ^ т ^ п. (26) 
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Подставляя (23) и (24) в (25), получаем 

Vr= Е ( / ^ - 2 / ? r r " 3 + « r r - 1 ) Y r - f > + l ) r - n - 2 Е ЯГ*? ' (27> 
т=—1 п=0 т=-п 

В силу линейной независимости сферических функций Y™ и крае
вых условий (20) из (27) следует 

# Г = 0 , 11 = 2 , 3 , . . . . - n ^ m ^ n , (28) 

а для п= 1 

# " - 2/9? + < = 0, б/?Г - < = 0, m = - 1 , 0 , 1 , 

откуда 

#* = -§«?, #" = £<• (29) 
Из (24), (25), (28), (29) окончательно получаем 

v = - | Е <гУ"+б^ £ < Y " = ^+^-2- (30) 

m = - l m = - l 

Возьмем теперь произвольную гармоническую в D функцию у\, анало
гично <р записав ее в следующем виде: 

х= f х», хп = гп Е ЯНС- х-п-1 = г-"-1 Е УпК- (31) 
fisr—oo mzz—n rns:—п 

По формулам Ламба (335.9) и (336.8) из [10] решение однородной задачи 
(1), (2) в D можно записать в виде 

v(x)= E(v^(*)+[*'vb(*)) 

? l 2 ( 2 n H - l ) V ^ + ( n + l ) ( 2 n + l ) ( 2 n 4 3 ) V ^ / ' ( 3 2 ) 

п * - 1 

+ 

гле [•, •] — векторное произведение в IR3. В (32) Хп и <£>п — произволь
ные, в общем случае различные гармонические в D шаровые функции. 

Заметим, что если х = (xty,z), то формально 

- [ * , v ] = xdz-zdx , 
\ удх - хду ) 

откуда 

Кроме того, 

[*.V](7g + 7$/r)YS = 0. (33) 

zOy - j/a^ = sin ̂ >cfy + -—- cos y?cL, 
sin 0 

л я ^ c o s ^ • л 
ХОг - ZOx = COS<pO0 :—-Sllltfftp, 

sin в удх - 2'5У = д<р, 
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-IG-0 

откуда [ж, V](<;(r)Y™) = p(r)[x, V]Y™ д л я всякой сферической гармоники 
Y™ и дифференцируемой функции д, зависящей только от г. Поэтому 
условие VV Е LP(D;R3) в силу (23), (30), (32) и линейная независимость 
Y™ влекут равенство нулю коэффициентов при Y™, т. е. 

7 ^ = 0 , n = l , 2 , . . . , - n ^ m < $ n , (34) 
а т о г д а в силу краевых условий (2) 

т™ = 0, п = 1,2,... , -п ^ т <$ п. (35) 
Подставляя (34), (35) в выражение (31) лля х> а затем получив

шееся представление вместе с <р из (30) и q из (23) в (32), получаем 
окончательно в декартовых координатах 

1 / <т»л 2»~ Фп \ 

V ( a i X 3 - a 2 z i - a 3 Z 2 ) + - ( l - r 2 ) V (а1"^з ~ <*2S " аз~з) > (3 6) 
Х з X l х* / 07ч 

« = a i ^ - a V - a 3 ^ 3 , (37) 
где вещественные постоянные c*i, с*2, аз произвольны. 

Итак, утверждение теоремы в случае 3/2 < р < оо доказано. 
Осталось рассмотреть случай 1 < р ^ 3/2. При таком ограничении 

на р условие q Е Lp(D) влечет за собой то, что все коэффициенты а™ в 
разложении (16) д л я q равны нулю, т. е. 

а™ = 0, т = - 1 , 0 , 1 . (38) 
Из условия dVr/dr Е Ьр в силу записанного выше разложения Vr 

по сферическим гармоникам, линейной независимости последних, а 
также выражения (18) д л я коэффициентов д™(г) следует, что 

А™ = 0, п = 0 ,2 ,3 , . . . ; - n ^ m < п. 
Но в этом случае в силу (18) краевые условия (20) будут удовлетворе
ны, л и ш ь если 

А? + В? = 0, - 3 5 ^ = 0 , m = - 1 , 0 , 1 ; 

п = 2 , 3 , . . . , —п^т^п, 
что возможно только тогда, когда 

А? = ВТ1 = 0> m = - 1 , 0 , 1 ; <С = В™ = 0, п = 2 , 3 , . . . ; - п <$ т ^ п. (39) 
П о д с т а в л я я а™, п = 0 ,1 ,2 , . . . ; —п ^ m ^ п, взятые из (38) и (39), в 
представление (16) д л я q, получаем 

Я = 0, (40) 
так как а§ = 0, что было доказано в лемме 3 ; После этого из (25) 
можно з а к л ю ч и т ь , что при 1 < р ^ 3/2 функция <£>, определенная в (24), 
тождественно равна нулю: 

<р = 0. (41) 
Подставляя (40) и (41) в представление (32) д л я V', получаем, что 

если V Е Ьр(£);Ж3), 1 < р ^ 3/2, V\dD = 0, то функция х> входящая в (32) 
и определенная в (31), также тождественно равна нулю в D. Значит , 
и V = 0 в D при 1 < р ^ 3/2. 

Итак, при 1 < р ^ 3/2 единственное решение из Ip(D) однородной 
з а д а ч и (1), (2) есть тождественный нуль. Теорема доказана. 

ЗАМЕЧАНИЕ 1. Элементы я д р а NPt£> дифференциального оператора 
з а д а ч и обтекания (1), (2) д л я системы Стокса в случае 3/2 < р < оо 
п р е д с т а в л я ю т собой линейные комбинации с коэффициентами a i , a?, 
аз трех линейно независимых решений Стокса (см. [10] и л и [12]). 
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§ 3. Априорные оценки 
Прежде чем доказывать одну из теорем об априорной оценке, до

кажем вспомогательную лемму. 
Лемма 4. Рассмотрим неоднородную систему Стокса 

- A V + V? = div T, div V = ф (42) 

во всем пространстве Ж3. Пусть 1 < р < со, ф £ ЬР(Ж3), J" G £р(Ж3). Тогда 
существует решение {V,q} задачи (42), удовлетворяющее оценке 

£ ||©eK|UF(1.;i.) + IMU,(i3) ^ с {№,(1. ) + IMU,(i»>} ИЗ) 

с постоянной Су не зависящей ни от Т, ни от ф. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим векторное поле V и функцию q через 

их образы Фурье, используя лемму 2 и положив 

v = r^x№)h « = ^ , [ 9 ( 0 ] , 
где векторное поле V(£) и q(£) определены следующим образом (к = 
1,2,3): 

ЫО = % ^ Й - * ъ | ^ ! " % ^ Й " ^ (44) 

fc(0 = -% | ^ Й + % ̂ Й - ** | f ?# - ^ ^ (45) 

« Ч 0 = Ь | | | а # + 6 ь | | р # + Ь | ^ + £ (47) 

(по повторяющимся индексам к предполагается суммирование). 
Непосредственной подстановкой нетрудно проверить, что так оп

ределенные V и q удовлетворяют «фурье-образу» системы (8) всюду 
в Ж3 \ J9(0), где В(0) — некоторая окрестность нуля. 

Заметим, что согласно (44)-(47) образ Фурье всякой первой про
изводной dVj/dxi (в смысле обобщенных функций из 5'(Ж3)) предста
вляется в виде суммы конечного числа слагаемых в и д а Mjk8l(£)$k(£) 
и M/(0V<0> где 

MLiiO = ±tibMi/\t\4> Af/(0 = 6U7KI2 , М , М , * = 1.2,3, 

a q — в виде слагаемых Af*/(£)£* (О > г д е ^ ' ( f ) = £*&/К12 (заметим, что 
некоторые из индексов k,s,l,i могут быть равными между собой, так 
как £ Ё Ж3). Тогда по теореме о мультипликаторах преобразования 
Фурье следует оценка (43). 

Докажем две основных теоремы об априорных оценках. 

Теорема 2. Пусть Q — область типа (3), 1 < р < со, {V,</} — обоб-

щенное решение из VPtn задачи (1), (2) с правой частью 

f Е L^l(Q; Ж3); / = divJF, Т € Lp(fi), 
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BR — открытый шар с центром в начале координат такого радиуса R, 
что Ж3 \ П С BR. Тогда существуют линейный вполне непрерывный 
оператор 

Т : LP(QR) - L;l(QR]R% « Я = ПП BR, 
и постоянная С > О, не зависящая от Т, такие что имеет место оценка 

" E l l ^ l l M n ^ + IMlMn) 

< <7{|№,(П) + ИМк,(ПВ*>) + 1№,(ПД;1>) + 1Ы1х-(Оя)Ь <48) 
о 

Это утверждение справедливо и для решения из /p(fi). 
ЗАМЕЧАНИЕ. Член 1кНх~1(̂ я) и з пР а в°й части неравенства (48) мож

но оценить следующим образом: |Ы1х,-1(пя) < С\\т*я\\ьр(пн), где Г* — 
некоторый вполне непрерывный оператор. 

Действительно, по определению 

Н'Н^ЧПи) = e
suP / 9Ф<ММ1 • х 

*€С~(П Я ) п д 

Далее, существует вполне непрерывный оператор Т из представления 
Соболева, такой что 

I qipdx- I qTV%l>dx= f (T*q,V1>)dx, 
n * ft* « л 

откуда следует, что 

I/' < r*«||L,(nR) • ||VV||^,(nR). qxj>dx\ 
Пл 

Поэтому lk|[L-»(OH) ^ l|r*«IUF(nR)i где оператор Т*, такой что TV^ = V>(*) 
о 

для любой %l> G С°°(Йя)» является оператором типа потенциала для 
ограниченной области, т. е. Т* — вполне непрерывный оператор. 

Таким образом, в оценке (48) последний член можно объединить 
с членом ||Тд||£,у(пя;13)> ^ле Т — вполне непрерывный оператор. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ 2. Рассмотрим шары 
BRl = {х : х Е Из, W < ЛО, BR = {x:xE I 3 , |*| < Я}, Я > Я ь 

А/ о 
такие что (J ыт С Вя1, и функции rji(:r) Е С°°(Е3), 772(2) = 1 - *h(*), где 

т=1 

го. 
(*) = < 1, 

I 0 ^ |ц ^ 1, 

хбЯл, , 
тц(х)= { 1, * € 1 3 \ В я , 

i e i 3 . 
Очевидно, что щ и tfc образуют разбиение единицы в К3. 

Будем считать, что и = 1. Продолжив функции, входящие в си
стему (8), с сохранением гладкости на все пространство Ш3 и умножив 
обе части системы на щ, получим 

-А(Ут)1) + ЩдтП) = Ф(х), div(Vi|,) = (V,Vin) в V(R3,R3). (49) 
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Векторное поле Ф(х) = (Ф1,Ф2,Фз) — правая часть системы (49) — 
имеет в и д 

Ф, = d i v ( ^ i n ) - {Р, Viyi) - 2div(KiVr?1) + VjAm + qjjji, j = 1,2,3. 

Пусть Ф; = Ф] + Ф?, гле Ф) = div [Ргц - Щ Vifc], Ф? = - ( ^ , Vifc) + V} Д ^ + 
tfff1. Обозначим г* = Vrji> р = qrj\ и положим и = и1 + и2, р = р1 + р2 , где 
{t|1»P1} — решение системы 

- Д и 1 + Vp1 = Ф1, div u1 = (V, Viyi) в ©'(Ж3 ;!3) , (50) 

a {tx2,p2} — решение системы 

- Д и 2 + Ур2 = Ф2, divu2 = 0 в ©'(Ж3 ;!3) . (51) 

Система (50) удовлетворяет условиям леммы 4. Значит , {и1,р1} удо
влетворяет оценке (43) из леммы 4. Правая же часть системы (51) в 
общем случае не может быть представлена в дивергентной форме, так 
как, вообще говоря, J Ф2(х)с1х ф 0. 

При исследовании задачи (51) рассмотрим некоторые вспомога
тельные з а д а ч и . Получим оценку д л я {w2,p2}. Выберем три вектор-
функции Я в С°°(Ж3;Ж3), j = 1,2,3, положив 

/Ч*) = (/00,0,0), /2(*) = (0,/(*),0), Л * ) = (0,0,/(*)), 
гле f — произвольно выбранная фиксированная в дальнейшем функ-

о 
ция класса С°°(Ж3), такая что f f(x)dx = 1. 

Рассмотрим три вспомогательные задачи: 

-Д Wj + VPj = P, div Wj = 0 в V 
; /ТП)3. ттЗ ), j = 1,2,3. (52) 

Решал з а д а ч и (52) методом преобразования Фурье, получим решения 
{W'\Pj}, которые при финитных Р и р 6 (3/2,сю) таковы, что W' € 
11(Ж3;Ж3); Р, € 1Р(13) и | | ^ |U . ( i» : i » ) + ||P,-|U,(i.) < C | | / ' ' | | M i3 : i . ) в силу 
теоремы Соболева об оценке интегралов типа потенциала. 

Положим Cj = / Ф](х) dx, и2 = и2 + и2, Р2 = Р2 + Р2, где 

« ' = « ' - £ с М й2 = £с,-И»-; Р2 = Р 2 - £ с , Р , - ; £2 = £ С , Р ; , 

Подставив й2, Р 2 в систему (51), получим 

- Дй2 + VP2 = -Ли 2 + VP2 - £ с , - ( - Д W" + VP,) 
i = i 

=Ф2-Х:С ;Я = г»?1 
Ф? 
*5 

-
rci/] 

Со/ 
Lc-3/J 

= *ч*). 

Из определения постоянных С,, j = 1/2,3, следует, что / F(x)dx = 0, а 

тогда согласно (8) существует матрица G{x)y элементы которой суть 
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функции из Lp(E3), такая что F = divG, т. е. {й2,Р2} удовлетворяет 
системе 

где 
-A« 2 + VP2 = divG, divu2 = 0 в Р'(13;!3) , 

Gj = Ц 

7\ — разрешающий оператор для уравнения F = div G в Од с оценкой 
||<2||.ь»(Пя) ^ СЦ^Нх-̂ Пд)) действующий вполне непрерывно из LP(QR) В 
L^QR) [8, 17]. 

Из леммы 4 следует, что 

E H ^ ^ I I M I W + II^IIMI-) 

^ с\ Н^Нмоя*») + 1И1мпл;1»> + НГхвНмоя w + £ ОД/* }. 
V 1Ь=1 1|£р(Пя;13)̂  

Так как С, = / Ф](х)(1х, j = 1,2,3, а Ф? = -(^", Vr/i) + V}A?7i + gf^, поль-
ж3 J 

зуясь неравенством Гёльдера для оценки |Cj|, получаем 
I 3 II 
E C ' T l / J < С{||Я||МПя;ЖЗ) + ||K|Up(nw;13) + НЗД^Пя;!»)}-

Таким образом, для 3/2 < р < оо имеем 

< С{\\Г\К(п*Л>) + \\Пь,(п**>) + 1р1«|и,(Пя;1»)}. 

Установим оценку для {й2,Р2}. Из определения й2 следует, что 

£ 1Ра52|ир(1з;ДЗ) < Е| |с ,^цМ 1 .^) 
• - > = i 

^ {1№,<ПЯ) + IHUF«U;1») + ||Т2*|и,(Пя;1»)Ь 
М=1 

где Т2? = £ 2>«V0 / f^(*)<fa. Ясно, что Г2 : £Р(ЯЯ) -> 1Р(Пя; 
М=1 Пя ' 

вполне непрерывный оператор. Аналогичное можно показать и для Р2. 
Окончательно лля 3/2 < р < оо получаем 

X ) 1Р>в*11м1»\Вя1;1») + M\L,W\BRl) 
|а|=1 

< С{1№,(П) + 1Ми,(Пя;*з) + ЦГв|и,(Оя*»)}. 

где Г = Т\ + Т2 — вполне непрерывный оператор. 
Для функций Ущ% qr}2 в ограниченной области QR = BRHQ оценка 

£ l|P°V1U,(n„;13) + IMU,(n«) < С{ |И| М п я ) + 1Мк,(Пя;1») + IMlL,-in„,} 
|а|=1 
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следует из [19] и системы вида (49) с заменой функции щ на 772- Таким 
образом, теорема 2 доказана д л я 3/2 < р < оо. 

Рассмотрим случай 1 < р <С 3/2. Введем вспомогательную задачу 

-AV + Vq = Va$, divVr = 0 в D'(ft;E3), К | а п = О, (53) 

в которой |а | = 1, Ф G LP(Q;E3). 
Л л я р G (3/2, оо) доказана априорная оценка (48), из которой ниже 

(теорема 4) будет выведено, что ядро NPtct дифференциадьного опе-

ратора з а д а ч и (53) конечномерно в 2>р,п> а тогда для л ю б ы х V,q E 

VPtn © NPtn при 3/2 < р < оо будет иметь место оценка (см. теорему 5) 

£ ||2>вV|UF(n;i3) + IMUp(n) ^ С||Ф|ир(п;13). (54) 
M=i 

Рассмотрим задачу (53). Пусть ф(х) — произвольное векторное 
о 

поле из С°°(П;Ж ), a wy <p — соответствующее ему решение з а д а ч и (53), 

причем w Е Zy(fi;M3), <p Е Lpi(Q), 3 ^ р' < оо, и при этом {w,<p} E ̂ V.n В 

Np'tn. Тогда д л я w, <р имеет место оценка (54). Пусть теперь V G 1р(&), 
q G LP(Q) — решение з адачи (53) при р G (1,3/2]. Тогда имеет место 
следующая цепочка равенств для \а\ = 1: 

f(VaV^)dx = - j(V,Vaxl)(x))dx = - f(V}-Aw + V<p)dx 
n n n 

= - f(-AV + Vq,w)dx = - l(Va$,w)dx= [($,V°lw)dx. 
a n n 

По неравенству Гёльдера получаем 

\f(VaV, ф) dx <ll*ll£,(n;i')-l|P°Hlv<n;»s>-

• В силу оценки (54) для {w, ip) G ^У ,n В Np^n, 3 ̂  р' < оо, имеем 

||P°HU,,(n;l*) ^ С||^|к,/(П;13), 
поэтому 

|У(х>ак,^) с/х ^ С||Ф|и,(П;1.) • ||V-IU,,(n:i») VV 6 C°°(fi; I 3 ) . 

А тогда по обратному неравенству Гёльдера (см. [18, с. 65]) д л я 
р G (1,3/2] имеем 

г(ПД3)-
\а\ = 1 

О 

В частности, из плотности C°°(ft) в LP(Q) для Т G LP(Q), 1 < р ^ 3/2, 
вытекает оценка 

£ | р и 1 ' | | м а д з , ^ С | И и , ( П ) - (55) 
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Оценим ||д||ьр(П) Д л я 1 < Р ^ 3/2. Сначала докажем неравенство 

1М1МП) ^ C(p)||V«||L-. (n). (56) 

Имеем 
y # d x | / | W | . (п). (57) ll9||LF(n) = sup 

^6С°°(П) 'h 
IMI. *о 

V < 0 ) 

о 
Рассмотрим задачу divv = ф Е 1у(П), v Е Iy(£2), для решения кото
рой имеет место оценка ||г;||о ^ ^CPOIMIL ,(П) (см. [8]). Рассмотрим 
функционал 

Ясно, что 

I qtpdx = I q div v cte = — / (Vg, v) dx. 

|У ?Vdx| ^ ||Vg||L-1(n) • ||«|LJ((0) < C(p')||V9||L-4n) • ||V||tp((n). 

откуда с использованием (57) получаем (56). Из (56), системы Сток-
са (8) и неравенства (55) вытекает 

| | « | |L , (0 ) < C||Vg | |L-. (n .B3) ^ | |div^||L-1 ( n .1 3 ) + Н Д К ^ - . ^ з ) 

^ С(||Я1ь,(П) + l|V||i.(n:i») ^ С | | ^ | | м п ) . 

Таким образом, 

£ 1Р>в*11мп;1»> + lklUP(n) ̂  сНЯксп) 
« = 1 

при 1 < р ^ 3/2. Теорема доказана. 
Другого типа оценку дает 
Теорема 3. Пусть 11 С I 3 — неограниченная область вила (3) с 

компактной границей из класса С2, 1 < р < s < оо. Если v Е ^«(^) — 
обобщенное решение задачи (8), (2) с правой частью Т Е ЬР(П) П £5(П), 

то для v Е Jj(^)> 9 £ ^в(О) имеет место оценка 

IMILKO) + ||e||L.(n) ^ C||(^|U.(n) + IMU»<n)) (58) 

с постоянной С > О, зависящей только от s, p и П. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть открытые шары {5J}J11 одного диаметра 

d > 0 образуют покрытие Q такое, что открытые шары {BjJJlj диа
метра 2d, концентрические с шарами { -Bj}^ , образуют покрытие Q 
с кратностью, не превосходящей числа N. Пусть {<pj(x)}fL1 — набор 

о 
функций из С°°(Е3) таких, что suppy? С Bj, <PJ\BJ = 1, j ^ 1, причем все 

о 

<fj(x) являются сдвигом одной и той же функции <ро(х) Е С°°(Ж3), т. е. 
\\<Р]\\с* = IMIc» =Co, j ^ 1. 
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Обозначим Щ = £2 П Bj и положим 

qJ(x) = q(x) — / q(x)dx\ 
mesSi' J 

4 v(x), я e £ j n < 9 f i / 0 , 

'"i 
д л я a ; G f i j , i ^ 1, при этом имеем 

- Д г ^ ' + V ^ = d i v / \ (59) 

He ограничивая общности, будем считать , что области Q ; имеют 
липшицеву границу, когда JBJ П дО, ф 0 . Так как div v = 0, то 

lldivK^OIU.^^CoFI^^. (60) 

В силу (59) имеем 

| |Д ( г^ ) -У(9Ч- ) | | £ - 1 ( п ) ^ llw<liv^|L.-'(n)+C7o(l|v,'lli.(nj)+||eyliLrt(n.)). (61) 

Очевидно, 
lk>div^|L r. (n) < О + C*o)|HU.(0i)- (62) 

При 3 ^ р < оо, р < s < оо и при 1 < р < 3, р < s ^. Зр/(3 — р) с учетом того, 
что J vdx = 0, когда f?j П сЮ = 0, а в случае непустого пересечения на 

п ; 
сЮ есть нулевое граничное условие, имеем 

iHU.(nj) < CIMUjtnj), (63) 
r A e C = C(s,p,fi). 

По теореме вложения W],(О') t—» Z.p<(fi') д л я сопряженных показа
телей $' и р' 

Н^Нг.-Чп^^^-Р'^И^Нмп;). (64) 
о 

так как Lp «-• L7 1 <=> £]/ <-• Lp/. 
Выше было доказано (см. (56)), что 

\\Я*\\1,Щ) < C(8tp%n)\\Vq\\L-nniy (65) 

Так как Vq = d i v ^ - f Av, имеем | |Vg| |^-i ( n ,} ^ ||^|Up(a;.) + IMUi(n>). По
следнее неравенство вместе с (64), (65) дает 

1Йк-'(п<) ^ СШкЩ) + 1Мк;(п<)). (66) 
Таким образом, 

||A(v*v»i) - V(^^)ll ir»(n;) ^ C*(|mu.(ni, + ||^|Urtnp + lit»|U;tn;>)- (67) 

Из (67) и оценки Каттабриги [19] следует, что <pjv* E ЩЩ) и 

IhVHijcn^^Cdl^lU.tn. j + HrlU,^.)). (68) 
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Обозначим Qj = QDBj. При этом щ\п3 = 1 и IMU;(nj) = H^IU^n,-) = 
llW^lliWb-), ч ™ вместе с (68) дает I M U ; ^ ) < С(1№.(п; . ) + IMUj(nj)). 
Т о г д а 

11«111}(П>) < С(\\Щ.Щ) + Н\'ЧЩ)) < (11̂ 111.(п;.) + 1МЦТ?П) 1«.(П<))- (69) 

Д л я любой измеримой функции f(x) (ftj могут пересекаться) имеем 

Н/Н1.(П) < £ № . ( * ) . £ 11Л11,(п<) < * № , ( п ) 

и, привлекая (69), получаем 
оо оо оо 

IHIIJCO) < £ iMiii^) < с £ imn.(oj)+cn«iiiTfn) E ii«€.(nj) 
i = i j=i i= i 

< CNW\i.w + CW|Mll7?n) IMIi.(n). 
откуда находим 

IMU}(n) ^ С(| |^ | |ь .(п) + ||«||£.(п))• (70) 

Так как Vg = div T 4- Ли, из (70) следует оценка 

IMUj(n) + | |V e | | x - . ( n ) ^ C( | | ^ | | t , ( n) + Н\щп)) • (71) 

Таким образом, д л я 3 ^ р < оо теорема доказана. 
Если 1 < р < 3, то имеют место вложения L\ <—> £з/2> £3/2 *—* ^з> 

Lj <—• £ ?
 с л ю б ы м д. Воспользовавшись не более трех раз оценкой (71), 

справедливой д л я р < s ^ Зр/(3—р), получим оценку (71), справедливую 
при 1 < р < 3 д л я любых конечных s > р. 

Из доказанной выше оценки ЦдЦ^да) ^ CH^IL-Va- i 3 ) Д л я любой 
q(x) E LS(Q) и из (71) получаем 

IMUi<n) + IMIL.(O) ^ С(8,р,П)(\\Г\\Ъвт + |MUi(n;l»)), 
где 1 < р < s < оо. Теорема 3 доказана. 

§ 4. Размерности ядер и коразмерности областей 
значений рассматриваемых операторов 

Кроме указанного в названии, в этом параграфе будет решен во
прос о совпадении и несовпадении между собой введенных нами про-

0 

странств /p(ft) и /p(fi). 
о • 

Теорема 4. Я д р а NPtn и NP>Q дифференциального оператора зада-
о • 

чи (1), (2) суть конечномерные подпространства пространств VP>Q} VP)ct 
соответственно. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Вспомним, что определенный в теореме 2 опе
ратор Т действует вполне непрерывно из пространства Ьр(С1ц) в про
странство £р(£2д;Е3), так как WP(QR\R3) компактно вкладывается в 
£р(£2я;Ж3), а \\Тд\\ о ^ С|Ык,(П) лля всякой функции д Е LP(Q) [8]. 

1У*(Пя;13) 
Д л я доказательства теоремы воспользуемся известной теоремой [14]: 
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если из всякой последовательности, равномерно ограниченной в неко
торой норме, можно выбрать подпоследовательность, фундаменталь
ную в той же норме, то это пространство конечномерно. 

• • 
Доказательство проведем для случая 2?р,п- Д л я {V, q) 6 2>р,о поло

ж и м 
\\{V,q}\\. =H|Vbt(n;*3) + IMU,(n). 

Пусть {{Vr-7,gj}}°!1 G NP,n, так что 

1|{У'.«|}||» ^А<оо д л я всех j = 1,2,... (72) 
2>р,П 

с постоянной Л > 0, не зависящей от j . Если обозначить через Уд 
сужение VJ на область Qj?, TO, очевидно, в рассматриваемом случае 
и последовательность {V^}._1 будет равномерно ограничена в норме 
Ьр(С1я;Ш3) той же постоянной А. Заметим, что в силу ограниченно
сти области QR И гладкости ее границ норма Ц^яЦгчп ж3) э к в и в а ~ 
лентна норме || • Ци^Пя;!3) на множестве векторных полей V таких, 
что V £ LP(QR;M?) И V\dct = 0. Значит , последовательность вектор
ных полей {Уд}. = 1 равномерно ограничена и в норме WP(QR\R3). Но 
И^р(Од;Ж3) компактно вкладывается в LP(£IR;M.3). Значит , найдется по
следовательность {VJk}%Ll} фундаментальная в LP(£IR;R3). 

В силу непрерывности оператора Т: LP(£IR) —* LP(QR;R3) ИЗ ограни
ченной условием (72) последовательности выберем подпоследователь
ность {<?jfc}*Li> такую что Tqjk фундаментальна в норме LP(QR]M?). И З 
оценки (48) и замечания к теореме 2 следует, что подпоследователь
ность {V**\qjk} фундаментальна в норме || - ||« . Итак, подпростран-

ство NP}Q конечномерно. Заметим, что отсюда следует и конечномер-
0 

ность я д р а NP)n. Теорема 4 доказана. 

Теорема 5. Области значений RPQ И RPtQ дифференциального опе
ратора задачи (1), (2) замкнуты в L~x(fi;E3). 

о 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из теоремы 4 следует, что пространства VPCL И 

VPICL представимы как прямые суммы вида 

Vp,n = NP)Q 0 MPin, VP)n = NPtQ 0 MPiQ (73) 
о • о • 

с замкнутыми в VPtn и Т>Руп подпространствами МР |п и MPtQ. 
• 

Докажем, что для всякой пары {V, q] £ MPin имеет место неравен
ство 

С'1КК?}||. < U{V,q}\\L-4n.Aa) $ C"\\{V,q}\\. (74) 
с постоянными С > 0 и С" > 0, не зависящими от V и д. Правое не
равенство (74) очевидно. Докажем левое. Предположим, что соответ
ствующее утверждение не имеет места. Тогда в силу предположения 

найдется семейство пар {{Vk,qk}}™=l, {Vk,qk} € Afp>n, таких что 

IIM^.9*}IL-(n; i» )<r l l^ f c ^*}IU ' <75> 
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Если ввести обозначения /* = L{Vk,qk}, то, как было отмечено вы
ше, найдется постоянная С > О, не зависящая от /*, такая что лля 
любой вектор-функции /*, к = 1,2,..., найдется Тк Е LP(Q), д л я кото-
рой div:F* = /* в ЩИ) и | |^*Нмп) ^ С-Ч/ 'Нь-Чп) - Значит , вместо (75) 
получим неравенство р 

С | | ^ | | 1 , ( П ) < р | | { ^ , в * } | | . • (76) 

Не ограничивая общности, можно считать 

110",«*}| | . = С > 0 , 4 = 1,2,.. . , (77) 

а т о г д а из (76) следует Ц^Нь (п) < 1/*» т а к чтс> l i m ll^*HiF(n) = О-
Д л я V*, д* и ^"* при любом fc = 1,2,... имеет место оценка (48), 

доказанная в теореме 2. Тогда последовательность {{К*,д*}}. ., рав
номерно ограниченная в силу (72), будет фундаментальной в норме 
§ 

VPin, что доказывается так же, как и в теореме 4. В силу полноты про-
0 • 

странств Jp(fi), Jp(fi), £p(fi) существуют векторное поле V и функция q, 
такие что 

{V, q] G X>P,n, lim ||V" - V |b ( n : i» ) = 0, lim ||9fc - g | | M n ) = 0. 

При этом {V, q} Е Мр>п в силу замкнутости подпространства МР)п. Но 

L{V,q) = 0, т. е. {V,q} Е Np,n. Значит , 

НМ«} | | - = 0 , (78) 

поскольку, с одной стороны, {V, q} Е Мр>п П iVPjn, а с другой, имеет 

место разложение (73), из которого следует МРгпГ) NPta = {0}. Но (78) 
противоречит (77). Тем самым доказана левая оценка (74), из которой 

• 
следует замкнутость RPin в L^^fi jE 3 ) . 

о 

Доказательство замкнутости Др,п в i^~1(ft; Ж3) проводится анало
гично. Теорема 5 доказана. 

Докажем р я д лемм о совпадении или несовпадении введенных вы
ше пространств и о поведении при \\х\\ —• со функций из э т и х про
странств . 

Как отмечено выше, в работе [5] доказано (см. также [15]), что 
о о 

/p(fi) = Ip д л я неограниченной области с компактной границей лля 
всех р таких, что 1 ̂  р < оо. 

Методами работы [15] доказывается 
Л е м м а 5. Пусть fl C l n — неограниченная область с компактной 

липшицевой границей, n ^ 2. Тогда 

о о 
L*(ft) = Lp(Jl) при п ^ р < оо. 

о" 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Д л я любой ф(х) Е ^р(^) обычным образом (см. 
[15, 20]) построим последовательность функций {?Mtf)}*Li : ^Ч-(я) € 
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С°°(П) П Lp(Q), равных нулю в некоторой окрестности границы 9Q, та
ких что lirn \\ф - Фк\\ьнп) = 0- Функции фк{х) £ С°°(£2) П Ll(Q) при 
п ^ р < оо аппроксимируются в Lp(Q) тождественно равными нулю 
в некоторой окрестности dQ функциями из C°°(fi) П Loo(fi) О £р(П) с по
м о щ ь ю срезающих функций из [15]. В свою очередь, э т и функции из 

о 

Co o(f2)nLoo(0)nLp(Ji) аппроксимируются в L*(Q) функциями из С°°(П) 
с помощью обычной срезки г)(х/ц) при р —• оо, где rj(x) £ С°°(ЖП) и 

Лемма доказана. 
В работе [20] С. Л. Соболев установил, что при 1 < р < п функции 

из Lp(Mn) в ы х о д я т на бесконечности на постоянную, откуда следует 

Лемма 6. Пусть flcl" — неограниченная область с компактной 
о 

липшицевой границей, n ^ 2. Тогда для функций u(x) £ £*(П) при 
1 < р < п имеем 

lim u(x) = Q<=>u(x)eLUQ), 

причем dimLp(Q)/Lp(Cl) = 1, если lim u(x) ф 0. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть щ{х) £ C°° ( l n ) , 770(2) = 0 в некоторой окре
стности границы 60, и г)о(х) = 1 в некоторой окрестности бесконечно
сти. ^ 

о 

Рассмотрим функцию ф £ Lp(Q). Доопределив ее нулем вне П, по
л у ч и м ф(х) £ Ьр(Жп). С. Л. Соболев в [20] доказал, что при 1 < р < п 
найдется постоянная С, такая что разность ф(х) — С аппроксимируется 
в Lp последовательностью г](х/р)[ф(х) — С], р —> оо, где т](х) £ С°°(ЖП) 
удовлетворяет условию (79), что следует из принадлежности разно
сти ф(х) — С пространству L^(En), где q = np/(n — р). Поэтому функции 
фр(х) = г](х/р)[ф — Сг)о(х)] аппроксимируют разность ф(х) — Сщ(х) в Lp(Q) 

о 
при р —> -f-oo. Функции Vv принадлежат Ьр(П), так как фц(х) аппрокси-

0 О 

мируются в L*(Q) функциями из С00 (О). А тогда ф(х) - Ст7о(я) £ ^р(^) 
о 

д л я любой ф{х) £ Lp(fi) с одной и той же фиксированной функцией 
г)о(х), т. е. при 1 < р < п имеем 

dimij(n)/2j(n) < 1. (80) 
Чтобы получить неравенство, обратное к (80), рассмотрим функционал 

ЧФ) = 1(чф{*)>-^)**. 

о 
Если ф(х) £ LUQ), то ввиду соленоидальности векторного поля х/\х\п £ р 
LL(J2), П ̂  р' < оо, имеем 

А(^) = 0 V0(ar) € l i ( f i ) , K p < n . (81) 
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С другой стороны, д л я ф(х) Е Lp(Q.) при 1 < р < п 

Аф = lim / ( ^ф(х). г—г- 1 с/ж = lim ——- I ${x)ds. 

где 5я = {# Е Жп : \х\ = Я}. Возьмем ^(я) = *7о(#), т ° г д а Л(*7о) = 1, откуда 
О 0 0 

в силу (81) следует, что щ(х) £ Ьр(П), т. е. dimLp(Q)/Lp(Q) ^ 1. О т с ю д а 
и из (80) вытекает утверждение леммы 6. 

Лемма 7. Пусть Q c l 3 — неограниченная область с компактной 
липшицевой границей. Тогда для векторного поля v(x) Е ll(&) при 
1 < р < 3 имеем 

lim v(x) = О <=> v(a?) E h(f t ) , 
|х|—*оо 

о о 

причем dim/i(Q)/ /p(Q) = 3, если lim v(x) ^ 0. 
V | err I — > o o 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как /p(fi) — подпространство соленоидаль-
ных векторных полей в пространстве трехмерных векторных полей 

!,1(П;Ж3) и dimL£(ft;m3)/L£(fi;E3) = 3, имеем 

d im/ i ( f i ; l 3 ) / / i ( f t ;E 3 ) ^ 3. (82) 

Чтобы получить неравенство, обратное к (82), возьмем функцию щ(х) 
из доказательства леммы б и произвольную векторную константу 
а Е Ж3. Пусть R > О — радиус открытого шара BR, содержащего 
supp |V?7o|- Д л я области SIR = ft П JB# 

/(a,Vifo(s))da: = 0. 

Поэтому в QR разрешима краевая задача 

div v = (a, Vr/0(x)), х Е ^ я ; г;|апя = 0. (83) 
о 

Решение з а д а ч и (83) из класса C°°(Qfl;IK3) строится в явном виде с по
м о щ ь ю представлений из [8]. Доопределяя v(x) нулем вне QR, получим 

о 
v(x) Е С°°(£2;Ж3). А полагая v(x) = v(x) — arjo(x), получим соленоидаль-
ное бесконечно дифференцируемое векторное поле г5(ж), тождественно 
равное векторной постоянной а в некоторой окрестности бесконечно
сти и тождественно равное нулю в некоторой окрестности границы dQ. 

• 
Очевидно, v(x) E JjU^)-

о 
Таким образом, построенное поле v(x) не принадлежит 1р(^)1 ибо 

о 

в противном случае каждая его компонента была бы из LUQ), что , 
вообще говоря, невозможно, ибо lim v(x) = а. Но а Е Ж3, так что 

|г|—»оо 
t о 

dim/p(Q)//p(Q) ^ 3; отсюда и из (82) вытекает утверждение леммы 7. 
В дальнейшем будет полезна лемма об асимптотическом поведе

нии решения во внешности шара с произвольными граничными зна
чениями на его поверхности. 
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Лемма 8. Асимптотика при \х\ —• оо решения однородной системы 
Стокса во внешности шара D = {х £ Ш3 : \х\ > 1} с произвольными 
граничными условиями в классе 

• { ^ } € Л Г р , л С 11(D) *LP(D) 

та же, что и у решения с нулевыми граничными условиями, опреде
ляемого теоремой 1. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Так как q(x) — гармоническая функция из LP(D), 
1 < р < оо, она представляется в виде ряда 

00 

q = ^2CnYn(9,V)r-. (84) 
П = 1 

Ввиду бесконечной дифференцируемости решений однородной систе
мы Стокса, имеем V%q(x) G Li{S) для любого мультииндекса а, где 
S = {х : |х| = 2}. Поэтому Cn2~n = 0(l/(nm)) для любого достаточно 
большого натурального т . Отсюда при г > 2 имеем 

i*(*)i^£^©~n> r=w-с 
п = 1 

При найденном #(х) в виде ряда (84) каждая компонента скорости 
в системе Стокса определяется как решение неоднородного уравнения 
Пуассона 

д., = «L. (85) 

Решение уравнения (85) равно частному решению неоднородного урав
нения плюс общее решение однородного. Последнее представляется в 
в и д е бесконечного ряда 

оо 

«? = £>>(*>,%-". (86) 
п=0 

Частное решение уравнения (85) определяется формулой vj = q(x)xj/2. 
В самом деле, Avj = ^A(qxj) = (Vg,V#j) = £*-. Покажем, что вектор 
v = х/r, соответствующий главному члену асимптотики в выражении 
д л я q(x), не соленой дален. 

Действительно, div (х/r) = 2/г ф 0. Таким образом, 
оо 

Я = Т,СпЧп(0,<р)г-п, (87) 
п=2 

так как при нулевых граничных значениях асимптотика для q(x) име
ет порядок 1/г2. 

Итак, будем определять поле скоростей как решение уравнения 
(85), где q(x) задается рядом (87). Главный член ряда в частном ре
шении д л я Vj будет иметь порядок С/г или лучше. Главный же член 
гармонического ряда (86) — общего решения однородного уравнения 
для Vj — при \х\ —• оо выходит на постоянную. При удовлетворении 
уравнения соленоидальности теперь могут обратиться в нуль некото
рые постоянные Сп иЛ ;

п , но асимптотика на бесконечности рассматри
ваемого решения не ухудшится. Лемма доказана. 



158 В. Н. Масленникова, М. А. Тимошин 

Теперь определим размерности ядер NPtn и NPtn з а д а ч и 

-At ; + Vg = 0, divv = 0, х G Q, v\dn = 0, (88) 

где Q — произвольная область с компактной границей в и д а (3). 
В теореме (1) д л я внешности шара D = {х £ Ж3 : \х\ > Я} было 

доказано, что 

Из л е м м ы 7 и явного представления (14) решения однородной з а д а ч и 
о 

Стокса в пространстве 1р{&) следует, что постоянные c*i, c*2, с*з долж
ны быть в з я т ы нулями в случае 1 < р < 3, иначе решение не будет 

о 
п р и н а д л е ж а т ь /p(Q), т. е. 

I 3, 3 ^ р < со. 

Теорема 6. Пусть О С I 3 — неограниченная область вида (3) с 
• о 

компактной границей из класса С2. Тогда размерности NPta, и NPtn, 
вычисляются по тем же формулам (89) и (90), что и для внешности 
шара. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим случаи 1 < р < 2 и 2 ^ р < о о . 
Пусть 2 ^ р < со и т](х) £ С°°(Е3) — срезающая функция, 

Ф) f 1, |*|£2Я, 
\о, н^я, 

где фиксированное число Я > 0 выбрано так, что 1 3 \ й С #я> BR = 
{х G Ж3 : |я | < Я}. (Изменив масштаб, можно выбрать Я = 1, что было 
сделано при доказательстве теоремы 1.) 

Пусть v(x), q(x) — обобщенное решение задачи 

- A v + Vg = 0, divv = 0, |x| > Я, г ; | и = д = 0. (91) 

По решению {v,q} з адачи (91) во внешности шара построим решение 
однородной з а д а ч и Стокса в области Q. Так как система (91) э л л и 
птическая по Дуглису — Ниренбергу, решение v(x)% q(x) з а д а ч и (91) 
бесконечно дифференцируемо по х при \х\ > Я. 

Рассмотрим в области Я < |ж| < 2Я краевую задачу 

div w = (v, V77), и; | | г |= я = Ч|*|=2Я = 0, (92) 

которая решается с помощью явного представления из [8]. Найденное 
векторное поле w(x) доопределим нулем при \х\ < Я и \х\ > 2Я. Т о г д а 
векторное поле rj(x)v(x) — w(x) E С°°(П) соленоидально и равно нулю в 
некоторой окрестности границы 0Q. 

Д л я области О, рассмотрим краевую задачу 

- Д и + VV> = A(i]v- w)- V(i/g), div u = 0, x G fi, u\dn = 0. (93) 

В силу (91), (92) векторное поле A(i]v — w) — V ( ^ ) п р и н а д л е ж и т 
C°°(Q; 1R3), его носитель компактен в Q и содержится в Ягл- Поэто
му по теореме Рисса существует единственное обобщенное решение 

о 
u(x) £ Il№) з а д а ч и (93). 
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Применяя к задаче (93) теорему 3 об априорной оценке, заключаем, 
© 

что и(х) £ /р(П) при 2 < р < оо. (В теореме 3 при р = 2 получаем 
2 < 8 < оо.) 

Полагая в Q 

V(x) = u(x) + t)(x)v(x) - w(x)} Q(x) = i?(«Mc) + ф(х), 

получим обобщенное решение задачи Стокса 

- Д V + VQ = 0, divV = 0, хбП, V|*n = 0 
с К(ж) € /р(^), которое выходит на бесконечности на ту же векторную 

о 

постоянную, что и v(x), ибо u(x) £ /р(й) выходит на бесконечности на 
нуль. Поэтому 

dim NPtci ^ dim NPto при 2 < р < оо. (94) 

Тем же путем, что и выше, по решению для Q строится решение одно
родной задачи Стокса для внешности шара Ж3 \ 2?г, где г > О — такой 
радиус, что Вг С К3 \ П, откуда 

dimNp^^ r ^ dimNPta. (95) 

Поскольку для любых г, R > 0 при 2 ^ р < оо имеем 

d i m ^ , i * \ s * = d i m i V i n B r = 3> 

из (94), (95) получаем dimiVp.n = 3 для 2 ^ р < оо; таким образом, в 
случае 2 ^ р < оо теорема 6 доказана. 

Рассмотрим случай 1 < р < 2. Пусть v(x) £ /р(^) — обобщенное 
решение однородной задачи Стокса в области П. По теореме 3 это 
обобщенное решение принадлежит /^(О). Отсюда следует, что при 
1 < р < 2 

dimJVp,n^3, (96) 
так как при р = 2 уже доказано, что размерность ядра равна трем. 

Согласно лемме 8 асимптотическое разложение решения для 
внешности шара R3\BR С неоднородными краевыми условиями на SBR 
то же, что и для однородных краевых условий, так что для обобщен
ного решения v(x) £ Л(П) имеем lim v(x) = 0 при 1 < р ^ 3/2. Отсюда 

|«|—оо 
о о 

v(x) £ /р(П). А тогда из теоремы 3 вытекает, что v(x) £ /з(^)> т- е-
v(x) = 0 п. в. в П. Следовательно, при 1 < р ^ 3/2 будет dimNp.o = 0. 

Остается доказать неравенство, обратное к (96), при 3/2 < р < 2. 
Для этого возьмем векторное поле и(х) £ /р(П), тождественно равное 
заданной векторной константе в некоторой окрестности бесконечно
сти. Пусть u(x) £ C°°(ft;!3), тогда Au(x) £ /°°(Й). 

Рассмотрим краевую задачу 

-Aw + W = Д", div w = 0, х £ П, w\da = 0. <97) 
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По теореме Рисса существует единственное обобщенное решение 
о 

w(x) Е Д(^) задачи (97). Для некоторого R > 0 носитель векторного по
ля Аи(х) содержится в открытом шаре BR. ИЗ асимптотического раз
ложения решения w(x) для внешности шара Е3 \ BR С неоднородными 

о 
краевыми условиями на OBR следует, что w(x) Е /p(ft) при 3/2 < р < 2, 
т ак как 

lim w(x) = 0 (98) 
|:г|—юо 

О 

в в и д у принадлежности w(x) Е /г(^)- А тогда векторное поле и(ж) = 
t/(x) + w(#) Е ^i(ft) будет обобщенным решением з а д а ч и (91), выходя
щим в силу (98) на бесконечности на заданную векторную постоян-
ную, откуда dimNP}Q ^ 3 при 3/2 < р < 2; отсюда и из (96) следует, что 

Ф 

dimTVp^ = 3 при 3/2 < р < 2. Теорема 6 доказана. 
Определим размерности коядра каждого из операторов, рассма

т р и в а е м ы х в наших пространствах. 
Теорема 7. Пусть ft — область типа, (3) с компактной границей. 

Тогда для областей значений имеем 
a) d i m L - 4 f i ; M 3 ) / ^ a = 0, d i m L ^ ; » 3 ) / ^ = 3, 1 < ^ 3/2; 

b) d i m L - 1 ( n ; R 3 ) / ^ i n = = d i m L - ^ f i ; R 3 ) / f l J f n = = 0 д л я 3/2 < р < оо. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО, а) Рассмотрим случай 3/2 < р < оо, т о г д а сопря

женное р' Е (1,3). 
о 

Рассмотрим аннулятор области значений Щ,^. Пусть 

u Е Lji(fi;R3) : (/,ti) =0 V/ Е Aj,n С L;1^;»3); 
в частности, выбирая / = Vg, получим (Vg,u) = 0 Vg Е £p(ft). О т с ю д а 

и Е /р,(Й). Затем, выбирая / = - Д К , имеем (ДК,м) = 0 W Е /*(ft), 
о 

откуда (VV, Vtx) = 0 VV Е /°°(ft), т. е. и(ж) — обобщенное решение из 
о 
/p(ft) з а д а ч и Стокса. 

Пользуясь теоремой 6 д л я 1 < р' < 3, получаем и = 0, поскольку 
о 

dim TV J n = 0. О т с ю д а следует, что 

dimL;1(f i ;K3) /<n = o. 

Так как Д£ п С Я£ |П, то и dim L"1 (ft; R3)/Rl
p>n = 0. 

Ь) Рассмотрим случай 1 < р $С 3/2; в этом случае 3 ^ р' < со. 

Рассмотрим аннулятор подпространства R* п , т. е. рассмотрим гг Е 

1*.(П;1113) : (/,«> = 0 V/ € Я*>п С ^ ( П ; » 3 ) . 

Выбирая / = Vg, получим (V</,u) = 0 Vtf E £P(ft); отсюда и Е /p/(ft)-

Затем, выбирая / = -AV с V Е /p(ft), получим (ДК,и) = - ( W , V t i ) = 0 

W E /*(ft). 



Обобщенные решения 161 

Рассмотрим шар BR(0), такой что Е 3 \ 0, С BR. Тогда, вспомнив 
обозначение QR = П П BR, получим 

<W, V«> = дНт J±d^dx= ъп j (v> £ ) ds _ j{v, Au) dx. (99) 

• 
С другой стороны, так как (AV,u) = О VV Е ^p(fi), имеем (AV,u) = О 

о « о 
VV Е /°°(£2) ввиду того, что /р(П) = ^р(^) Для рассматриваемых р, 

1 < р ^ 3/2. Тогда (AV,u) = 0 = (К,Ди) VV Е /°°(П), откуда следует 
существование у? Е ЬР'(П) такой, что Аи = V^, т. е. {и,^>} — обоб
щенное решение з а д а ч и Стокса; на самом делеу оно будет бесконечно 
дифференцируемым классическим решением, т. е. функционал можно 
реализовать в виде интеграла. Поэтому 

l(V,Au)dx= lim f(V,V<p)dx = Urn f (vfj^\ipdx. (100) 
n nR sR 

Из (99) и (100) получаем 

«5л 5л 

Подставим в (101) в качестве {г/, <р] явное решение однородной системы 
Стокса в рассматриваемом нами случае 3/2 < р < оо, которое имеет в и д 
(14), (15) и дается теоремой 1. Запишем это решение в полярных коор
динатах , тогда легко в ы ч и с л и т ь ди/дг на поверхности сферы. Так как 

• 
V Е /p(f2), имеем lim V = (А\уА2,Аз) с произвольными постоянными 

Н—оо 
А{. После предельного перехода при R —• оо из (101) получаем 

2 * -к 

I I {А\ [—3<*i cos в cos (p sin2 в + с*2 sin в{ 1 + 3 sin в cos2 (р) -f Зс*з sin (р cos v? sin3 0] 
о о 

Ч-Аг [—3c*i sin <р sin2 0 cos в + Зс*2 sin (p cos у? sin3 0 + аз sin 0( 1 -f 3 sin2 0 sin2 (p)] 
+A3 [—ах sin 0(1 + 3 cos2 в) + 3«2 sin2 в cos 0 cos у? -f Зс*з sin <p cos 9 sin2 0] }cfy?d0 = 0. 

(102) 
Вычислим в (102) интегралы по единичной сфере и обозначим по

лученные при этом постоянные, зависящие от а*, через /?*. Тогда 

MPi + A2P2 + A3fo = 0 ЧА{ E l 1 , 1 = 1,2,3, 
откуда /?i = /?2 = /?з = 0, т. е. a i = с*2 = аз = 0 в формулах д л я решения 
из теоремы 1. 

Таким образом, и(х) = 0, (р(х) = 0, т. е. dimL~ 1(Q]R3)/R^> n = 0, ибо 

аннулятором д л я Я* п является нулевой элемент. 
о 

Коразмерность области значения Rl
p п равна размерности я д р а 

дифференциального оператора, сопряженного к £ и действующего в 
О 0 0 Vl\w 3 ^ р < 00, поэтому d i m i - ^ f i ; ! 3 ) / ^ n = dimJVp/>n = 3. Теорема 7 
доказана. 

Выражаем глубокую благодарность М. Е. Боговскому за полезные 
обсуждения. 
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