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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ

С СУБНОРМАЛЬНЫМИ КОРАДИКАЛАМИ

СИЛОВСКИХ НОРМАЛИЗАТОРОВ

Т. И. Васильева, А. Г. Коранчук

Аннотация. Доказано, что если X — непустая формация, состоящая из нильпо-
тентных групп, то группа G является расширением нильпотентной группы с по-
мощью X-группы тогда и только тогда, когда в G любой силовский нормализа-
тор разрешим и его X-корадикал субнормален в G. Установлено, что группа G

сверхразрешима тогда и только тогда, когда в G любой силовский нормализатор
сверхразрешим и его нильпотентный корадикал субнормален в G.
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1. Введение

В работе все рассматриваемые группы конечные. Силовским нормализа-

тором будем называть нормализатор силовской подгруппы группы. Глаубер-

маном в [1] установлено, что если в группе силовские нормализаторы являют-

ся примарными группами, то группа примарна. Нильпотентность группы с

нильпотентными силовскими нормализаторами доказана в [2]. В [3] показано,

что свойство силовских нормализаторов быть ϕ-дисперсивными с абелевыми

силовскими подгруппами (ϕ — некоторое упорядочение множества всех про-

стых чисел), а также быть вполне факторизуемыми группами соответственно

переносится на всю группу. В ряде работ (см., например, [4–7]) рассмотрены

насыщенные формации F, которым принадлежат группы с силовскими норма-

лизаторами из F. Однако к таким формациям не относятся многие классические

формации, в частности, формации всех сверхразрешимых групп, всех метаниль-

потентных групп, всех групп с нильпотентным коммутантом и др. Например,

симметрическая группа Sym(4) степени 4 не сверхразрешима, а ее силовские

нормализаторы сверхразрешимы, так как силовские 2-подгруппы самонорма-

лизуемы, а нормализаторы силовских 3-подгрупп изоморфны симметрической

группе Sym(3) степени 3. В [8, 9] исследовано строение групп, у которых си-

ловские нормализаторы сверхразрешимы. В частности, в [8] найдены свойства

бипримарных групп со сверхразрешимыми силовскими нормализаторами. В [9]

получены оценки нильпотентной длины разрешимой группы, все силовские нор-

мализаторы которой сверхразрешимы.

Возникает естественная
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Проблема. Установить необходимые и достаточные условия, при которых
группа со сверхразрешимыми (метанильпотентными, имеющими нильпотент-
ный коммутант) силовскими нормализаторами сверхразрешима (соответствен-
но метанильпотентна, имеет нильпотентный коммутант).

Настоящая работа посвящена решению данной проблемы.

Нам потребуются следующие обозначения: A — класс всех абелевых групп,

N — класс всех нильпотентных групп, U — класс всех сверхразрешимых групп.

Для формации X через GX обозначается X-корадикал группы G, т. е. наимень-

шая нормальная подгруппа группы G, для которой G/GX ∈ X.

Заметим, что существуют неразрешимые группы с разрешимыми силов-

скими нормализаторами. Например, в простой группе, изоморфной знакопере-

менной группе степени 5, нормализаторы силовских 2-, 3- и 5-подгрупп имеют

порядки 12, 6 и 10 соответственно и разрешимы.

Теорема A. Пусть X — непустая формация такая, что X ⊆ N. Группа
G принадлежит NX тогда и только тогда, когда NG(P ) разрешим и (NG(P ))X

субнормален в G для любой силовской подгруппы P из G.

Следствие A.1. Пусть X — непустая формация такая, что X ⊆ N, G —
разрешимая группа. Группа G принадлежит NX тогда и только тогда, когда
(NG(P ))X субнормален в G для любой силовской подгруппы P из G.

В случаях, когда X = N и X = A соответственно, из теоремы A получаются

следующие два результата.

Следствие A.2. Группа G метанильпотентна тогда и только тогда, когда
в G любой силовский нормализатор разрешим и его нильпотентный корадикал
субнормален в G.

Следствие A.3. Группа G имеет нильпотентный коммутант тогда и толь-
ко тогда, когда в G любой силовский нормализатор разрешим и его коммутант
субнормален в G.

Teoрема B. Пусть F — наследственная насыщенная формация и N ⊆ F ⊆
U. Группа G принадлежит F тогда и только тогда, когда NG(P ) ∈ F и (NG(P ))N

субнормален в G для любой силовской подгруппы P группы G.

Так как (NG(P ))N ≤ (NG(P ))′ в любой группе G и в сверхразрешимой

группе коммутант нильпотентен, из теоремы B получается

Следствие B.1. Пусть F — наследственная насыщенная формация и N ⊆
F ⊆ U. Группа G принадлежит F тогда и только тогда, когда NG(P ) ∈ F и
(NG(P ))′ субнормален в G для любой силовской подгруппы P из G.

Для F = U из теоремы B получаются результаты, дающие ответы к отме-

ченной выше проблеме.

Следствие B.2. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда в
G любой силовский нормализатор сверхразрешим и его нильпотентный коради-
кал субнормален в G.

Следствие B.3. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда в
G любой силовский нормализатор сверхразрешим и G метанильпотентна.

Следствие B.4. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда в
G любой силовский нормализатор сверхразрешим и его коммутант субнормален
в G.
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Следствие B.5. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда
в G любой силовский нормализатор сверхразрешим и G имеет нильпотентный
коммутант.

Напомним [10], что подгруппа группы называется субмодулярной, если ее

можно соединить с группой цепью подгрупп, каждая из которых модулярна в

следующей. Здесь под модулярной подгруппой понимается подгруппа, которая

является модулярным элементом в решетке всех подгрупп группы. Согласно

[11] группа называется сильно сверхразрешимой, если она сверхразрешима и

любая силовская подгруппа субмодулярна в ней. Класс sU всех сильно сверх-

разрешимых групп является наследственной насыщенной формацией [11], при

этом N ⊂ sU ⊂ U. Положив F = sU, из теоремы B получаем

Следствие B.6. Группа G сильно сверхразрешима тогда и только тогда,
когда в G любой силовский нормализатор сильно сверхразрешим и его нильпо-
тентный корадикал субнормален в G.

2. Предварительные сведения

В работе используются обозначения и определения из [12, 13].

Пусть G — группа, p — некоторое простое число. Через |G| обозначается

порядокG, π(G) — множество всех простых делителей |G|, Op(G) — наибольшая

нормальная p-подгруппа G, Sylp(G) — множество всех силовских p-подгрупп G,

Syl(G) — множество всех силовских подгрупп группы G, CoreG(M) =
⋂
Mx для

всех x ∈ G для любой подгруппы M из G, F (G) — подгруппа Фиттинга из G,

т. е. наибольшая нильпотентная нормальная подгруппа G, Soc(G) — подгруппа

G, которая является произведением всех минимальных нормальных подгрупп

из G, 1 — единичная подгруппа (группа).

Подгруппа H группы G называется субнормальной в G (обозначается через

H sn G), если существует цепь подгрупп H = H0 E H1 E · · · E Hs−1 E Hs = G.

Потребуются следующие свойства субнормальных подгрупп (см., например, [12,

гл. A.14]), которые соберем в одной лемме.

Лемма 1. Пусть K — подгруппа группы G, Hsn G. Тогда справедливы
следующие утверждения.

(1) H ∩K sn K, в частности, если H ≤ K, то H sn K.
(2) Если K sn H , то K sn G.
(3) Если K sn G, то H ∩K sn G и 〈H,K〉 sn G.
(4) Если K E G, то HK/K sn G/K.
(5) Если K sn G, то Soc(G) ≤ NG(K).

Отметим, что если K sn G и K нильпотентна, то K ≤ F (G) [12, теоре-

ма A.8.8(a)].

Лемма 2 [12, тeoрема А.6.4(a)]. Если N — нормальная подгруппа груп-
пы G и P ∈ Sylp(G), то P ∩ N ∈ Sylp(N) и PN/N ∈ Sylp(G/N), более того,
NG/N(PN/N) = NG(P )N/N .

При доказательстве в [2] следующего результата была использована клас-

сификация простых групп.

Лемма 3 [2, теорема 2]. Пусть G — группа такая, что NG(P ) нильпотентен
для любой силовской p-подгруппы из G. Тогда G нильпотентна.
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Лемма 4 [13, предложение 2.2.8]. Пусть F — непустая формация и N —
нормальная подгруппа группы G. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) (G/N)F = GFN/N ;
(2) если U — подгруппа из G и G = UN , то UFN = GFN ;
(3) если N — нильпотентная подгруппа и G = UN , то UF ≤ GF.
Лемма 5 [12, теорема IV.1.16]. Любая формация, состоящая из нильпо-

тентных групп, является наследственной формацией.

Лемма 6. Пусть F — непустая формация, N — нормальная подгруппа
группы G. Если (NG(P ))F sn G для любой силовской подгруппы P из G, то
(NG/N (P1/N))F sn G/N для любой силовской подгруппы P1/N из G/N .

Доказательство. Пусть P1/N — силовская p-подгруппа из G/N . Тогда

P1/N = PN/N для некоторой силовской p-подгруппы P из G. По лемме 2

NG/N(P1/N) = NG(P )N/N . По лемме 4 имеем

(NG/N (P1/N))F = (NG(P )N/N)F = (NG(P ))FN/N.

Из (NG(P ))F sn G по лемме 1 заключаем, что (NG/N (P1/N))F sn G/N . Лемма

доказана.

Лемма 7. Если F — непустая наследственная формация и R — подгруппа
группы G, то RF ≤ GF.

Доказательство. Утверждение следует из того, что RGF/GF ≤ G/GF ∈
F и R/R ∩GF ∼= RGF/GF ∈ F.

3. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы A. Отметим, что по [12, определения II.1.3,

1.7.IV, теорема IV.1.8] NX = (G | G/N ∈ X для некоторой N E G и N ∈ N) =

N ◦ X = (G | GX ∈ N) является формацией. Согласно [12, пример IV.3.4(b),

теорема IV.4.6] NX насыщенна.

Пусть G ∈ NX. Рассмотрим любую силовскую p-подгруппу P из G. Так

как NX состоит из разрешимых групп, NG(P ) разрешим. По лемме 5 X яв-

ляется наследственной формацией. Тогда по лемме 7 (NG(P ))X ≤ GX. Ввиду

нильпотентности GX получаем цепь подгрупп (NG(P ))X sn GX E G.

Обратно, допустим, что утверждение неверно. Пусть G — группа наимень-

шего порядка такая, что NG(P ) разрешим, (NG(P ))X sn G для любой силовской

подгруппы P из G, а G /∈ NX.

1. Допустим, что N = G для некоторой минимальной нормальной под-

группы N из G. Тогда G — простая группа. Если NG(P ) = G для некоторой

силовской p-подгруппы P из G, то P E G и ввиду простоты G имеем |G| = p.
Но тогда G ∈ N ⊆ NX, что противоречит выбору G.

Предположим, что NG(P ) 6= G для любой силовской p-подгруппы P из G.

Из субнормальности (NG(P ))X в G следует, что (NG(P ))X = 1. Тогда NG(P ) ∈
X ⊆ N. По лемме 3 группа G нильпотентна, т. е. G ∈ NX, что противоречит

выбору G.

2. Допустим, чтоN 6= G для любой минимальной нормальной подгруппыN
из G. Если P1/N — силовская p-подгруппа из G/N , то в G найдется силовская

p-подгруппа P такая, что P1/N = PN/N . Из разрешимости NG(P ) следует

разрешимость NG/N (P1/N) = NG(P )N/N ∼= NG(P )/NG(P )∩N . Ввиду леммы 6

для G/N все условия теоремы выполнены, поэтому G/N ∈ NX по выбору G.
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Если в G имеется минимальная нормальная подгруппа K 6= N , то по дока-

занному выше G/K ∈ NX. Так как NX — формация, имеем G/N∩K ∼= G ∈ NX.

Это противоречит выбору G.

Значит, N — единственная минимальная нормальная подгруппа из G.

Если �(G) 6= 1, то N ≤ �(G). Тогда G/�(G) ∼= G/N/�(G)/N ∈ NX и из

насыщенности NX следует противоречие G ∈ NX.

Таким образом, �(G) = 1 и существует максимальная в G подгруппа M
такая, что G = NM . Так как G/N ∈ NX и G /∈ NX, имеем N = GNX.

Рассмотрим два случая.

I. N — абелева группа. Тогда N — p-группа для некоторого простого p. Из

разрешимости G/N и N следует разрешимость G. Так как CoreG(M) = 1, по

[12, теорема А.15.6] N = CG(N) = F (G), M ∩ N = 1 и Op(M) = 1. Из G /∈ N
следует, что |π(G)| ≥ 2.

I(a). |π(G)| = 2. Пусть π(G) = {p, q}. Если p ∈ π(F (M)), то силовская

p-подгруппа из F (M) нормальна в M , поэтому содержится в Op(M) = 1. Это

означает, что p /∈ π(F (M)), т. е. F (M) — q-группа. Из M ∼= G/N ∈ NX следует,

что MX ∈ N, причем MX 6= 1 по выбору G. Так как MX ≤ F (M), то M/F (M) ∼=
M/MX/F (M)/MX ∈ X ⊆ N. Отсюда заключаем, что силовская q-подгруппа S
из M нормальна в M . Значит, M ≤ NG(S). Из максимальности M в G и

CoreG(M) = 1 заключаем, что NG(S) = M . Тогда (NG(S))X = MX — q-группа.

Так как S ∈ Sylq(G), то (NG(S))X sn G по выбору G. Значит, MX ≤ F (G) = N

и MX ≤M ∩N = 1. Получили противоречие с MX 6= 1.

I(b). |π(G)| ≥ 3. Пусть π(G) = {p1, p2, . . . , pn} и p1 = p. По теореме Хол-

ла G = G1G2 . . .Gn, где G1, G2, . . . , Gn — попарно перестановочные силовские

p1-, p2-, . . . , pn-подгруппы соответственно. Положим Bi = G1Gi, i = 2, . . . , n.

Возьмем любую силовскую подгруппу B из Bi. Из теоремы Силова следует,

что B ∈ Syl(G) и (NG(B))X sn G по выбору G. По лемме 1 (NG(B))X ∩ Bi sn
Bi. Из наследственности X по лемме 7 (NBi(B)X = (NG(B)∩Bi)X ≤ (NG(B))X.

Тогда (NBi(B))X E (NG(B))X ∩ Bi sn Bi. Итак, (NBi(B))X sn Bi. Поскольку

G разрешима, NBi(B) разрешим. Значит, для Bi условия теоремы выполнены

и Bi ∈ NX по выбору G. Таким образом, BXi ∈ N и по теореме 8.8.А из [10]

BXi ≤ F (Bi). Так как N ≤ G1 ≤ Bi, то N ≤ F (Bi).
Если pi ∈ π(F (Bi)), то в F (Bi) существует силовская pi-подгруппа Ti и Ti E

Bi. Но тогда Ti ≤ CBi(N) ≤ CG(N) = N ; противоречие с pi 6= p1. Итак, pi /∈
π(F (Bi)) и F (Bi) — p1-группа. По теореме Силова F (Bi) ≤ G1. Из Bi/F (Bi) ∼=
Bi/B

X
i /F (Bi)/B

X
i ∈ X ⊆ N следует, чтоG1/F (Bi) E Bi/F (Bi). Значит,G1 E Bi.

Итак, Gi ≤ Bi ≤ NG(G1) и G = G1G2 . . . Gn ≤ NG(G1), т. е. G1 E G. Из

G1 = N(G1 ∩M), G1 ∩M E M и Op(M) = 1 следует, что N = G1 ∈ Sylp1(G).

Значит, M — холлова p′1-подгруппа в G.

Пусть L — силовская r-подгруппа из M , тогда r 6= p1 = p.
Если L E M , то M ≤ NG(L) и из CoreG(M) = 1 следует, что M = NG(L).

Так как L ∈ Sylr(G), то MX = (NG(L))X sn G. Из G/N ∼= M ∈ NX следует,

что MX ∈ N. Тогда MX ≤ F (G) = N . Значит, MX = 1 и M ∈ X. Получили

противоречие с G /∈ NX.

Предположим, что L 5M . Тогда NM (L) 6= M . Покажем, что NG(L) ∈ NX.

Рассмотрим D = NG(L) ∩N .

Если D = 1, то из NG(L)N/N ≤ G/N ∈ NX следует, что (NG(L)N/N)X ≤
(G/N)X ∈ N. Тогда (NG(L))X ∼= (NG(L))XN/N = (NG(L)N/N)X ∈ N и NG(L) ∈
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NX.

Пусть D 6= 1. По лемме 2 D ∈ Sylp(NG(L)), причем D E NG(L). Положим

π = {p, r}. Так как DL E NG(L), в NG(L) существует холлова π′-подгруппа A
такая, что NG(L) = (D×L)A. Подгруппа DA является r′-подгруппой. Поэтому

в G найдется холлова r′-подгруппа H такая, что DA ≤ H . Обозначим через

H1 силовскую q-подгруппу из H . Тогда H1 ∈ Sylq(G) и (NG(H1))
X sn G. Так

как (NH(H1))
X ≤ NG(H1)

X ∩H ≤ NG(H1)∩H , имеем NH(H1)
X E NG(H1)

X ∩H
sn H . Из разрешимости G следует разрешимость NH(H1). Итак, для H все

условия теоремы выполняются. Из |H | < |G| следует, что H ∈ NX. Тогда из

(DA)X ≤ HX ∈ N заключаем, что DA ∈ NX. Отсюда DA ∼= NG(L)/L ∈ NX.

Заметим, что LA— p′-группа. Поэтому существует g ∈ G такой, что LA ≤Mg ∈
NX. Из (LA)X ≤ (Mg)X ∈ N получаем, что LA ∈ NX и NG(L)/D ∼= LA ∈ NX.

Так как NX — формация, имеем NG(L)/L ∩D ∼= NG(L) ∈ NX.

Итак, NG(L) ∈ NX. Поэтому (NG(L))X ∈ N. Тогда (NG(L))X ≤ F (G) =

N . Из наследственности X по лемме 7 следует, что (NM (L))X ≤ (NG(L))X.

Откуда заключаем, что (NM (L))X ≤ M ∩ N = 1. Тогда NM (L) ∈ X ⊆ N. По

лемме 3 M ∈ N. Получим противоречие с L 5 M . Мы доказали, что случай I

невозможен.

II. N — неабелева группа. Тогда F (G) = 1 и CG(N) = 1. ПустьQ ∈ Sylq(G).

Если NG(Q) = G, то Q E G и N ≤ Q, так как N — единственная ми-

нимальная нормальная подгруппа в G. Получили противоречие с тем, что N
неабелева.

Предположим, что NG(Q) 6= G для любой Q ∈ Sylq(G).

Если (NG(Q))X = 1, то (NG(Q)) ∈ X ⊆ N. По лемме 3 G ∈ N ⊆ NX.

Получили противоречие.

Допустим, что (NG(Q))X 6= 1. Обозначим T = (NG(Q))X и B = TN . Из

разрешимости NG(Q) следует разрешимость T ∩ N . По лемме 1 из T sn G
получаем, что T ∩N sn N . По [12, предложение А.4.13(а)] N = N1×· · ·×Nt, где

N1, . . . , Nt — изоморфные простые группы. Ввиду [12, предложение А.4.13(b)]

T ∩N = Ni1×· · ·×Nik , где {Ni1 , . . . , Nik} ⊆ {N1, . . . , Nt}. Так как Ni неабелева,

i = 1, . . . , t, заключаем, что T ∩N = 1. Ввиду T sn B по лемме 1 имеем Soc(B) ≤
NB(T ). По [12, лемма А.4.14] N ≤ Soc(B). Итак, N × T ≤ NB(T ). Поэтому

T ≤ CB(N) ≤ CG(N) = 1. Получили противоречие с T = (NG(Q))X 6= 1.

Теорема полностью доказана.

Доказательство теоремы B. Пусть G ∈ F. Из наследственности F

следует, что NG(P ) ∈ F для любой силовской подгруппы P из G. Так как

G/G′ ∈ A ⊆ N и F ⊆ U, имеем GN ≤ G′ ∈ N. Тогда (NG(P ))N sn GN E G.

Обратно, предположим, что утверждение неверно. Пусть G — группа наи-

меньшего порядка такая, что NG(P ) ∈ F, (NG(P ))N sn G для любой силовской

подгруппы P из G, а G /∈ F. По следствию A.2 группа G метанильпотентна, а

значит, разрешима. Так как N ⊆ F, то |G| не является простым числом.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа из G. Тогда N 6= G. Из

разрешимости G следует, что N — p-группа для некоторого простого p. По-

скольку в G/N любая силовская q-подгруппа имеет вид QN/N для некоторой

Q ∈ Sylq(G) и NG(Q) ∈ F, имеем NG/N (QN/N) = NG(Q)N/N ∼= NG(Q)/NG(Q)∩
N ∈ F. Ввиду леммы 6 для G/N все условия теоремы выполнены. По выбору

G получаем, что G/N ∈ F.
Из насыщенности формации F следует, что N — единственная минималь-

ная нормальная подгруппа из G и �(G) = 1. Тогда G = NM для некоторой
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максимальной в G подгруппы M . Так как G разрешима и CoreG(M) = 1, по

[12, теорема A.15.6] N = CG(N) = F (G), M ∩ N = 1 и Op(M) = 1. Ввиду

нильпотентности GN имеем GN ≤ F (G). Если GN = 1, то G ∈ N ⊆ F. Это про-

тиворечит выборуG. Значит, GN = N . ТогдаG/N ∼= M ∈ N. Если p ∈ π(M), то

в M силовская p-подгруппа M1 нормальна, поэтому 1 6= M1 ≤ Op(M) = 1. Это

противоречие показывает, что p /∈ π(M). Тогда N ∈ Sylp(G) и G = NG(N) ∈ F.
Полученное противоречие с выбором G завершает доказательство теоремы.

4. Заключительные замечания

Отметим, что в теореме A нельзя отбросить условие нильпотентности групп

из X. Например, если X = form(N, Sym(3)), то в группе G ∼= Sym(4) все силов-

ские нормализаторы NG(P ) принадлежат X и NG(P )X = 1 sn G для любой

P ∈ Syl(G), а G /∈ X.

Напомним [14], что подгруппа H группы G называется P-субнормальной в

G, если либо H = G, либо существует цепь подгрупп H = H0 < H1 < · · · <
Hn−1 < Hn = G такая, что |Hi : Hi−1| — простое число для любого i = 1, . . . , n,

обозначается через H P-snG.

Ясно, что в разрешимой группе любая субнормальная подгруппа P-субнор-

мальна, обратное в общем случае неверно.

В [15] было доказано, что если в группе силовские нормализаторы P-суб-

нормальны, то группа сверхразрешима. В [16] исследовались группы с форма-

ционно субнормальными силовскими нормализаторами.

Нам потребуются некоторые свойства P-субнормальных подгрупп из [14].

Лемма 8. Пусть G — разрешимая группа и H — ее подгруппа. Тогда
справедливы следующие утверждения.

(1) Если H P-sn G, то H ∩K P-sn K для любой подгруппы K из G.
(2) Если H P-sn G и K P-sn G, то H ∩K P-sn G.
(3) Если H P-sn G, то Hx P-sn G для любого x ∈ G.
(4) Если H P-sn G и N E G, то HN/N P-sn G/N .
(5) Если N E G и HN/N P-sn G/N , то HN P-sn G.
(6) Если K P-sn H P-sn G, то K P-sn G.

Предложение 1. Пусть F — наследственная насыщенная формация, N ⊆
F ⊆ U. Группа G принадлежит F тогда и только тогда, когда G разрешима,
NG(P ) ∈ F и (NG(P ))N P-субнормален в G для любой силовской подгруппы P
группы G.

Доказательство. ПустьG ∈ F. Тогда G разрешима и NG(P ) ∈ F для лю-

бой силовской подгруппы P из G ввиду наследственности F. Так как F ⊆ U, из

теоремы Хупперта [12, теорема VII.2.2(c)] следует, что любую собственную под-

группу, а значит, и (NG(P ))N можно соединить с G цепью подгрупп с простыми

индексами.

Обратно, предположим, что утверждение неверно. Пусть G — группа наи-

меньшего порядка такая, что G разрешима, NG(P ) ∈ F, (NG(P ))N P-sn G для

любой силовской подгруппы P из G, а G /∈ F.
Пусть N — минимальная нормальная подгруппа из G. Так как N ⊆ F, то

N 6= G. Если Q1/N ∈ Sylq(G/N), то Q1/N = QN/N для некоторой Q ∈ Sylq(G).

Тогда NG(Q) ∈ F и NG/N (Q1/N) = NG(Q)N/N ∼= NG(Q)/NG(Q) ∩ N ∈ F. Из

(NG(Q))N P-sn G по леммам 4 и 8 имеем (NG/N (Q1/N))N = (NG(Q))NN/N P-sn
G/N . Для G/N все условия теоремы выполнены, поэтому G/N ∈ F.
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Так как F — насыщенная формация, N — единственная минимальная нор-

мальная подгруппа в G и �(G) = 1. Ввиду разрешимости G имеем |N | = pm для

некоторого простого p, кроме того, G = NM , где M — некоторая максимальная

в G подгруппа, M ∩N = 1. Из CoreG(M) = 1 следует, что N = CG(N) = F (G)

и Op(M) = 1.

Так как G /∈ F, то p ∈ π(M). Пусть r — наибольший простой делитель |M | и
R — силовская r-подгруппа из M . Из M ∼= G/N ∈ F ⊆ U по [12, теорема VII.2.2]

вытекает, что R нормальна в M . Из Op(M) = 1 заключаем, что r > p. Поэтому

M = NG(R). Так как R ∈ Sylr(G), то MN P-sn G. Заметим, что 1 6= MN 6= M .

Из сверхразрешимости M и M/M ′ ∈ A ⊆ N следует, что MN ≤ M ′ ∈ N.

Поэтому p /∈ π(MN).

Предположим, что |π(M)| = 2. Тогда MN — r-группа. Рассмотрим H =

NMN. По лемме 8(1) MN = H ∩MN P-sn H . Тогда найдется цепь подгрупп

MN = M0 < M1 < · · · < Mn−1 < Mn = H такая, что |Mi : Mi−1| — простое

число для любого i = 1, . . . , n. Из MN ∈ Sylr(H) следует, что |Mi : Mi−1| = p.
Ввиду |M1 : NM1(M0)| ≡ 1(mod r) и r > p заключаем, что M1 = NM1(M0), т. е.

M0 E M1. Аналогично показываем, что M0 E M2, . . . ,M0 E Mn. Таким обра-

зом, MN E H . Но тогда MN ≤ CH(N) ≤ CG(N) = N . Получили противоречие:

1 6= MN ≤M ∩N = 1.

Допустим, что |π(M)| > 2. Пусть P ∈ Sylp(G). Тогда P = N(P ∩M) и

PR = N(P ∩M)R — подгруппа группы G. Положим K = PR. Пусть S — любая

силовская подгруппа из K. Так как S ∈ Syl(G), то NG(S) ∈ F и (NG(S))N P-sn
G. Из наследственности F следует, что NK(S) ∈ F. По лемме 8(1) (NG(S))N∩K
P-sn K. Поскольку (NG(S))N E (NG(S))N∩K — разрешимая группа, существу-

ет композиционный ряд с простыми индексами, проходящий через (NG(S))N до

(NG(S))N ∩K. Это означает, что (NG(S))N P-sn (NG(S))N ∩K. По лемме 8(6)

(NG(S))N P-sn K. Так как |K| < |G|, то K ∈ F. Но тогда K сверхразреши-

ма и R E K. Поэтому R ≤ CK(N) ≤ CG(N) = N . Получили противоречие:

1 6= R ≤M ∩N = 1. Предложение доказано.

Следствие 1. Группа G сверхразрешима тогда и только тогда, когда G
разрешима, в G любой силовский нормализатор сверхразрешим и его нильпо-
тентный корадикал P-субнормален в G.

Вопрос. Можно ли в теореме A и в предложении 1 убрать условие разре-
шимости?
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