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Т. XXI 
СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 

М А Й — И Ю Н Ь 1986 

УДК 512.553 

А. А. ТУГАНБАЕВ 

О К В А З И П Р О Е К Т И В Н Ы Х МОДУЛЯХ 

Все кольца предполагаются ассоциативными и с единицей, модули 
унитарными и правыми. Слова нетерово кольцо, наследственное кольцо 
и т. п. означают, что соответствующие условия выполнены с обеих 
сторон. 

Пусть М и N — модули. Модуль М называется N-проективным, если 
для любого эпиморфизма h:N-+N и произвольного гомоморфизма 
/1 : М' -*• N найдется гомоморфизм / : М' -»- N такой, что / 1 = hf. Квази
проективным модулем называется М-проективный модуль М. Квазипро
ективные абелевы группы описаны в О), а квазипроективные модули 
над коммутативными дедекиндовыми областями — в ( 2 ) (частичное опи
сание было дано в ( 3 ) ) . Описание квазипроективных модулей над огра
ниченными наследственными нетеровыми первичными кольцами без соб
ственных идемпотентных идеалов было получено в ( 4 ) . 

Основным результатом данной работы является полное описание 
строения квазипроективных модулей над ограниченными наследствен-
ными нетеровыми первичными кольцами (теорема 2) . 

Модуль М называется малопроективным, если для любого эпимор^ 
физма h: М М и произвольного эндоморфизма / модуля М найдется 
эндоморфизм / модуля М такой, что Jh — hf. Квазипроективный модуль 
всегда малопроективен (надо положить f\=fh), но квазициклическая 
абелева группа является малопроективной и не квазипроективной. Спе
циальным кольцом мы будем называть кольцо матриц над (не обяза
тельно коммутативной) локальной областью главных односторонних 
идеалов, полной в топологии, определяемой степенями своего радикала 
Джекобсона. Если М — модуль без кручения (в смысле Леви) над огра
ниченным наследственным нетеровым первичным кольцом R, то мало-
проективность (квазипроективность) модуля М равносильна тому, что 
либо М — проективный модуль, либо R — специальное кольцо и М = 
= Mi®M2, где М\ — инъективный конечномерный модуль, а М2 — 
проективный модуль конечного ранга. 

Через ЕШ) и ЕшШ¥) обозначаются соответственно инъективная 
оболочка и кольцо эндоморфизмов модуля М, d(M) обозначает длину 
композиционного ряда артинова и нетерова модуля М. Радикал Джекоб
сона кольца R обозначается через J(R). Если А — идеал кольца R, то 
полагаем A° = R. Подмодуль N модуля М называется большим, если 
N П L Ф О для любого ненулевого подмодуля L из М. Модуль М назы
вается равномерным, если любые два его ненулевых подмодуля имеют 
ненулевое пересечение. Модуль М называется цепным {однорядным}, 
если все его подмодули образуют цепь (конечную цепь) по включению. 
Артиново кольцо R называется обобщенно-однорядным, если каждый не
разложимый односторонний идеал кольца R является однорядным. Мо
дуль М называется наследственным, если все его подмодули проективны. 
Подфактором модуля М называется подмодуль некоторого фактор-модуля 
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модуля М. Модули М и N называются эквивалентными, если существу
ют эпиморфизмы / : М N и g : N М. Модуль М называется конечно
мерным, если М не содержит бесконечных прямых сумм ненулевых под
модулей. В этом случае существует конечная верхняя грань dim (М) 
числа ненулевых членов в прямых суммах подмодулей модуля М (5)s 

с. 260. Конечномерное справа кольцо с условием максимальности для 
правых аннуляторов называется правым кольцом Голди. Кольцо R назы
вается ограниченным, если каждый его большой односторонний идеал 
содержит ненулевой идеал кольца R. Регулярным элементом называется 
элемент кольца, не являющийся односторонним делителем нуля. Если 
X — подмножество модуля М, то аннулятор множества X в кольце R 
обозначим через АХ). Через Z{M) обозначим совокупность всех элемен
тов модуля М, аннуляторы которых содержат регулярные элементы коль
ца R. Модуль М называется периодическим (модулем без кручения), если 
ZLM) = М (Z(M) = 0) . Если 0Фг(М)ФМ, то М называется смешанным 
модулем. 

Пусть R — ограниченное наследственное нетерово первичное коль
цо. Тогда через S&IR) обозначим множество всех идеалов кольца R, 
максимальных в множестве всех собственных обратимых идеалов кольца 
R. (Обратимость рассматривается в классическом кольце частных коль
ца R.) Если Ж —модуль над R и A<=s£(R), то через МА обозначим А-
примарную компоненту модуля М, т. е. подмодуль в М, состоящий нз 
всех, элементов, аннулируемых некоторыми степенями идеала А. Эле
мент а модуля М называется равномерным, если aR — равномерный 
модуль. Через е х Ш , А) обозначим наименьшую степень идеала А, ан
нулирующую модуль М (если, конечно, М аннулируется какой-нибудь 
степенью А). 

Л е м м а 1. Пусть М\ и М2 — подмодули малопроективного модуля 
М, М2 <= Mt, fi: М -*• Mi/Mst — такой гомоморфизм, что М2 <=• Т, где Т = 
= Ker / i . Тогда существует гомоморфизм f-.M-^Mi такой, что fi — hf, 
где h:M-+ М/М2 — естественный эпиморфизм. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть g : М/М2 М/Т, t: М М/Т — естест
венные эпиморфизмы, f2 : М/Т -*• М\/М_2 — естественный мономорфизм, 
индуцированный гомоморфизмом fi, /= f2g: М/М2 MJM2 — эндомор
физм модуля М/Мц. Тогда t = gh, f\ = f2t. Поскольку M — малопроектив
ный модуль, найдется эндоморфизм / модуля М такой, что kf = fh = 
= f2gh — f2t = fi. Заметим, что из построения / вытекает включение fM <=. 
cz Mi + М2 = Mi. 

Л е м м а 2. Пусть А — правый идеал кольца R, М — малопроектив
ный R-модулъ, Mi — наследственный подмодуль в МА и существует 
эпиморфизм g:Mi-*- MIMA. Тогда M = F®M', где F — наследственный-
модуль и М' =М'А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть M2 = Kevg, gi : M\IM2 ->• MIMA — ес
тественный изоморфизм, индуцированный эпиморфизмом g, h: М 
->- MIMA — естественный эпиморфизм, fx = g^h : М -> MJM2 — гомомор
физм. Тогда Ker f\ = МА => Му^ М2 и по лемме 1 найдется гомоморфизм 
f:M-*Mi такой, что ft=fh. Если Л Г = К е г / , то М'аКетfi=MA и М' — 
прямое слагаемое в М, поскольку fM — проективный модуль (как под
модуль наследственного модуля М{). Тогда M = M'®F, F ^ fM <= Ми 

откуда F — наследственный модуль. Легко видеть, что МА = М'А ® FA. 
Поскольку М' cz МА, получаем М' = М' П МА = М' П (М'А © FA) и по 
модулярному закону М' = М'А ® 1 ' П FA. Поскольку М' П F = 0, имеем 
М' = М'А. 

Л е м м а 3. Пусть N — вполне инвариантный подмодуль малопроек
тивного модуля MR, М = M/N. Тогда М — малопроективный модуль. 
Если к тому же R — полупервичное правое кольцо Голди, то Z(M) — 
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подмодуль в М и MfZ(M)—мало»роектиепый_R-модуль без кручения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть h : М ->- Mi — эпиморфизм, _[ i е 

е End Ми t':M-+M— естественный эпиморфизм. Тогда ht: М Mi — 
эпиморфизм. В силу малопроективности модуля М найдется эндоморфизм 
/ модуля М такой, что htf = f\M._ Так как fN<=N, то / индуцирует эндо
морфизм J модуля М, причем hf=f\h. Если R — полупервичное правое 
кольцо Голди, то ZiM)— подмодуль в М ( 5 ) , с. 489, и очевидно, что 
M/ZIM)—модуль без кручения. Тогда по вышедоказанному M/Z{M) — 
малопроективный модуль, поскольку ZiM) является, очевидно, вполне' 
инвариантным подмодулем в М. 

Л е м м а 4. Пусть R — первичное правое кольцо Голди, FR — модуль 
без кручения, Т — кошечнопо рожденный периодический R-модулъ. Тог
да: (а) если Т — F-проектшпый модуль, то Т = 0; (б) если ТФО, то 
T®F не является малопроективным модулем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если Т — F-проектнвный модуль, n = dimRR, 
то ( 6 ) , с. 186, Т является S-проективным модулем для любого подмодуля 
В из F(n). Следовательно, Т является /? н-проективным модулем, так как: 
по лемме 1.5 из ( 4 ) F{K> содержит свободный циклический подмодуль.. 
Тогда ( 6 ) , с. 189, Т — проективный модуль, являющийся одновременно 
периодическим. Отсюда Т = 0. 

Если T®F — малопроективный модуль, то по лемме 1.4 из ( 4 ) 
Т — F-проективный модуль, и тогда по вышедоказанному Т = 0. , * 

Сформулируем для удобства следующие известные факты. 
Л е м м а 5. Пусть R — наследственное нетерово первичное кольцо, 

i e i № ) , t — натуральное число, R = RIA\ A—AIA1, М_ — модуль над 
Л. Тогда: (a) R/A — полупростое артиново кольцо; (б) В ~ обобщенно-
однорядное кольцо и J(R)=A; (в) если V — однорядный R-модулъ, к = 
= ex(F, А), то { F J ^ : 0 < J < & } — м н о ж е с т в о всех подмодулей модуля 
V, VA — единственный максимальный подмодуль в V и d(V) = к; 
(г) каждый R-модулъ М разлагается в_прямую сумму однорядных мо
дулей Mi ( i e / = / ( l f ) ) и diMi) = ех(Мг, А) для всех г^1; (д) если R 
к тому же ограниченное кольцо, то каждый большой односторонний иде
ал кольца R содержит обратимый идеал и поэтому, если R не является 
простым артиновым кольцом, то M(R) непусто; (е) R либо ограниченное,, 
либо примитивное кольцо и при выполнении обоих этих условий R явля
ется простым артиновым кольцом; (ж) из правой примитивности коль
ца R вытекает его левая примитивность. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По теореме 6.3 из ( 7 ) R/A — артиново коль
цо, а по теореме 2.6 из ( 7 ) А является пересечением конечного числа 
первичных идеалов из R. Отсюда R/A — полупростое артиново кольцо, 
и пункт_ (а) доказан. Докажем пункт (б). Из пункта (а) видно, что 
Л Л ) с г Л , причем обратное включение также справедливо, поскольку 
А — нильпотентный идеал в Я. Так как все собственные фактор-кольца 
кольца R обобщенно-однорядные ( 8 ) , следствие 3.2, R — обобщенно-од
норядное кольцо. Пункт (в) вытекает из того, что все модули VAi+l/VA' 
над полупростым артиновым кольцом R/A являются полупростыми, од
норядными, и поэтому простыми. Пункт (г) вытекает из пунктов (б), (в) 
и того, что каждый модуль над обобщенно-однорядным кольцом является 
прямой суммой однорядных модулей ( 8 ) , теорема 17. Пункт (е) вытекает 
из предложения 3.6 из ( 9 ) и теоремы 4.10 из ( 7 ) . Пункт (ж) вытекает 
из пункта (е). 

Л е м м а 6. Пусть М — модуль без кручения над наследственным 
нетеровым первичным кольцом R, А <s sf(R),-N\ сг JV— подмодули в МА 

такие, что N/Nt = 2 i e j Ф ЩИ, т\ — + Nlt е N, причем г (ml) = 
= А для всех i^I. Тогда (а) если Mi = nijR, то Mt — наследствен-
12* 



180 А . А . Туганбае. 

ный модуль; (б) если существует эпиморфизм gi'N/N\-+ М/МА и М — 
малопроектный модуль, то M = F® М', где F — проективный модуль и 
М' = М'А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пункт (а). Так как все циклические Я-модули 
без кручения проективны ( 1 0 ) , теорема 2.1, и, следовательно, наследст
венны, то достаточно показать, что сумма 2iei rn^R является прямой. 
Допустим противное. Тогда тп\Г\ + . . . + mdrd = 0 для некоторых г ь . . . 
.. ., rd из R, причем все элементы niPi не равны нулю. Положим А0 = R. 
По лемме 4.1 из ( 7) П п=<>Ап = 0, поэтому найдется целое неотрицательное 
число п такое, что все г* лежат в Ап и хотя бы один из rt (пусть г\) не 
лежит в Ап+1. Тогда М _ п с = Д для всех r t и т\А~п <£ А. Поэтому найдется 
t<sA~n такое, что St = r{t^R для всех j и si = rit&A. Тогда /niSi + . . . 
.. . + mdsd = 0, /rajSj -(- . . . + m d s 1 = 0. Так как сумма 2 является 
прямой, то % е г (mi) <^А, что противоречит тому, что s\ ФА. Докажем 
пункт (б). Так как N/Ni = (Mi + NO/Ni ^ MJM\ П Â i и gi — эпиморфизм, 
существует эпиморфизм g^-MJM^ Г) Nx MIMA. Если h-Mx -у- My/M^Ni — 
естественный эпиморфизм, то g — g2h-Mi MIMA — эпиморфизм и пункт 
(б) вытекает из леммы 2 и пункта (а). 

Во всех следующих ниже леммах R обозначает ограниченное наслед
ственное нетерово первичное кольцо, не являющееся простым артиновым 
кольцом. 

Л е м м а 7. Пусть М — периодический R-модулъ. Тогда (а) примар
ность модуля М равносильна тому, что модули E(xR) и E(yR) эквива
лентны для всех равномерных элементов х и у из R (в частности, любой 
равномерный периодический R-модулъ примарен); (б) если N — подмо
дуль в М, то NA = N П МА — вполне инвариантный подмодуль в N для, 
каждого А е МШ) и N = S A S ^ ( H ) © (в) малопроективностъ модуля 
М равносильна малопроективности всех его примарных компонент. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 5 (е), (ж) можно считать, что R не 
является примитивным справа кольцом. Тогда пункт (а) см. в ( и ) , 
лемма 2.11, пункт (б) вытекает из леммы 9 из ( 1 2 ) , поскольку очевидно, 
что NA = N П МА и NA — вполне инвариантный подмодуль в N. Пункт 
(в) доказывается ввиду пункта (б) непосредственно. 

Л е м м а 8. Пусть Т—ненулевой неразложимый инъективный пе
риодический R-модулъ. Тогда (а) все .подмодули модуля Т образуют 
счетную бесконечную цепь 0 = То сг Т\ <= . . . сг Т{ с: с простыми факторами 
Si — TilTi-i; (б) существует натуральное число п = п(Т) {называемое 
периодом модуля Т) такое, что St — S} < = > i ^ / ( m o d п); (в) если М — 
подфактор модуля Т и d(M) > п, то М имеет подфакторы, изоморфные 
Si, . .., Sn; (г) Т является А-примарным модулем для некоторого А е 
е s£(R) и каждый неразложимый А-примарный R-модулъ изоморфен 
некоторому подфактору модуля Т; (д) если D = S\ © ... © Sn, то для не
которого натурального числа k D{li) имеет прямое слагаемое, изоморфное 
RIA; (е) существует натуральное число t такое, что если W\, ..., Wt — 
подфакторы модуля Т и d(Wt) > п для всех Wt, то модуль W = WX® ... 
...®Wt имеет подфактор, изоморфный модулю RIA. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По лемме 5 (е), (ж) можно считать, что кольцо 
R не примитивно справа. Пункты (а), (б) вытекают из следствия 2.9 из 
( п ) . Пункт (в) вытекает из пункта (б). Пункт (г). По лемме 7 (а) Г — 
Д-примарный модуль для некоторого A<=s£(R), поскольку неразложи
мый инъективный модуль всегда равномерен ( 5 ) , с. 223. Пусть iV — н е 
разложимый А -примарный модуль, Т' = ЕШ). По теореме 10 из ( 1 2 ) 
N — равномерный модуль и, следовательно, Т' — неразложимый инъек
тивный модуль и поэтому является 4-примарным модулем, поскольку 
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Т' содержит ненулевой Л-примарный подмодуль. Тогда Т® Т'— .<4-при
марный модуль и по лемме 7 (а) модули Г и Г ' эквивалентны, т. е. Т' 
и, следовательно, его подмодуль N изоморфны подфактору модуля Т. 
Пункт (д). По лемме 5 i(a) R/A является прямой суммой конечного 
числа Л-примарных простых модулей, изоморфных по пункту (г) неко
торым из Si, • • S„. Следовательно, если k = d(R/A), то D{h) ^R/A © Dj. 
Пункт (е). Пусть k — d(R/A), t = nk, W\, ..., Wt — подфакторы модуля 
Т, причем d(Wi)>n для BcexJ. По пункту (в) каждый из модулей Wi 
содержит в качестве подфакторов копии всех модулей Si , . . . , Sn. Поэто
му каждая из прямых сумм W\ © ... © W„, Wn+i © . . . © W2n, . . . содер
жит подфактор, изоморфный D = S\ © . . . © Sn. Отсюда W содержит 
подфактор, изоморфный Dm, и по пункту (д) W имеет подфактор, изо
морфный R/A. 

Л е м м а 9. Пусть A^s4-(R), Т — неразложимый А-примарный 
инъективный модуль, п — период модуля Т {см. лемму 8 (б)), {Wj,; 
е / } — бесконечное множество циклических подфакторов модуля Т таких, 
что d{Wj)>n для всех j^J, W = ~ZjsJ © Wj. Тогда W содержит под
фактор W, изоморфный прямой сумме J экземпляров модуля RIA. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть число t выбрано • согласно лемме 8 (е). 
Поскольку / — бесконечное множество, разложим W в прямую сумму 
модулей Wj {j е J), каждый из которых есть прямая сумма некоторых 
t модулей из {Wj}. По лемме 8 (е) каждый модуль Wj име_ет подфактор, 
изоморфный R/A, и поэтому W имеет искомый подфактор W. 

Т е о р е м а 1. Если М — модуль без кручения над ограниченным 
наследственным нетеровым первичным кольцом R, то равносильны 
условия 

(а) М — квазипроективный модуль; 
(б) М — малопроективный модуль; 
(в) либо М — проективный модуль, либо R — специальное кольцо 

и М = М\® М2, где Мх — конечномерный инъективный модуль без кру
чения, а М2 — проективный модуль конечного ранга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Импликация (а)=Иб) верна всегда. Заметим, 
что по теореме 2.13 и лемме 1.5 из ( 4 ) можно считать, что R не является 
специальным кольцом и М — редуцированный модуль. Тогда импликация 
(в)=Ча) очевидна. Пусть М — малопроективный модуль и R не является 
простым артиновым кольцом. Тогда по лемме 5 |(д) существует 4 е ^ ( й ) . 
По предложению 2.10 (б) из ( 4 ) МФМА. Пусть Т — неразложимый А-
примарный инъективный модуль, п — период_ модуля Т (см. лемму 8 
(б)), t = n + l, М = М/МА*._По лемме 5 (т)_ М — прямая сумма ненуле
вых однорядных MOflyneH_Mj ( / е / ) и d(Mj) = ex(Afj, A)^t. Если / — 
конечное множество, то М — конечнопорожденный модуль и по предло
жению 2.10 (в) из_( 4 ) М — проективный модуль. Пусть /_бесконечно. 
Допустим, что ех(М\, A)^t — 1. Если / — проекция М на М\, то / = / ' 
и, поскольку М — малопроективный модуль, найдется / е End М такое, 
что fh = hf, где h:M-*-M — естественный эпиморфизм. Тогда (/' — f)M cz 
czMA1, поскольку ( / ' - / Ш = 0, откуда fMczfM + MA*. Так как 
МХА1-Х = Ъ^ т о _ М\А1~1 <= МА1 и отсюда Мх c i d i ' - O i " 1 ' - 1 1 czMA. По
скольку fM = Mi, то fMczMi + МА* cz МА + МА* = МА. Тогда легко 
видеть, что fM = f~4fM) cz f-ЧМА) cz . . . cz MA*. Выше бьпю доказано, 
что fMczfM + MA*. Следовательно^ fM<=MA', откуда fM = Mi=0. 
Противоречие. Поэтому diM,) = ех>(М*, A) = t для всех f^J. Пусть те
перь W = MA, Wj = MA ( j e / ) . Тогда по лемме 5 (в) d(.Wj) = t — 1 = n 
для всех / е / n W = 2 j e J © Wj. Так как все Wj являются неразложимы
ми Л-примарными модулями, они изоморфны по лемме 8 (г) подфакто-
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рам некоторого неразложимого инъективного модуля Т. (Модуль Т можно, 
например, выбрать так: T = E(S), где S — некоторый простой подмодуль 
модуля Я/А). По лемме 9 модуль W содержит подфакторТ^, изоморфный 
прямой сумме / экземпляров модуля R/A. Ясно, что W является под-
фактором модуля МА. Пусть NlciNczMA,Wc^N/N1^jej®m^R, 
r(m'})=A для всех / е / . Заметим, что M/MA~M/MA~2jejJBMj/MjA. 
Поскольку каждый модуль M/MjA является циклическим и (Mj/MjA)A= 
= 0, существует эпимо£физм_ fjj nijR -*-Mj/MjA. Поэтому существует 
эпиморфизм gv=I,® U-W М/МА =М/МА. Тогда по лемме 6 (б) М = 
= F®M', где F — проективный модуль и М' = М'А. Если М' = 0, то 
все доказано. Допустим, что М' Ф 0. Тогда М' — малопроективный модуль 
без кручения и М' = М'А, что противоречит предложению 2.10 (б) из ( 4 ) . 

С л е д с т в и е . Если М — малопроективный (квазипроективный) мо
дуль без кручения над ограниченным наследственным нетеровым пер
вичным кольцом R и либо М — редуцированный модуль, либо R не 
является специальным кольцом, то М — проективный модуль. 

Л е м м а 10. Пусть М — смешанный R-модулъ. Тогда .(а) если М — 
малопроективный модуль, то M = Z® F, где Z = Z{M) — ненулевой инъек
тивный малопроективный периодический модуль, a F — ненулевой про
ективный модуль; (б) М не является квазипроективным модулем. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что R не является специаль
ным кольцом. По лемме 3 M/Z — малопроективный модуль без круче
ния, откуда по теореме 1 M/Z — проективный модуль и, следовательно, 
М = Z® F, где F — проективный модуль. Допустим, что Z не является 
инъективный модулем. Тогда по теореме 10 из ( 1 2 ) Z имеет нену
левое конечнопорожденное прямое слагаемое Zx, причем Z\® F — мало
проективный модуль, как прямое слагаемое модуля М. По лемме 4 (б) 
получаем противоречие. Модуль М не может быть квазипроективным, 
поскольку в противном случае Z было бы ненулевым квазипроектив
ным инъективный периодическим Л-модулем, что противоречило бы 
теореме 2.12 из О 1 ) . 

Т е о р е м а 2. Если М — модуль над ограниченным наследственным 
нетеровым первичным кольцом R, то квазипроективность модуля М 
равносильна тому, что либо М—периодический модуль, каждая при-
марная компонента которого МА является проективным R/r{MA)-Mody-
лем, либо М — проективный модуль, либо R — специальное кольцо и 
М •-•= Mi ® М>, где Мх — инъективный конечномерный модуль без круче
ния, М2 — проективный модуль конечного ранга. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если М — периодический модуль или модуль 
без кручения, то результат вытекает соответственно из теоремы 2.13 из 
С 1 ) и теоремы 1. Если М — смешанный модуль, то по лемме 10 (б) М 
не может быть квазипроективным модулем. 
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