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СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
Т. 33, № 4 ИЮЛЬ — АВГУСТ 1992 

У Д К 517.95 

А. В. ГЛУШКО, С. О. РЫБАКОВ 

АСИМПТОТИКА ПО ВРЕМЕНИ 
РЕШЕНИЯ НАЧАЛЬНО-КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ДИНАМИКИ 
ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

Введение 

Настоящая работа является продолжением статьи авторов [1]. Как 
и в [1], здесь исследуется система линейных уравнений с частными 
производными, описывающая динамику вращающейся жидкости с уче
том вязкости и сжимаемости: 
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Y(t, x)={V\, V2, V3)T, P(t, x) — искомые скорость и давление в жид
кости; v > 0—кинематический коэффициент вязкости; а 2 ^ 0 — коэф
фициент сжимаемости; &> > 0 характеризует величину вектора угло-

3 2 
вой скорости вращения системы координат *а = (0, 0", ю } т ; Л = ^ — g -

В области Rf+ = {(t, x)\f> 0, х =(ж\ х3), х' = (хг, х2) е Rz, x3>0} 
для системы (1) ставится начально-краевая задача 

У1,_о = 0, Plt=o = 0, ж ' е Д 2 , . х 3 > 0 ; (З) 
V|Xg=0W(i, x'), t>Q,x'e=Ra, (4) 

где W (t, x') == {W1,W2,W3}r— заданный вектор. Будем предполагать 
также, что 

lim V = 0, lim P = 0, t>0,x'e=R2. (5) 
X3^>+°° Ж -• + <» 

Введем необходимые функциональные пространства, 
О п р е д е л е н и е 1. Пусть т, к 3* 0 цельте; 6 ^ 0 . Тогда 

Ht,m,b = {V\V(t, x', x3)e-6t^ La (#++); |F||£m,6 < o o } , 
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где 

\v\imfi = \\v\\ + dtR + 2 dmV 
дх' 

(6) 

|]- | —норма в L2(R£+). 
З а м е ч а н и е 1. При 6 = 0 i/s.m.e есть анизотропное пространство 

С. Л. Соболева. Преобразование Лапласа — Фурье позволяет ввести в 
Ht,m,b норму, эквивалентную (6): 

V1+i°° ос Ч!/2 

V|||£,n.«=|sup J [ 
Ч у— i q o H 0 

(i + lYl2fe + U T ) M 2 + О V 

дх1' 
dxs ds' dy2 

(7) 
где 7 = Т1 + *Т2 е С; s ' = ( s b s 2 ) e i ? 2 ; v = v{y, s', x3)=2,

t^v^"x'^ [V] — > 
преобразование Лапласа — Фурье функции V(t, x', жз) в смысле теории 
обобщенных функций. 

О п р е д е л е н и е 2. Пусть \i, x ~> 0; 6 e i ? b Тогда 

#;,M = {^|JF(;,x')e-6teEL2(i?+x/f2); <<^»и>м<°°Ь 
где 

Vj+ioo 1/2 

« ^ » « , ц , в = sup \ {(l + \yr + \s'\2il)\w]4s'dy2\ , (8) 

u; = и.- (у, s') = 2t^FK.+t. [W {t, x')]. 

В работе авторов [2]. в частности, установлено, что при любом 
W(i , х') е=#3/4;з/2;о задача (1), (3) —(5) имеет единственное решение 
{V, P h \ ' е Я ^ 2 , 8 , P ^ HitUe ( e > 0 любое). Данное утверждение ци
тируется также в [Ц . 

У с л о в и е 1. Функция W (t, х') <= Ьг (R J x /?2) сферически, симмет
рична: W(t, <&x')=W(t, х) относительно любого поворота Ф в i?2 и 
при некотором ео > 0 конечен интеграл 

<\У}г0 = J f (1 + I ж' Г2) | FF (*, х') | / ° * dz' dt. (9) 
о R, 

Основной результат работы состоит в следующем. 
Теорема 1. Пусть при некотором Е О > 0 функции Wj е#3/4;з/2;(-е0)> 

у \ = 1 , 2, 3, удовлетворяют условию 1. Тогда для решения {V, Р ) : 
V e 5 j j | B , P G 5 J 1 I E ( е > 0 любое) задачи (1), (3) —(5) гари x'e=R2 , 
а,*з ^ / г (ft > 0 любое) справедливо асимптотическое представление (при 
t-^oo) 

( J ) = ( 1 б л я / Ч 1 / 4 ) - 1 2 21- f ta fe-1/aco' i /2r(-| + l ) r f i / 2 - 3 / 4 ^ ( f e ) H x 

OO 

x j f W(*, ж')^'*•+ $ ft 4 ( W « c ; < 2̂>e0; <^з>Ео}т, (1Q) 
о я, 

где матрицы $?m(x), k = 1, 2, 3, и $ (t, x) имеют вид 

$ll) = {&$}, / = 1 , 2 , 3 , 4 ; I = 1 ,2 ,3 ; 

$% = 0, (/, Z)=jfc(4, 3); 8<& = © v - ^ 4 , 3 ; 
(11) 
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Ь(2) 1_ 
-У2 

81Л $lt2 (Wv-3)1»^ 

$2,Х $2,2 ( 2 0 ) 3 V - 3 ) l / 2 ^ 2 , 3 

О О 2 3 / 2 v _ 1 ^ 3 , 3 

о 

>(3) , (12) 

$ = i — 7/4—8* 

«У 4 , 1 «У 4,2 

Г (1 + | г | ) 0 ( 1 ) (1 + | ж | 0 ( 1 ) (1 + |.х'|2 + ж3)0(1)1 
(1 + | ж | ) 0 ( 1 ) (1 + 1*1)0(1) ( 1 + |х' |2+.г3)<3(1) 

(1 + | ж | а ) 0 ( г 1 / а ) (1 + \х\2)0(г1/2) ( 1 + | ж ' | + ж|)0(1) 

(1 + | Ж' |2 + Жз),<9 (1) (1 + | Х' |2 + х3) О (1) (1 + j х | ) О (г1/2) 
(13) 

e * s ( 0 , 1/4)— любое число; функции $7,((ж), / = 1, 2, 3, 4; 2 = 1, 2, 3, 
имеют вид 

$и1 = ( _ 1)г + e~Ve>'*w» [ ( _ ' i ) I + x c o s ( УчЪъ) + s i n ( / ^ / 2 ^ « з ) ] . 
(0/2vx" [ ( _ 1)г

 s i n ( / m / 2 v хя) + cos ( /co/2v x3)i 

$s,i = — 1 + e ' """"Жз[ж1 + (— 1)4>] [ s i n ( 1/СО/2УЖ3) —cos( Vwj2vxs)], 
-K <o/2VX„ 

? 4 j = - [ ^ + ( - l ) ^ 2 ] , ^ = 1,2, 
—Vfi>/2va 

(14) 

«У 1,3 — 

' 2 , 3 : •X- i С 

-1 /"(0/2\ 

3 [ i j sin ( V~a/2v x3) — x2 cos ( к co/2v ж3)], 

[%i cos ( ]/"co/2v ж3) + x2 sin ( У co/2v x 3 ) ] , 

^3,3 = 1 + e VX?J [sin ( >A(0/2v ж3) — cos ( ]AD/2V Ж 3 ) ] , $4y3 = — 1; 

e (10) и в дальнейшем Г(-) означает гамма-функцию; в (13) оценки 
величин 0() равномерны по x'eR^,.x3^h и не зависят от вектора 
W(t,x'). 

§ 1. Формула представления решения 

Как уже отмечалось во введении, вопрос о существовании и един
ственности решения задачи (1), (3) — (5) изучен в [2] (см. также 
[1, теорема 1]) . Для построения асимптотических представлений ком
понент этого решения нам необходимо специальное асимптотическое 
представление его компонент, полученное в [1, теорема 2] . Это пред
ставление решения может быть записано в следующем виде. 

Лемма 1.1. Пусть W.t s= #3/4;з/2;(-е )* I = 1, 2, 3, при некотором е о > 0 . 
Тогда для решения задачи (1), (3) —(5) {V, Р}\ V e 4 , v Р е Я ^ 
(ei > 0 любое) при i ' e i ? 2 , хг^Ь, (h>0 любое) справедливо представ
ление 

з 
У;(*, s ' , s8) = — 2v 2 #j,i (*.*'. «з )*^! (*.*'). / = 1 , 2 , 3 ; . 

г = 1 V 1 - 1 ; 

Р (£, ж', ж,) = — 2v 2 £>4,г (*, х', х3)* W/ (£, ж'), 
г=1 

где 
DJ^W1 = ^ - J e^g-jlt* lD},i (у, s', xs) щ(з) wx (у, s')] dy + 0(e et), 

ГЧ-'Л) ( О ) 
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й.«~<1-«,,,)£*-£.,, 
аз,1 (V. s> + ̂ Ti ; ^ (Y. s) 5 i ( T , s ' ) . (1-3) 

/ = 1, 2, 3, 4; Z : =l , 2, 3; числа б о е ( 0 , ш/2) а б > 0 произвольны; 
£<=(0, ео) достаточно мало; Г" (—е, So)—трехсвязный контур в комп-

з 
лексной ^-плоскости: Т'(—е, б0) = U Г„(—е, б0), где 

7! = 1 

Г1П(—е, 6о)= (if e C l l ^ —Ynl = б 0 при ReySaO; 
(1.4) 

l imy — Im^nl =8,01 при R e i e K ~ е , 0) ; ^х = ш; l̂2 = —гю; Чз = 0>; 

т)б (s') ^ С,Г (^г) сферически симметрична, % (s') = 1 ге/ж j s' | = \ s\ +s 2 e 

е (0, 6/2), Tje(s') = 0 при | s ' | > 6 ; ^7'\х' [^~s
s^x

3)~ обратное 'пре
образование Фурье в смысле обобщенных функций; wt (у, s') = 
= 3?t-*y&"x'->sr [Wi], 1=1, 2, 3; бз,г — символ Кронекера; s = 
= =(si , s2, s3)^R3; %,г(1, s) — элементы матрицы А (у, s) , ассоцииро
ванной матрице А(у, is); &*(ч, s)=detA(^(, is); 

SP {у, s) = а2
Т (Y + v | s |2)3 + 1512 (y + v | s |2)2 + a2to2y (7 + v | s |2) + co24 (1.5) 

Si(y,s') = ea,i(y,s', +0){ve'i3(y,s', +G))~\ 1 = 1 , 2 , 3 , 

JVS, e3,l vY' s i жз) — $ s -»ж, 

ез,з (?' S ' хз) = ^ з 3 ^ ж
: 

ез,з(?> s , хз) == ^ s . - i 

(Y, s) 
I = 1,2, 

(1.6) 

(1.7) 

• а з , з (V. *) , а з , 1 (V' s) 
3 0> (y, s)~ ' ^ (Y, s) J' 

аз,з (V' s)l 
3> (Y, s) 

(1.8) . 

(1.9) 

оценки 0(e~et) равномерны no x <=i?a, xz^h. 
З а м е ч а н и е 1.1. Существование и оценка каждого из интегралов, 

входящих в (1.1)—(1-3), доказаны в последующих параграфах настоя
щей работы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1.1 в существенно более широкой фор
мулировке составляет содержание работы авторов [1]. Предполагая, 
что интегралы по Г'(—е, бо) в (1.2) существуют (см. замечание 1.1), 
можно перейти от неявного представления решения задачи (1), (3) — (5) 
(см. [1, теорема 2]) к представлению (1.1) — (1.3), используя гранич
ные условия (4) и свойства преобразования Фурье. Лемма доказана. 

§ 2. Вспомогательные представления и оценки 

Для изучения асимптотических свойств при £-> °° интегралов (1.2) 
необходимо построить асимптотические представления Я-корней урав
нения 

ЩЧ, s', X) = detA(^, is 1, is2, X) = 0 (2.1) 

в окрестностях критических точек (у, s') = (0, m), (0, —ш), (0, 0) , 
а также ^-корней и т-корней уравнений 

(а?ч + \-*)уя-чу-у + (-а2ч + у'1) а2у ~ a2 ^v'1 + | s ' | 2 ) = 0 ; ' (2.2) 
(aJf + y~l) (Y + v | s ' | 2 — V T ) 3 — "fv_1(["f+vls'l2 — VT) 2 + 
+ (a2Y + v-1)cu2(^ + v!s , | 2 -vT)- f f l 2 (" fv- 1 + Js' |2) = 0, (2.3) 



46 А. В. Глушко, С. О. Рыбаков 

получающихся из (2.1) при помощи замен 
»-=Tf + vl*' |2-vX2 , r = k2. « (2.4) 

Лемма 2.1. Существуют такие е > 0, о > О и S > 0 , что при — е ^ 
^ R e y ^ O , 0 < I s ' | < 6 для корней у\ и г/г уравнения (2.2), не обра
щающихся в нуль при \*{\ + | s ' | ' =0 , справедливы асимптотические пред
ставления при \s'\ ->-0 • 

i/j = (-l)3 '+1iu>-(l/2)©v!s'|a(co + a2(ovy + (-l)3 '+ 1q)-1 + 0 ( i s ' | 4 ) ; (2.5) 
оценка 0( | s ' | 4 ) равномерна по у на каждом компакте из полосы 
—8 «S Re ч ;< о. 

Д о к а з а т е л ь с т в о при о = 0 проведено в [3], случай о > 0 не 
содержит отличий. 

Следствие 2.1 (аналог см.. в [3] ). В условиях леммы 2.1 справед
ливы представления при \s'\ ->-О 

j / J = (-l),+1iffl + 0 ( | e ' | 2 ) , / = l, 2; J/3 = T (1 + ^ V T ) - ! + 0 ( 1 S ' | 2 ) ; (2.6) 
оценки 0(\s'\2) равномерны по -у: — s < Re "f < о. 

Следствие 2.2. В условиях леммы 2.1 для корней уравнения (2.3) 
при \s'\ -»- О справедливы представления 

Tj = ( - l ) i i av- 1 + Tv-1 + 0 ( | s ' | 2 ) , / = l, 2; т3 = 
= a Y ( l + c62v7)-1 + 0 ( | s ' | 2 ) ; (2.7) 

оценки 0( | s ' | 2 ) равномерны по *('• —е < Re"f ^ о. 
Пусть argT3s(—я, я) , тогда 

T j = = | T j [ e
i a r e V / = 1 , 2 , 3 . ' (2.8) 

Свяжем нумерацию т-корней уравнения (2.3) и Л-корней уравнения 
(2.1) с неположительной реальной частью следующим образом: 

lj = VW\e4(aiSXi)l2+K\ 7 = 1 , 2 , 3 . (2.9) 

Следствие 2.3. Существуют 8©>0 и 8 > 0 такие, что при O s S i f l ^ 
=sS So, 0 < H s ' l < 6 и при 1̂ 1 + Is'l->-0 справедливы представления 
Я3-=У^^еад/2 :+1/4 ,л(1 + 0 ( Т ) + 0 ( | 5 ' | 2 ) ) , ; = 1, 2; Я3 = 0(f).+ 0(1*Т) . 

(2.10) 
Полагая в (2.3) т = 0, получаем 

(f + vU'l2)(;azT("f + v |s ' ! 2 ) 2 +ls ' | 2 ( f + v|s'l2) + a2co2t) = 0. (2.11) 

Имеют место представления f-корней (2.11) (см. [4]) 

yL0 = ( _ 1/+1 jo> - v | s' |2 - ( - \)i+H \ a"2©-11 s' |2 + О (| s' |4), / = 1,2; 
(2.12) 

TW^^wa- 2 (D- 2 |s , l 4+0( ! l .s ' | e ) ; Y4,o = - v ! s ' ! 2 . 
Лемма 2.2 (см, [5, лемма.8.2]). Существуют такие 6 о > 0 и б > 0 , 

что при 0 < 1̂ 1 < бо, 0 ^ Is'l ^ 8 и гари |f| + Is'l -> 0 справедливо пред
ставление 

z/3 = (T-T4 ,o ) ( l -« 2 v(T-T3 ,o ) ( l + 0 (T )+0 (U ' i 2 ) ) ) . (2.13) 

Следствие 2.4. 5 условиях леммы 2.2 rejm Ifl + Is'l ->-0 справедливы 
асимптотические представления 

T3 = a2(T-T3,o)'(T-T4,o)(l + 0(T)+G>(ls'l2)); (2.14) 
U3l'=alT-T3,ol I /2lT-T4,ol1/2(l + 0 ( 7 ) + 0 ( | S ' | 2 ) ) . (2.15) 
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Следствие 2.5. Существуют такие б0 > 0 и б > О, что при О < 1 у + 
+ (—1)"шI =S 6о, к-—1, 2, 0 s? Is'! =Сб справедливы асимптотические 
представления (j==i, 2; k = 1, 2; |3 = a2cov): 

T r = 0 ( T + ( - l )*№)+0( i s ' ! 2 ) ; 
TJ = (-1)*2JO>V-1(1 + G , (T + ( - 1 ) H I ^ ) + 0 ( I S ' I 2 ) ) ; 

T3 = ffl20)2(l+(-l)ft^)-1(l + O(T + ( - l ) ' ' + 1 J©)+O(]s ' | 2 ) ) ; 
(2.16) 

Л,- = О ( / I у + ( - if m |) + 0 (| s' |); Я,- = ( - l)fe+1 ^ c o v " 1 ei37l/i (1 + 

+ 0{y + ( - l)f t+1 m) +0(\s' P)); Я3 = \ a(0
 g*0»*+<-i>»"<*gP)/«(i + 

i/'i + p2 

+ 0 ( T + ( - l f + 1 i o ) ) + 0( js ' | 2 ) ) . (2.17) 
Представления (2.16) вытекают из (2.7), представления (2.17) — 

из (2.16) и (2.10). 
Лемма 2.3 [5,- лемма 8.3]. Существуют такие бо>0 и б > 0, что 

при 0 < |*f + (—l)3i(ol <бо, 0 < l s ' l s g 6 имеют место представления 
TJ = 'V- 1 (T -T ,o)( l + 0 ( T - 7 , o ) + ^ ( | s ' i 2 ) ) , / = 1, 2; 

(2.18) 
| ^ . |=v- 1 / 2 l T - T A o! 1 / 2 ( l + 0 ( T - b j 0 ) + 0(!s '!2)) , / = 1,2. 

Лемма 2.4. [5, лемма 8.4]. Пусть | s ' | < 6 , 7 е Г'(—8, 6о), б0<= 
е ( 0 , со/2) любое, 8 > 0 и б > 0 достаточно малы. Тогда для функций 
hti, s') (CM- (2.9)) справедливы неравенства 

R e ^ < 0 , ; = 1, 2, 3; (2.19) 
Я^Яг '^Яз ; ЯГ^Я3. (2.20) 

В дальнейшем потребуются некоторые свойства элементов матри
цы D (см. (1.3)). Обозначим Г* (У) = {7 | У = уп {s', s3), s3 ̂  0} (J {71 Y = 
= T4(s'' з̂)> 5з^0},где -уз и 1(4 — стремящиеся К нулю при \s\ -*-0 корни 
уравнения 

^ ( l , s ) = 0 , (2.21) 

многочлен .^(7, S) введен в лемме 1.1 (см. (1.5)). 
Лемма 2.5. Существуют такие до > 0 и б > 0, что яри каждом 

s': ! s ' l < 6 и if: lTfl<6o, У^^-*(3') для функции е3,3(у, s', х3), введен
ной в (1.9), справедливо представление при |fl + Is'! -> О 

4,з (Y, *', + 0) = (1/4) аГ'К^а*®* (у3,0 - у) (1 + О (у) + О (| s' |2)) + 

+ l/Scov-1 Я3 (2a2vy (у + v \ s' |'!) + v | s' |2) (1 + О (у) + О (1 s' |2)) + 

+ ]/2co3v-3 Я3а2л>Т (1 + О (v) + О (| в' |2))]. (2.22) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем представление для e3i3(y, s', + 0), 
пользуясь (1.9) и явным видом полинома а-з,з(ч, s). Далее, учитывая 
представления (2.5) и (2.10), с использованием теории вычетов стан
дартным способом выводим (2.22). Лемма доказана. 

Введем обозначения n„,e(|s'l)!= {fll^l ^ б0; IY — Тз.о i < |xls'|2(1+e)}, 
n ; , E ( | s ' | ) = {7 | |Y |<6 0 ; | 7 -7 3 , o | |> | - i | s ' | 2 ( 1 + £ ) K ^ > 0 , ' s > 0 , так что 

Ц«,,е (Is ' I) U Пц,Е (| s' I) = {у 11 у I ^ б0}. Детальное исследование правой ча
сти представления (2.22) n p H i y s n ( l i e ( i s , ] ) , Y e n ^ E ( | s ' | ) с учетом ра
венств (2.14) и (2.15) приводит к следующему утверждению. 
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Лемма 2.6. Для любых е е ( 0 , 1), и.>0 существуют б 0 > 0 и б > 0 
такие, что при любом \s'\ е [О, б] имеют место оценки 

K«(Y,s ' , + 0 ) l > c 2 , e | s ' | 2 , Y S n ^ d s ' | ) , (2.23) 
|eS,3(Y,s', + 0 ) | > c 2 , 6 | Y - Y 3 , 0 | e , 163,3(7,5', + 0) | > c 2 , e | s'|8, 

7 е П ; , е ( | « ' | ) , (2.24) 

где постоянная сг,б > 0 не зависит от (f, s'). 
Следствие 2.6. Существуют такие бо > 0, б > 0, что при ( X IYJ *3 бо, 

0 ^ Is'l £? б справедлива оценка (2.23). 
Следствие 2.7. Для любого ц > 0 существуют бо > О, S > 0 такие, что 

при Is'l e(О, б), y e II^,0( |s ' |) справедлива оценка 

1ез,з(Т' s ' i + ° ) !^ с 2,7; с2)7 = с2,7(а, со, v, ( i )>0 . (2.25) 

Введем обозначения: r + ( s ' ) = {Y,|Y = Yi(s', S3), S3>0}, r_(s ') = 
= {if I if = T2(s', s3), s 3 ^ 0 } , Ti(s'> s3), f2(s', «з)—корни уравнения 
(2.21), стремящиеся к £со и —но соответственно при |s | -*0. 

Лемма 2.7. Существуют такие бо > 0 и б > 0, что при каждом 
s': | s ' l < 6 и Y: IY,+(—l)'tcol < бо, f ^ r + ( s ' ) имеют место асимптотиче
ские представления: 

" i > • AN qap(p + (- l j , '+ 12i/ iTp 5« (~ : 0 i + l a r o t g P)e<~ i y ' a r C t g B , 
• ез,з vY' s 1.+ и) — 4 - " 

2 У 1 + Р'2 (1 + (1 + Р2) 72ш-2 + 2pYto-x) 
+ ^0 /"YZrYi7o) + 0 ( | s ' | 2 ) , 8 = a2cov, / = 1,2. (2.26) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Вывод представления (2.26) совершенно ана
логичен выводу (2.22). Следует лишь воспользоваться следствием? 2.5 
и леммой 2.3. Лемма доказана. 

Следствие 2.8. В условиях леммы 2.7 справедлива оценка 

| е'з,3(7, s \ + 0 ) |>c 2 i 8 ; с2,8 = c2,8(a, со, v ) > 0 . (2,27) 

Лемма 2.8. Пусть выполнены условия леммы 2.5 или 2.7. Тогда 
имеют место равенства 

ез.8(7, *', + 0) = - 1/2; S3{y, s') = - l ^ v " 1 ^ * ? , «', + О))"1- (2-28) 

Д о к а 1 з а т е л ь с т в о . Первое из равенств (2.28) получено, с по
мощью теории вычетов из (1.8) и явного вида полиномов аз,з(ч, s): 
03,4(4, s ) - Второе равенство (2.28) следует из первого ж представления 
(1.6). Лемма доказана. 

Лемма 2.9. Пусть | s ' l < 6 , 1 е Г ' ( - 8 , во), где «де(0, со/2), 8 > 0 
и б > 0 — достаточно малые числа. Тогда функции AJ,™(Y, S', жз) (СМ. 
(1.3)) представший в виде 

з 
Dj,m (Y, s', ж8) = 2 5j-.m.i(Y. s ' ' *s); / = 1, 2* 3 ' 4 ; m = 1, 2> 3 . (2-29) 

где 

£>j,m,i(Y, «\ ж3) = (1 — 63,m)^-ej,m,;(Y, s', ж3) + e3-,aij(Y, s', xa)Sm(y, s'),-dx3 

ej,m,i(Yi's', ж3) = a,-,m(7, S', — uj) —&(y, s', %)\х=хг 

(2.30) 

3X 
X e ¥ s . (2.31) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . G учетом леммы 2.4 и представления (2.31) 
введем функции 

^г.'я (V' s ' ^з) — ^ s. 53 (Y, »''. s3) «i .m,!^^ ' ' .^) ' (2*32) 
i = i 

Учитывая (2.30), из (1.3) и (2.32) выводим (2.29). Лемма доказана. 
Введем обозначения: 

ЗД.К|)= П (j/i-VkV1, / = 1,2,3, (2.33) 
fc=i;fc#2 

^•,т,г (Y. S ' ) = (1 — бз.т) «j,m,i (Y, S') + K1®}^,! (Y> S ' ) 5 « (Y, «'), (2-34) 

где «,>,;(Y. s ' ) = ai,'«(Ti s', -foi)', / = 1, 2, 3, 4; m, Z = l, 2, 3. Тогда 
±хЯ{у,&'Л)\х=%1 

д ™(y,s',X)\x=h^-2(i + aivy)llg)r1(y,\s'\), ^ = 1,2,3; (2.35) 

Djim,i{y, s', x3) = - ( 2 ( 1 + aPvy))-1 ®h{y,\s' tfe^'dj^dy', s'). (2.36) 
Обозначим через Qk(—s, бо) область в -(-плоскости, ограниченную конту
ром rft(—е, бо) и отрезком прямой Re у = — е. 

Лемма 2.10. Существуют такие г > 0, б > 0 и бо е (0 , со/2), что 
функции 2£>i аналитичны по ^ в областях Qh(—8, бо) при 0 < Is'l < б и 

' -' яПраведлиеы представления 
25, = (1/2) ( - l ) I i © - 1 ( ( - l ) ! + I i « - T ( l + a2VT)"1)_1(l + ^ ( l s ' l 2 ) ) , *=* , 2, 

(2.37) 
iZ>3 = (cu2 + f (l + a2vT)-2)-i(i + 0 ( | s ' [ 2 ) ) ! Т е ^ ( - 8 , б0), ft = 1, 2; 

туш ^е<?з(—е, бо) справедливы представления 
iZ}, = -( l /2)co-2( l + 0( T ) ;+0([ S ' | 2 ) ) , Z = 1, 2; 

£}„.= — со-2(1 + 0("f) + 0( |s ' |2)) ' . (2.38) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из следствия 2.1 вытекает, что функции г/г, 

Z = 1, 2, 3, как простые корни уравнения (2.2) аналитичны при у е 
s(^ft(—е, б0), 0 < Is'l < б, поэтому ив (2.33) следует аналитичность £Di. 
Представления (2.37), (2.38) получены из (2.6). Лемма доказана. 

Следствие 2.9. В условиях леммы 2.10 имеют место оценки 
I A | < c 2 j 9 ; | yh — у 11 > citl; c2,9 = const > 0; ft, Z = 1, 2, 3. (2.39) 

Для дальнейшего необходимо исследовать аналитичность функций 
Di,m,i(t, s', xz). 

Лемма 2.11 (см. [5, лемма 10.2]). Существуют такие е > 0, 6 > 0 
и 6о = (0, со/2), что при 0 < Is'l < б функции lh 1 = 1, 2, 3, аналитичны 
по у в областях Qh(—s, бо); ft = 1, 2, 3; ft ^ I. 

Множество значений ч = С, при которых функции "кг теряют анали
тичность, описывается /у(«)-корнями полинома ^("f, s) (см. [4]). При
ведем без доказательства результаты работ [3, 4], касающиеся асимпто
тических представлений у-корней ^*(f, s) при |s| ->-0. 

Для не обращающихся в нуль при Ы = 0 корней уравнения 
^5(Т, s ) = 0 имеем (см. [4]) 

Y3 = ( - l ) m i ( co + (2 a
2co)-1 ls ' |2)-vls |2 + (9(|s|4)', / = 1, 2. (2.40) 

Контуры в комплексной " [~ п л о с к о с т и ' определяемые отображениями 
5з -*- Ъ', 7== 1, 2, при малых \s\ лежат в Qj(—е, бо), / = 1, 2. Два других 
корня — Чз и "[4 — обращаются в нуль при | s l = 0 . При s: 0 < Ы < б, 
s;iis|"! > 6i > 0 справедливы представления [4] 

T. = ( : _ l ) ^ a - i S 3 - v | s | 2 / 2 + ( 9 ( | s i 3 ) , r = 3 , 4, (2.41) 
4 Сибирский математический журнал № 4, 1992 г. 
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где оценка 0 (Ы 3 ) равномерна в указанном секторе изменения перемен
ной s. При S3ls|_1<6] введем обозначения 

^ з М - 1 = pcosa; | s | = psina; 0 < p < 6 2 = ] / б 2 + б̂ ; 0 ^ а ^ я / 2 . 
(2.42) 

При 0 =£ cos о «SI бз (бз>0 достаточно мало) имеют место представле
ния [4] 

Чз = —vor2co~"2p4 — a -2v_1p2 cos2 a + О (p6) + О (p4 cos2 о) + О (p2 cos4 a), 
(2.43) 

д 4 = -vp 2 + 0(p*) + О (р2 cos2 a). 
При 0 < sin a < 64 (64 > 0 достаточно мало) справедливы представле
ния [4] 

Уэ = {—1)3+1 iaT^smo—2 vp2sin2o- + О (р2 sin3 a), / = 3,4. (2.44) 

Если 0 < б4 sg; sin a <; ] / 1 — б|, то при / = 3,4 [4] 

ъ . = (l/2)p2 sin2 o(-v:+ (-l) i+1V (4 + a V ) « - 2 - (4cT2 + 0(p2) )sin-2<J)+ 
+0(p*) , (2.45) 

Ref 3 <'- ( l /2)v*p 2 s in 2 o + 0(p4), 0 < v * < v ; 
Re f4 ss - (v./2),P2 sin2 a + О (р4). (2.46) 

З а м е ч а н и е 2.1. Из (2.41) — (2.46) следует, что 

I Ti(s) I <"c2,i 1*1, / = 3 , 4 ; 0 < | s K 6 ; 5,i = const> 0. (2.47). 
Лемма 2.12 [3, лемма 4.1]. При s ' e ( 0 , б), где 6 > 0 достаточно 

мало, существуют такие 4*e(4i,Qi 7з,о), s3(s')^>0 и 6* (s ' )>s 3 , что 
при s 3 e [О, s^)корни Чз и 4̂ вещественные различные; npus3 = s3 y* = 
= Ts'(s% 4 ) = 74(s' , 4 ) ; гари s3<= ( 4 , 6*] Ys(s ' ' ss) = Y4( S '> *З)* . 

Следствие 2.10. В условиях леммы 2.12 существуют числа s3'(s'), 
& = 1, 2, 3: 0 <С 41} < 4 < 42) < 43) такие, что при 0 ̂  s3 г£С 4 ^ имеют 
место представления (2.43), при 4 ^ s3^=4—представления (2.45) 
и оценки (2.46), при 4 2 ) ^ 5 з ^ 4 3 ) — (2-41) или (2.44), причем s^ '-^O, 
|* ' | -»-0. 

Из приведенных результатов вытекает 
Лемма 2.13. Существуют г > 0, б > 0 и 6o s (0 , и/2) такие, что при 

0 < | s ' | < б функция llh, & = 1, 2, 3, аналитична по у в Qk(—e, 60), 
за исключением точек контура 4~4h(s'-> ss) идо /с = 1, 2 it контуров 
Ч = Тз (s ', «з) "• Т,== Т4 (s') «з) «ДО А = 3. 

Лемма 2.14. Существуют такие е > 0, б > 0, 6о е (0 , со/2), что ддо 
0 < | s ' l < 6 , 4(=Qk(—e, 60), й = 1, 2, 3, функции Sm{4, s'), m = l, 2, 3, 
(ел. (1.6)) теряют аналитичность лишь в том случае, когда неанали-
тична хотя бы одна из функций 7ц(ч, s'), 1 = 1, 2, 3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (1.6) и (2.28) следует, что Sm могут те
рять аналитичность лишь в тех случаях, когда функции s3^m(y, s', + 0), 
m — 1, 2; e3i3(y, s', + 0) теряют аналитичность либо е3,3(7> s ' , + 0) об
ращается в нуль. Выражая e3,m{y, $', + 0), т = 1, 2; £з,з(7> s ' i + 0) 
через £Di, Х, «з.т.г и учитывая следствия 2.6, 2.8, приходим к требуе
мому утверждению. Лемма доказана. 

Из (2.34) и (2.36) вытекает 
Следствие 2.11. В условиях леммы 2.14 функции Д,-,т,г(Ъ s ' i жз) 

при хъ > 0 теряют аналитичность по ч тогда и .только тогда, когда те
ряет аналитичность хотя бы одна из функций %г, 1 = 1, 2, 3. 
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При вычислении главного члена асимптотики решения нам потре
буется более точная информация о поведении функции Хз- Пусть v»e 
^ (0 , у 12), Хо = — 'Vols'I2. Из лемм 2.12, 213 и следствия 2.10 вытекает, 
что на отрезке действительной оси у ^ [*fo, f з,о] а С функция Хз неанали-
тична. Определим функцию ^3 (^з") к а к непрерывное продолжение Хз 
по переменной у на отрезок |Чо, ̂ з,о] из верхней (нижней) полуокрест
ности этого отрезка , ( 0 < l s ' [ < 6 ) . Аналогично определим функции 
e~tm,b Sm и др. Введем вместо переменных (f, s') новые переменные 
(VI , <р): 
T = - z ; «, =£cos<p; s2 = |sm<p; (z, I, <p)e СХ [0, °°)X[0, 2я) (2.48) 

— И о б о з н а ч и м Zo = — Чо', Z3,Q = — ТЗ,0', Z4,0 = —"[4,0-
Лемма 2.15 [5, лемма 10.6]. Существует такое 8 > 0 , что при z3fl^ 

< z < 2 0 , 0 < 1 < S справедливо представление 
Xf- = + Ja( Z -z 3 , 0 ) ] / 2 (z 4 , 0 - Z ) 1 / 2 ( l + 0(|2)). (2.49) 

§ 3. Построение асимптотического разложения решения 

Из леммы 1.1 следует, что главная часть асимптотики при t-*-°° 
матрицы D(t, х\ х3) содержится в составляющих этой матрицы вида 

Dm(t,x',x3)=—^-s- f • f eyi+iis''x,)3{y,s\x3)dyds',k= 1,2,3, (3.1) 
(2я) i J „ J „ v | s ' !<6r f e ( -E ,6 0 ) 

где контуры Fh определены в (1.4). Для исследования элементов мат
риц Dm при t -> оо достаточно изучить асимптотику интегралов 

/ = 1, 2, 3, 4; иг, / = 1, 2, 3; <?,,„,, и ^ г введены в (2.33), (2.34). 
Теорема 3.1. Существуют такие г > 0, 8 > 0 и 6о е (0 , ю/2), чго Зля 

интегралов D(J%,i{t, х), / = 1, 2, 3, 4; иг, Z = l, 2, 3; & = 1 , 2, справед
ливы следующие оценки при t -»- °°, равномерные по i e i ? 3 : 

I Д$..1 I < с8,1Га, / = 1,2; | ! )$, , , | < сЯ11Гб/а, / = 3, 4. (3.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . На основании лемм 2.10, 2.11, 2.13, 2.14 пе
рейдем в (3.2) к интегрированию по контуру I \ ( s ' ) , k = l, 2. Контур 
Ti(s') (Гг(О) состоит из отрезка 4^ (се2)) прямой Re f = — e 
( |1тч(+)о) | <8о), берегов разреза Ге'^ ( Г 2 ^ ) вдоль кривой ^ = 
= Ti(s'i se) ( T ~ T 2 ( S ' I ss)) и замыкающей их дуги окружности 
S].^ (5$,2)) радиуса г > 0 с центром в точке f = 71,0 (Т = Та,о)-

Введем обозначение 

(С — кусочно-гладкая кривая в ^-плоскости) и заметим, что существует 
такое б > 0, что при любых (t, x) e i?4 

l im^ , m , i ( i , х, Sih)) = 0, / = 1 , 2 , 3 , 4 ; m, Z = 1,2,3; k = 1,2. (3.5) 

Действительно, с помощью вамены переменной ^ = Y&,o + re1® на основа
нии представлений (2.9), (2.12), (2.34), (1.6), (2.18) может быть 
4* 
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получена оценка 

|Я,-,т,1(*.*>#ад)|<гз.1 J J Vrddds', (3.6) 
|s ' |<6 о 

из которой следует равенство (3.5). Пользуясь (3.5), запишем 

D(Xi (*, х) = Djtm,i (t, x, C<fe)) + Dj,m,i (t, х, i f ' ) • (3.7) 

Очевидна оценка 

|A- ,m ,z (^^C^) l<^ , i e~ E t , / = 1 , 2 , 3 , 4 ; т, г = 1,2, 3; /с = 1,2. (3.8) 

Для завершения доказательства необходимо установить неравенства 

| Dj>m,i (t, х, I f ' ) | < с1хГ\ / = 1 , 2 ; | Dhn,i{t, x, i f ) | < с1%Гъ!\ / = 3 , 4 ; 
(3.9) 

m, 1 = 1, 2, 3; k = l, 2. Для этого представим исследуемые величины в 
виде uYMM.Djtmti\t, х, ГЕ' ) + Dj<m,i{t, x, Г е ' - ) и параметризуем контур 
Те'— с помощью замены переменной -у на переменную S3 по формуле 
Y = Tfc(s'> 5з). Используя далее формулы (2.39), (2.40), следствия 2.5, 
2.8, оценки (2.26), (2.27), а также известную лемму Ватсона [6], после 
несложных преобразований приходим к (3.9). Теорема доказана. 

В дальнейшем нам понадобятся асимптотические представления ря
да эталонных интегралов, которые мы приведем здесь без доказатель
ства. Введем обозначения: 

Л(*-*з,о, I) = [a2(*-z3.o) + (l/2)<a-Vl6]-1 , z e C ' & > 0 - ( З Л 0 ) 
б го 

T„{t) = J j e ^ V ^ d z ^ d l , f i ^ l , (3.11) 
° 4,o 

б \ 

T» (t) = J j e-2%+ii ^ ^ ^ + 2 d|, fx > 1, (3.12) 
0 z3,0 

6 Z° 2 

ЗД) = J j , -%+t i tz^Ldzl^ dl, fx> 1, (3.13) 

9 0 6 

4 ( t , Ж) = J j е^ , в ) ' /(Я., 8, ж)Х^Ы6, / = 3,4; ж е й 3
+ , (3.14) 

0 0 

Jl(t, x) = [ j eVi(P'a)f/(p, a, ^ p ^ s i n ^ o r d p d a , / = 3, 4; s e= Rt. (3.15) 
о о 

В (3.14) 9o^(0, я/2); jx S5 0 целое; ^(1, 8)—корни полинома 
3s (Y, S) после замены переменных 

si ,= ^cos<psinl8; sa = A,sin ф sin 9; s3 = Acos8; A, 3*0; 
(3.16) 

<pe=[0, 2я); 6 е [ 0 , я ] . 

В (3.15) а 0 ^(0 , я/2); u, 5* 1 целое; у3-(р, о) —корни полинома 
^"(f, s) после замены переменных (2.42). 

Теорема 3.2 [5, леммы 12.1—12.3]. Существует такое б > 0 , что 
ЗЛЯ интегралов (3.11) —(3.13) при t->-°° справедливы асимптотические 
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представления 
Tlx(t) = (l/4i)T(l/2)T(l/2 + ix/A){a2a2v-1t-lY/iwt-l(l + 0{t-')), (3.17) 
Т^) + а-\^Т^)=0(Г3/2-»м), (3.18) 

?„(*) = Ofr2-*"), е е (0, 1/4). (3.19) 
Лемма 3.1 [5, лемма 12.4]. Пусть в (3.14) /(Я, В, ж)е.С1 ([0, б])х 

XC([0, 00]xi?^"; 1/(Я, Э, ж) I < const. Тогда гари всех целых \i^Q 
и любом 0о^(О, я/2) существует б > 0 такое, что справедлива оценка 

UiMI<?8 , ir1 /a- t f / a , / = 3,4. (3.20) 
Лемма 3.2 [5, лемма 12.5]. Яг/сгь в (3.15) 7(Р, о", ж) е Сх(10, б]х[0 

0о])хС,(-йз )v l/(Pi о, ж) I ̂  const. Тогда при всех целых |л $= 1 существу
ют такие 6 > 0 И о"ое(0, я/2), что справедлива оценка 

| 7 ^ , ж ) | < с 3 , а Г 1 / 2 - ^ / 2 + 8 , / = 3,4, (3.21) 
с произвольным е е ( 0 , 1/2 + {л/2). 

Переходим к исследованию интегралов (3.2) при к = 3. 
Теорема 3.3. Существуют такие г > 0, б"> 0, 60Е=(0, СО/2), Е* е= 

з 
е (0 , 1/4), что для интегралов Df%(t, х) == ^ Df)ni(t, х), j==l, 2, 3, 4; 

г = 1 
m = 1, 2, 3, справедливы асимптотические представления при t -> °° 

^(i'ж) == wffг Ш г ( 4 ) »'••»(*} r 7 / 4+ ( 1 +1ж i } ° (г7/"")' 
/, иг = 1, 2, 

/><«, (*, ж) = аД/2^"1/4 r (A) r (-J) «?,>m (х) *-•" + (1 + | х |«) о (г•/*-•), 
• пг = 1 , 2 , 

л& (*, *) = ~щ^ г (1) г (!•)<?,,„, и г"* + (1 + |у |» + *3) ос*-"-"), 
.1^ = 1,2, (3.22) 

a ' W ^ J l L / s ) . /„.w-7/4 , и , | ,м а •, ,\л^*-7/*-е*Ч Д$?,)(«.«)-а 1 1 г 4 г т gj..(*)r-T/'+(i+l*? + Ж з )0(г^*) 4 , 

/ = 1,2, 

^(г'ж) == £SwГ йг (4) *••• {ж) r7/1+(1 +'х''+^ ° {Г'"^1 

z>S (,,,) - ^Yoli г ( i ) г (4) »4,, (,)г"* + (i + |*i) о(г «"-•), 
16ял 

где функции $]т(х) определены в (14), оценки 0{-) равномерны по 
x<=R+. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу лемм 2.10, 2.11, 2.13, 2.14 в (3.2) 
(при k = 3) возможен переход к интегрированию по контуру r3(s ' ) 
(см. рисунок), состоящему из отрезков Cf прямой Re 4 = —Е, отрезков 
кривых "Y =••73(*', ^з), Т = T*(s', яз) и берегов разреза IV вдоль отрезка 
действительной оси [̂ *, 7з,о], а также замыкающей их дуги окружно
сти Sr радиуса г > 0 с центром в точке Y = Тз/о- Рассуждая так же, 
как при выводе (3.5), (3.8), получаем, что справедливо представление 

Dfm (t, х) = 2 Dj,mil (t, x, Ге) + О (e-st), е > 0, (3.23) 
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-S I Уа0 
У* У ге (3) 

=^^J 

з • а ' 

1т7 где ГЁ = Ге
+иГ7, оценка 0(e~et) рав-

"""Цз номерна по i G ^ Обозначим через 
Го (Г^Г) верхний (нижний) берег раз
реза вдоль отрезка [у», "[з,о], Чо^ 
= —vols'I2, 0 < v 0 < v / 2 ; пусть Г0 = 
= Го U i о > ^Ч.,т,1 \ti x) = Djtm,l V-i %i А о)' 
&U,z (f, я:) = Z)iim,, (t, x, Ге.\Г0). Тогда 

Re? £>3-,т,г (*, ж, ГЕ) = С",™,* (f, х) + G))TO>I (t, х) 

° (3.24) 

Докажем теперь, что существуют та
кие е > 0 и б > 0, что интегралы 

з 
GjiJn(t,'x) = 2 G},m,i(t, x) при всех 

• г = 1 

4$ (t,x)^R^ + любом е ' е ( 0 , 2) удовлет-
0 воряют оценкам 

\G),m{t, ж)|<сз,8* -2, (/- т)е={1; 2}Х{1; 2; 3}U{4}x{l; 2}, 
I Gj,m (*, х) | < с13Гь/2+е\ т = 1, 2, 

I Я™ (*. ж) I < clj-i+e'; | Gl,s {t, х) | < С;,8*-

(3.25) 
—3/2 

Для доказательства оценок (3.25) необходимо разбить контур Ге\Го на 
части Лц, ц = 1, 2, 3; А1 = А^[)А^ (Л^ (Л^)— верхний (нижний) 
берег разреза [f*, 70], который параметризуется функцией ^з(«', ^з), 
4 X ) < s 3 ^ s . * (см. лемму 2.12 и следствие 2.10)); Л2 = А£ (J Л^' (Л^" =• 
= Ы ? = ?з(*'. ss). 4 <*з<42)); л2~ = Ы т = Yi(s'' ss)' 4 < « 3 <42)1); 
л, = л3

+ил3- (л3
+ = (7|т = тз («',•%)• 42 )<s3<43 )); лг = Ы? = 

= Т4(*'.*8). 42)<*3<43)))-
После параметризации контуров интегрирования и оценок, использую
щих асимптотические представления подынтегральных функций (см. лем
мы 2.1, 2.2, 2.10, следствия 2.1—2.4, 2.9), задача доказательства (3.25) 
сводится к оценке эталонных интегралов (3.14), (3.15). Оценки (3.25) 
позволяют записать соотношение (3.23) в виде 

< О ( Г 2 ) О {Г") О (Г2) 1 

0{Г%) О (Г2) О (Г2) 

о(гь/2+Е') о(г5/2+е') 0(га + е ' ) 
о (г2) о (г2) о(г 3 / 2) 

jD/.m (̂ 1 X) = 2^ Gj:mj (t, X) 4-
{ = 1 

(3.26) 

причем оценки О(-) равномерны по х GE R^. 
Обозначим Gftm,i(t, x) = Djtmj(t, х, Г„-)и с учетом леммы 2.15 за

пишем с помощью переменных (2.48) 
2Я 6 го 

G$u (t, х) = С»;+,г + Gf^i = i ^ F . j J j 

В (3.27) использованы обозначения 

Ф 

(о) . „ „,_*.+ , *o.- _ 1 Г I Г ' - ' ^ ^ . « . . Е & Й Б Л р . (3.27) 
1 —а о о z3 0 

'1 — a vz 

•j.m.i Ф;,т,1 (г, 1, ср, xs) = 2 Ф5-!т,1 (z, £, Ф, *3), (3.28) 
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Ф ^ л = ( 1 - б 3 , г а ) ( а + т , / ^ ж з - а ^ т , / ^ 3 ) . г (3.29) 

гТ)(2> _ 1 л+ Я+РЧ Хз 1 ~7г « Г - / 1 Жз П 30\ 
Лг Aj 

p — p (x', ф) = x\ cos ф + x% sin ф. 

В силу леммы 2.11 при / = 1, 2, 3, 4; m = I, 2, 3 находим 

Ф^гд^О, / = 1, 2; Ф$,,г = у- a i , 3 , , ( ^ - ^ ) e X ' * ' , Z = 1,2. (3.31) 

Вследствие свойств четности (нечетности) функций а,-,т(ч, s', —гЛ) по 
неременной X получаем 

С = ^ , . ( ^ + ( - 1 ) Ч , е 1 ' Ч Ф(Дз = 0, ттг = 1,2; (3.32) 

ф<%,3 = % * (5+/3+Жз + ( - 1 ) 1 + в / ' 8 5 £ / 7 Ч те = 1, 2, 3. (3.33) 
Лз 

+ * + 
С помощью представления е 3 3 = 1 + ^Гжз ) е 3 3 d% функции (3.33) 

о 
запишем в виде 

Ofi,3 (г, Ь Ф, а;,) = Ц Oftft (г, g, Ф, *3). (3.34) 

Ф$%1!з = 71
ра+з,з(Й + ( - 1 ) 1 + ^ ' 3 ^ ) , (3.35) 

3 

Ф&&.== хА,я (s+ ]' ̂  d* + ( - 1)г+б^3 5™ { e%Jx*K dA (3.36) 
\ о о / 

Введем обозначения 
2Я 6 zo 

G£*,, (*, х) = —±—- i j — Ф ^ Д dz dg dq>, ft = 1, 2, (3.37) 
2 (2л) г «' J J 1 — a vz о о z3>0 

е";т'Гз (*, x) = — l g - f f \ f^p- 2>1<Ъ№Л dz dg dq>, n = 1, 2, (3.38) 
2 (2n) i J J J 1 — a vz o o z3i0 

и заметим, что в силу (3.31), (3.32) 

G$&,, = 0; C j i , s O ; / = 1,2,3,4; i» = 1 , 2 , 3 ; Z = 1, 2. (3.39) 

Так же, как при выводе оценок (3.8), (3.26), находим, что при доста
точно малом 6 > О для всех (£, х) е i?4 справедливы неравенства 

I Gj',m,3 I ^ с3,3^ J I &4,т,з I ^ с3.3^ > / = 1 , 2 , 3 ; 771 = 1 , 2 ' 

| С $ & | < с 8 , , Г а ; |GS: a
8 : a , |<^3*" 7 / 4 ; (/. " 0 ^ ( 1 ; 2}x{l; 2; 3}U{4}X 

X{1; 2}; (3.40) 

I ^;m?31 < с,,, (1 + |а;|) а ,Г u / 4 ; | Gg;|;i | < c,., (1 + xd) x 3 r 9 / t ; m = 1, 2. 
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Введем обозначение: G)% (t, x) = 2 Gf,m,i (*. х)- В силу (3.34), 

+ (3.41) 

(3.37)—(3.40) равенство (3.26) можно записать в виде 
п (3 ) Я0,2 , .-,0,2,1 . 

(1 + х3)0(г2) (1.+ х3)0(Г*) {1 + х3)0.(Г2) 

(1 + х3)0(г2) (1 + г з ) 0 ( Г 2 ) (1 + х3)0(Г2) 

(1+\х\*)0(гъ/2+Е') (1+\х\*)0(Гм') (1 + 4)0(Г2+е') 

_ (1+хя)0(Г2) (i+Xs)0(r2) (1 + Ж з ) 0 ( г 3 / 2 ) _ 

/ 1 , / = 1,2 (2 , / = 1 , 2 ГЗ, / = 1 ,2 .4 
Пусть А . = (2 > / = 3 < 4 , 8 = 1 ^ . ^ ^ , W - { 5 > / = 3 - ' 

/ 3 , / = 1 ,2 ,3 
= | l . / = 4 
ложений функций Яг, Tz,_j/;, е3 , т(у, «', + 0), e3i3{y, s', + 0) запишем пред
ставления интегралов Gj'm(t, x), Gjfy<3{t, ж)через эталонные интегралы 
(3.11), (3.13) при достаточно малом 6 > 0 

1 9-1/2 1/2, -3 /2 -*хз 

• С помощью приведенных в § 2 асимптотических раз-

Г0,2 _ 
Ктз,т — 2(2nyi 

,-.0,2 
^3,3 = 

2 ""v""co 

1 — 1 _ 1 —ИХ, 

е " 3^-,га (ж) Г2Р;.+1 (f) + /j>m (i, x), (3.42) 

I (2я) г 
(3.43) 

где х = ю , / 22-1/2у-1/2, / = 1, 2, 3, 4, те = 1, 2, 
^0,2,1 
" j ,m,3 

1 
2 (2я) а г 

• v^-V'a-"** ,3(х')Т (t) + fjim,3(t,x), (3.44) 

/-i0,2,l 
47.3,3 

1 

2 (2я)" i 
•^ a"\ lgj,3,z (x') Tv. {t) + fjt3i3 (t, x), (3.45) 

/ = 1, 2, 3, 4, m = l, 2. Функции #j,m(.r), . &,т,з(ж') в (3.42) —(3.45) 
имеют вид 

#i,m='(—l)" 'cos(xx3)— sin(x;r3), #2,™ = (—l) m + 1 sin(x.r3) — cos(x.r3)T 

w = . l , 2, 

#3,m = "2 ^ ( ^ l + (— 1)™ ж а ) ( C 0 S (Х ; Гз) — Sin (ХЖ3)), 

g4,m = —v (xv+(—l)m x2) sin (кх3), яг = 1,2, 

#i,3 = £isin(x;r3) — x 2cos(x^ 3) , g2,s•= x\ cos(xx3) + X2sin(xa:3), . 

#з,з = x_ 1 (cos (xx3) - sin (xx3)), #4,3 = - 2 v sin (хж3), #1)m,3 = (-1)m + 1 , . 

# 2 , m , 3 = l , g3.i».8 = - ( l / 2 ) % - 1 ( « l - + ( - l ) m % ) , 

g4;m = ^-'V (Ж] + ( — 1) m ^ 2 ) Sin (хЖ3) , 771 = 1, 2 , 

#1,3,3 = £ 2 , # 2 , 3 , 3 = — « 1 , #3,3,3 = — Х - 1 , #4,3,3 = 2o). 

Функции fj,m(t, x), fi,m,3(t, x) в (3.42) — (3.45) удовлетворяют оценкам: 

I Ъ,т К £.3 (1 + | « ' I) e _ e x »r 2 , / = 1,2, ' m = 1, 2, 

' | 7 ^ | < С з , з ( 1 + [ ^Г ) е " £ Ж ^ V / = 3, 4, 771 = 1,2, 

••••' " \Ъ,>1<с313(1 + | х ' | ^ > " 8 Ж з Г 2 , / = 1 , 2 , 3 , 4 , 0 < 8 < х , 

\fj.m,*\<:Ca,a{i + \z'\Pi)r2, / = 1 , 2 , 4 , 777=1,2; 
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!/з,т ,з!<с3 ,3(1+1х'|2)Г5/2 , т = 1, 2, 
| / i .».8 l< c8l3(l + \x' \qj)t~2, / = 1, 2, 3, | /4,з,3 |<с 3 , з (1 + \х' | ) Г 3 / 2 . 

Применяя (3.42)—(3.45) в (3.41) и пользуясь затем результатом 
теоремы 3.2, приходим к представлениям (3.22). Теорема доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Из леммы 1.1 следует, что для 
построения асимптотического разложения задачи (1), (3) —(5) доста
точно получить это разложение для интегралов 

(*, х) == 2 #$. ,1 (*> *)г 7 = 1, 2, 3, 4, m, k = 1. 2, 3, (3.46) 

где 

#!*«,» С *) = T T V f f ^+i<"'X'%.m.i (Т. s'> *8)*)б(*>т(7,/M < ^ 

(3.47) 

Подынтегральное выражение в (3.47) отличается от аналогичного в 
(3.1) лишь множителем f\t{s')wm{^, s'). Условия, налагаемые на 
Wm(t, х) в теореме 1, позволяют повторить асимптотические оценки,, 
проведенные в § 3 для интегралов (3.1), почти без изменений приме
нительно к интегралам (3.47). Поэтому остановимся лишь на различиях 
в доказательствах. В силу условия 1 (см. введение) функция wm(t, s') 
дважды непрерывно дифференцируема по s' e f t и аналитична по 
•у: Re у > —е, 0 < е < ео, и для нее справедлива оценка 

sup 
Re?i—Е 

% + У sup | Dlwm | < сг <Wm) . , m = 1,2,3, (3.48) 
Y IRN2 ReV>-e ° 

где ci = ci(eo —e) > 0. Из сферической симметричности Wm по х ' е й г 
следует, что и н?т сферически симметрична по s ' e / J 2 [7]. Значит, 
Dj/Wm^, 0) = 0 при | р | = 1 . Поэтому при Re ^ > —е и ! s ' ! < 5 имеем 

Tie(e')-u?„(t, s')=u7m(0, 0)+6>(T) + O(UT) , (3.49) 
причем в силу (3.48) выполняется оценка 

10(7)1 + l O d e ' ^ K ^ d v l + l s ' l 8 )^™^, , . (3.50) 

Для построения асимптотик интегралов в (3.47) повторим рассужде
ния, проведенные для построения асимптотик интегралов (3.1). При 
этом ч е !То, Тз.о], следовательно, фактически 10(^)1 + \0(\s'\2)\ = 
= 0(ls ' l2) , Tie(s')u>m(4, s') = u;m(0, O) + 0( ls ' | 2 ) . Последнее соотношение 
позволяет дословно повторить доказательства теорем 3.1 и 3.3 примени
тельно к интегралам (3.47). При этом остаточный член 0(\s'\2) в'пред-
ставлении ^(s')wm(^, s') войдет в остаточный член в представлении 
&?,m (t, x). Таким образом, утверждение теоремы 1 вытекает из лем
мы 1.1, теорем 3.1 и 3.3. Теорема доказана. 

Авторы выражают благодарность профессору В. Н. Масленниковой 
за полезное обсуждение результатов. 
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