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СИБИРСКИЙ МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ 
Т. 33, № 1 ЯНВАРЬ —ФЕВРАЛЬ 1992 

УДК 517.95 

А. В. ГЛУШКО, С. О. РЫБАКОВ 

ТЕОРЕМА О ЛОКАЛИЗАЦИИ ДЛЯ ЗАДАЧИ ДИНАМИКИ 
ВРАЩАЮЩЕЙСЯ ВЯЗКОЙ СЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ 

Введение 

В работе изучается система линейных уравнений с частными про
изводными второго порядка, представляющих при определенных усло
виях уравнения движения вращающейся вязкой сжимаемой жидкости. 
Система имеет вид 

(д\ 
AlJL д э д 

[Ж' Щ* дх^ дх3 

j -~ - [V, ш] - vAV + уР j 

дР > = 0- (!) 
| a « ^ + divV j 

Здесь V (t, х) = {Vv V2, V3}r— искомый вектор скорости; P(t, x)—иско
мое гидростатическое давление; v > 0 и а2 > О— постоянные, представ
ляющие кинематический коэффициент вязкости и коэффициент сжимае
мости (а = OQ-1, где ао — скорость распространения звука в жидкости 
в состоянии покоя); to — постоянный вектор угловой скорости вращения 
системы координат. Векторное произведение [V, со] описывает влияние 
на движение кориолисовых сил, возникающих в связи с вращением си
стемы координат. 

В области Rt+ = {(t, х) = (I, xv х2, х3) 11 > 0, х' = (xv х2) е R2, ж3>0} 
для системы (1) ставится следующая начально-краевая задача: 

Vl,=o = 0, Р|,=о = 0, x'^Rz, х 3 > 0 , (2); 

V | , 3 = 0 = W, Z > 0 , i ' e % Vi{t,x') = {WvW\,Wa}T. (3) 

Мы предполагаем также выполненными такие естественные, с физиче~ 
ской точки зрения, условия: 

l i m V = 0, H m P = 0, О О . х ' е й , (4) 

Не ограничивая общности, можно считать, что ю = {О, со cos г|з, 
cosini|)}T, где со > 0, -ф «= [0, я /2 ] . Отметим также, что начальные усло
вия (2) выбраны однородными лишь для простоты изложения. 

Математические исследования по гидродинамике вращающихся 
сплошных сред были начаты С. Л. Соболевым (см., например, [1]) . 
В его работах изучалось движение идеальной жидкости. Линеаризация 
(1) уравнений движения сжимаемой жидкости (при определенных фи
зических предположениях) была проведена в работах [2, 3 ] . 

Среди математических проблем, связанных с системой (1), особое 
место занимает вопрос о построении точных асимптотик и асимптоти
ческих при t ->- оо оценок решений различных задач для системы (1) 
и. систем, получающихся из (1) при а —0 или v = 0. Этим проблемам 
посвящены работы [4—8]. Задачи, рассмотренные в них, оказались бо-
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лее простыми по сравнению с задачей (1) — (4), которую характеризует 
условие (3) «типа прилипания» на границе хъ = 0, так как, в отличие 
от последней, для них может быть получено явное представление реше
ния через фундаментальную матрицу решений. 

Основной целью настоящей .работы Является обоснование принципа 
локализации для построения асимптотик при t ->- °° решения задачи 
(1) — (4), суть которого в возможно более точном выделении в решении 
тех составляющих, которые могут внести существенный (т. е. степен
ной) вклад в его асимптотику. 

Отметим, что при эквивалентном преобразовании задачи (1) — (4) 
мы воспользовались элементами методики, развитой в [9]; ряд резуль
татов, связанных с обоснованием принципа локализации, получен в ра
ботах [10, И ] . 

Для изучения задачи (1) — (4) будет необходимо исследовать неко
торые свойства решения задачи 

А\Ъ isv isv7>7 = 0, 

v |Жз=0 = w, 
lira v = 0, lim p = 0, 

(5) 

(6) 
(7) 

которая получается из (1) — (4) после применения преобразования Лап
ласа — Фурье St^^x'^&'i у е С, s' e R2. Здесь и в дальнейшем 
v, р, w = St^yS^x'-ts' [V, P, W]. Введем необходимые функциональные 
пространства. 

О п р е д е л е н и е 1. Пусть то, к > 0 — целые числа; 8>0. Тогда 
Нш = [V \V(t,x',xs)e-6t^L2 (/?++); | |7|| fe+m,6< °o}, где 

з 
\V\\tm^\\Ve-*l + Ш^и| + 2 

; = i 

dmv -&t 
д*7 

(8) 

|| • || — норма в L2(R%+). 
З а м е ч а н и е 1. При 6 = 0 пространство Hh,m,6 есть анизотропное 

пространство С. Л. Соболева. Преобразование Лапласа — Фурье позво
ляет ввести в J?fe,m,6 эквивалентную (8) норму (у = ^ + ^2*= С) 

nmiift
+,m,6=jsup Г. Г. f (1 + М а* + | в Ч а т ) М dmv 

dxl 

х 
dxsds'dy2) 

(8') 
О п р е д е л е н и е 2. Пусть u., и5э=0; б е й , . Тогда #KIM,,6 = [W \ 

W (t, х') e-bt е= U (Д+), R+ = {(t, х') 11 > 0, х' е= Н2}; «РГ»И ,М < оо}, где 

(9) х,ц,0 = SUP 
T l + W 4 1/2 

i > 6 Vi—i°° J 

З а м е ч а н и е 2. Известно (см. [12]), что если W (t, x') e Н'0,о,б, 
6 e i ? i , то при почти всех s'«=R2 функция u,(y,s') = fF'.x,^s,3?t^.y[W] 
является аналитической по f в полуплоскости Re у > 6. 

Введем обозначения. Пусть Г'(—е, 60)—контур в у-плоскости, та-
з 

кой, что Г' (— е, б0) = • U Г„ (—е, б0), причем 
п = 1 

Г „ ( - е , бо) = {IY — Y„l = б о при Re у > 0 ; 

l i m y - I m y J = 60 при - е < Re у = 0}, yt = ш, у2 = -ш, у3 = 0, 
3 Сибирский математический журнал JN5 1, 1992 г. 

(10) 
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Пусть функция rje = Ць(«') <= С™(i?2) такова, что т)в = 1 при Is'! < б, 
т]8 = 0 при Is'l > 2 б . 

В работе авторов [13] доказана следующая теорема существования 
и единственности решения задачи (1) — (4). 

Теорема 1. Пусть функции Wj(t, х), / = 1, 2, 3, принадлежат 
•йз/4,3/2,0» Тогда существует единственное решение задачи (1) —(4) 
{V, Р): Vj (t, x') «= # £ 2 , v j = 1, 2, 3; Р (t, х) е= # £ 1 > v где ei > 0 - любое 
число и справедлива оценка \\V\t,2,e + Ц-РЦгд.е ^ C ( W } 3 / 4 , 3 / 2 , E > С = с (а2, со, 
v, e j > 0. 

Основной целью настоящей работы является доказательство следу
ющего утверждения. 

Теорема 2. Пусть функции Ws(t, x'), 1 = ^ / ^ 3 , принадлежат про

странству #3/4,з/2,(-е )' so > 0. Тогда для решения V е -Н^2,е , Р ^Нх,г,е. 

( 8 i > 0 любое) задачи (1) —(4) ( i | ) ^ 0, у j и/щ I ' e J ? 2 ] ж з > 0 crepa-

ведливо представление 
2 

Vj {I, х , xs) = 2JYJ (*> •*• i жз) ~Ь v j (̂ i •? i хз)' / = 1> 2, о, 
ft=0 

2 ( 1 1 ) 

Р (t, х , х3) = ^ j ^ 4 (£, ж , ж3) + (/4 (£, а: ж3), 
fe = 0 

где 

' !=1 lr'(-E'6o) J 
(12) 

3 

*=1 1Г'(-Е.«о) j 

l < / < 4 , & = 0, 1, 2; 6A,o — символ Кронекера; e e ( 0 , &o)—достаточно 
малое число; 6 о ^ ( 0 , со/2), б > 0 — произвольные числа; вектор-функция 
u = u (у, s') = {uv щ, us}T строится по решению {v, р} задачи (5) — (7) 
следующим образом: 

и (у, s ) = — v 
дх3 

+ kpL=0, k = {0, 0, 1} т ; (13) 

величины b$ = of}(у, s', s3);biit = Ьи(ч, s', s3), Г е С ; (s\ s3)*z R3 пред
ставляют собой дробно-рациональные функции, способ построения яв
ного вида которых указан в тексте работы; числа Oj} и а.ц записыва
ется так: 

с"» = oi% = 3; ff<« = oi» - 2; o[% = о™ = a3« = 1; org} = o%,s = 0, 

/ = 1 , 2 , 3 ; о й = а ® = 2 ; 
(14) 

a $ = 0 при (/,£)=/= (4,2); aj>h = 0 при l ' < / < 4 ; Л = 1,2; 

o"i,3 = 1; ст2,з = 0; а3>3 = а4>3 = 2; 

^"s^x— обратное преобразование Фурье, s—(s', S3)ei?3 . 
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§ 1. Неявная формула йредставления решения 

Обозначим через НУ, IP} продолжение нулем функции {V, Р} из 
области В.% на пространство R$. 

Лемма 1.1. Пусть {V, Р}, ¥ е Я ^ ^ ; Р е Я ц , 8 (ei > 0) — решение 
задачи (1) — (4). Тогда вектор-функция UY, IP} есть обобщенное реше
ние (в смысле 2)' (R4)) уравнения 

где 
[~d7J дх^ вХ2 dXJllP_ 

U ] 
I б (х3) — v 

W 
О 

б' (х3), 

д\ 
U(*, х') = {Uv U2, Us}] =-v~\ +kP \х^0, 

(1.1) 

(1.2) 

б (хз) е ££)' (R\) — дельта-функция Дирака. 
Д о к а з а т е л ь с т в о проводится стандартным способом (см., на

пример, [14]). 
Дадим ряд обозначений. Введем в рассмотрение характеристический 

многочлен &(1, s', 5з) = detA(^, isi, 1S2, из) вида 
^(Т, s', s3)i=a2T(T + vU! 2) 3+ lsl2(T + vUI2)24-a2oj2Y('r + vlsl2) + 

:+ w2(s2 cos -ф + S3 sin if))2. (1-3) 

Обозначим через А (у, sv s2, s3) = {flj,i]f,;=i матрицу, ассоциированную 
матрице A(f, isi, is%, isa). Пусть, далее, W (t, x', x3) = {<oi,i}],i*=i e 
<= £>' (i?4)— фундаментальная матрица системы (1): 

& (t, x', x3) = Zy^tttx [Д(Т. *'. «з)^"1 (T, 5', s3)], s = (s', s3), (1.4) 

где S^if (^"TL) — обратное преобразование Лапласа (Фурье) в смыс
ле теории обобщенных функций; матрицы &' ={^j , ; ) ; &" = \<5 i,\\; &' = 
= {«fj.il; <У" = {«fj.il, 1 < / < 4, К К З , имеют вид 

3 w = - v ^ + 6, l ie? i l4, &h = &j,u l < / < 4 , 1 < Z < 3 , (1.5) 

1 j,Z — i&y->t У" s-*x (-1) l+fl,-,, v ^ V j . i ft' * ' ' - * я ) + б з А - , 4 (V' s ' ' - * я ) 
S9 (у, *', —*3) . (1.6) 

£? з,г ->зс (-1) 
1 + 6 i , 3 gj,z (V' «'» ~«д) 

* (Т. s '> ~ s
3 ) j 

, 1 < / < 4 , 1 < Z < 3 . (1.7) 

Обозначим также через D' — S" + ё" и D = &"+<%"' матрицы с эле
ментами Z>j,; и Dj,i, 1 < / < 4, 1 «£ Z =ё 3, соответственно. 

Элементы матриц D' ж D можно записать в виде 

Du = &£t&~ y^t &" s-»x 
Л (V. s ' . *а) 

^(v. s' , s
3)&(v,s'. - s

3 ) , l < / < 4 , l < / < 3 , (1.8) 

- 1 a—1 D^ = g,Xi3~, 
dj,i (V. *'. s

3 ) 
^(V, *', ss)3>(y,s', ~ss) у 

Явный вид многочленов djtt и 4ц выводится из (1.4) — (1.7). 
Лемма 1.2. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда решение, 

{V, Р} задачи (1) — (4) представимо в виде 
V [I, X , ^gj 

= Z)(W(*, x', ж3)* W(f, x') + Z)w(f, ж', x3)*-£-W(t, x') + (1), 
cte, 

-,(2) + П- '(t, x',x3)*^-W(t, x') + D(t, x', x3)*XJ(t, x'), 

если свертки по (t, a;)ei?4 существуют в S'(Ri). 
3* 

(1.9) 

http://�fj.il
http://%7b�fj.il
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В (1.9) использованы обозначения: 

# ) Ijj-tl \t, X , Х$) cZ^y^t кГ , 1 Й В Г - 1 
s-»x 

<#} " ( * . ' ' . «s) , 1 < / < 4 , 1<Z<3, 

где d $ = dj,i; d $ = d $ = 0 при (/, 1)Ф(Ъ, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3); 
d!$ = 0 при (/, Z) = (3, 3), (4, 1), (4, 2), (4, 3), кроме того, при этих 
О? О ^',г и 4м определяются по формулам 

4,з = M U + Ms'» d4.« = М Й + Ц^1. г = 1,2,3. (1.10) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Решение уравнения (1.1) может быть записа

но следующим образом (см. лемму 4.1): 
IV 
IP = & (t, х', х3) * U б (ж„) - v W 

0 6'М, (1.11) 

если свертка по (£, ж)е/?4 существует в смысле теории обобщенных 
функций. Из (1.11) и (1.5) получаем 

IV 
IP = g'(t, x',xJ*Vf(t, x') + S"'(t, x',xs)*U(t, x'). (1.12) 

Запишем сужения равенства (1.5) на R± и й 4 . При хг > 0 будем иметь 
V (/*, X , ьСо) 

0 (t, x', —х3) 
\J I Ьf JJ j tLinj 

= S" (t, x', x3)*W(t, x') + g"'(t, x', z3)*U(£, x'), (1.13) 

= &"(t, x', — x3)*W(t, x') + 8"(t,x', — x3)*\J(t, x'). 

(1.14) 

Равенство (1.14) с помощью обозначений (1.6), (1.7) запишем в виде 
0 
о = ё" (t, x', x3)*W(t, х') + &"{t, x',x3)*XJ(t, x'). (1.15) 

Складывая равенства (1.13) и (1.15), находим представление 
Т \(s ^ "J 7 Ч/ 

X I t } •A' j ^ Q / 

Используя (1.10), получаем вз (1.16) равенство^ (1.9). Лемма доказана. 

= D' (t, x', x3)*W(t, x') + D(t, x', ж3)*и (t, x'). (1.16) 

§ 2, Вспомогательные неравенства 

О п р е д е л е н и е 2.1. Число "f принадлежит области Qa(—е, бо)^ 
с: С (8 > 0, бо^(0, со/2), если Re 4 > - в и при - 8 < Re 4 < 0 llmfl > 
> б0, при Re 7 > 0: 141 > 60, I у ± ico I > 80 I Im 4 ± «a [ > 60. 

Лемма 2.1. Для любых б0: 0 < 60 < ш/2 и б > 0 существует такое 
г > 0, что /грц выполнении одного из двух следующих, условий: 

^ й . ( - в , 60), « e f t , (2.1) 
Ref > - e , Ы > б (2.2) 

— для полинома 2Р{ъ s' •> 5з), определенного-в (1.3), выполняется оценка 
1 (̂-Г, s', s 8 ) l > c 2 . i ( l + l ' r l ) ( l + l ' r l + l*l2)3 (2.3); 

с постоянной сг,1 > 0, зависящей лишь от а2, со, v, s, 60, б. __ ^ 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем новые независимые переменные ] i к 

по формулам 
f = f; si = si; s2='Bmil3S2 + cosil3S3; s3 = —cos ^ + , sin ^s3. (2.4J 
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Тогда очевидно выполнение равенства 
& (у, s) = Р (у, 7) = а27 (у + v | s]2)3 + | s |2 (7 + v \1|2)2 + 

+ а2со27 (у + v |7 |2) + ой2. (2.5) 

Отметим, что• &{% $)'—&{Ъ s) ПРИ ip—• л/2. Это позволяет при 
оценке 5s ("f, s) использовать результаты работы [6], справедливость 
которых установлена лишь при г|з='Я/2. В частности, из результатов 
этой работы следует, что корни Ъ" = Ъ(5)> 1 = ^ / ^ 4 , многочлена $*(ч, s) 
при 0 ^ I s I ^ б имеют асимптотические представления 

Y^) = (-l)j+1£co + 0( |s!2) , у =.-1,2, ъ(Ъ-0(\з\), / = 3, 4, . (2,6) 

а также при Ы S3 б > О справедливы оценки 
R e ^ ( e ) < - e r ( 6 ) , 1 < / ^ 4 , е 1 ( б ) > 0 . (2.7) 

Пользуясь (2.6) при Tfefl,,(—е, 6о) (0 ^ |sl ^ б, б > 0 достаточно 
мало) и (2.7) при Re f >—е, Is! > б, е = ei/2, устанавливаем оценку 

| ^ ( 7 , s)| = | ^ ( 7 , ^ ) | > c ; , x ( l + |7|2)2. с;д = с ;д(а2 , со, е, б 0 )>0 . (2.8) 
В [6] показано, что при Ы -*• °° справедливы асимптотические пред
ставления 

т _ т ф ) = ^ + 1 / а ^ ) ( 1 + 0 ( Ы - 2 ) ) , 

T - T ^ ) = (T + v Q 2 ) ( l + 0 ( Q - 2 ) ) , / = 2 , 3 , 4 , (2.9) 
нумерация корней в (2.6) и (2.9) не обязательно совпадает. Пользуясь 
(2.9) при Re у > —е, е < l/4a2v; \s\> M> О, М>0 достаточно вели
ко, устанавливаем оценку 

| ^ ( 7 , s ) | = |^(Y, s ) | > £ i ( l 4 4 Y | a ) 1 / a ( l + M 2 + | s | 4 ) 8 3 
из которой с учетом (2.8) получаем (2.3). Лемма доказана. 

Лемма 2.2. Пусть ч<^С и s e R3 удовлетворяют условию (2.1) или 
(2.2) и справедливы оценки,многочлена d(f, s', S3): 

Ы(ч, *', s3) I < о ( 1 + 1т1)'(1+ Ifl + ls '2)T, (2-10) 

—fd{y, s', sd) 
8s3 

< Cl (1 + | 7|)« (1 + I 7 I + I s \2Y-ll*. (2.Ц) 

Тогда при Z=<0, 1, 2, . . . выполняются оценки 

dl d(y, S'I О 4*2 
в^ *(?,« ' , e8)^ (?, «',-*„) ^ (l + |7 |2-9(l + | 7 | + | S | 2 ) 6 - r + ' / 2 ' ( 2 ' 2 ) 

где постоянные с^2 > 0 не зависят от f, s', S3. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью индукции по к легко устанавли

вается равенство 
9k _^'(ss)_ V ^(pi) (,з) <?(h) ^ .., (̂Pfc+i) (^) 

os3 \ з; p i + . . .+p f t + 1=ft+i -^ (s
3) 

где Ург p f e + 1 ^ 0— постоянные. Отсюда и из (2.3) следует оценка 
(2.12). Лемма доказана. 

Введем в рассмотрение матрицы В{к\ к =< 0, 1, 2, и 5 с элементами 
B^|(f,-a;',a;,) = 5 '7 i*^" r i* id (V,s ' , s 8 ) ] , K / < 4 , 1 < Z < 3 , (2.13) 
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Bj,l(t,x',xa)^^t3r7ixlbj,i(y,s',s^], 1 < / < 4 , 1 < Z < 3 , (2.14) 
где 

bW(v S' s ) д)Л 4*lfo'W (2 1 5 ч 
°,,iW *,sa)- ort) 5» (т, *', О ^ (Т, *'. — *3) ' 

да3'1 d- , (у, s', s„\ 
&*У.1 ^ (Т. «', *8) 9 (У, *', ~s3) ' ^ - 1 и ' 

причем числа а^г и о,-,; определены во введении (см. (14)), полиномы 
df\ и djj построены в § 1 (см. (1.8)). 

Следствие 2.1. Функции Щ^ и Ь,л являются аналитическими функ
циями Y при Y е П <= С, s' f^Q<=R2, 1 < / «£ 4, 1 =sg Z < 3, Л = 0, 1, 2, 3, 
м справедливы оценки 

f ( f l ^ i | * 8 f * ' < C 2 , i ( l + |Yir2, \ i = ^2,i(a2, co,v, e, S 0 )>0 (2.17) 
Q 1в± j 

{здесь для краткости записи обозначено bf} =bjj), если выполнено одно-
из условий: 

1) П = й а ( — s , бо), 0 < So < со/2; е = е (б 0 )>0 достаточно мало; 
Q = R2; 

2) n = {flRe ? > - « } ; Q = is' I \s'\ > б0>: б 0 > 0 ; s = e(6o)>0 до
статочно мало. 

Аналитичность Щ>г и Ь}л в указанных областях очевидна (см. дока
зательство леммы 2.1). Оценки (2.17) устанавливаются с использованием 
явного вида полиномов d)tt и du, оценок (2.10) — (2.12). 

Лемма 2.3. Пусть РГ(£, ж') ^-^о,о,(-80),е0>о; Т — кусочно-гладкая 
кривая длины 1 П < ° ° , r c f l ^ - g , бо) при любом бо: 0<6о'<со/2 и 
е е ( 0 , ео), 8='б(бо), выбранном в лемме 2.1. Тогда при 1 ̂  / =̂  4, 1 ^ 
< I г£ 3, к = 0, 1, 2, 3 выполняются оценки 

J9~7*x[b?}w(y,s')}dy 
г 

С2,3 

1S(T+W< < W '> >"' ' - - ' ' <2Л8> 
Z*; (у, s') = Tx,^St^ [W (i, ж')]; c2,3 = c2,3 (а2, со, v, б0, s0, е, | Г |) > 

> 0 , Ъ$ = Ъ},1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно вытемает из неравенств (2.17), 

неравенства Коши и оценки в стандартной норме пространства L2 (i?x X 
х#2) 

1 

1»(у,!?)\г&Чу\* < - - ^ ^ | | W ( Z , х')еео*\. (2.19) J J , - v . . -,, > - е _8 
г н2 ' 

С помощью (2.17) аналогично доказываются следующие леммы. 
Лемма 2.4. Пусть функция W(t, х) такова, что W (t, x')e 

€= ^ ; I 0 I ( _ 8 O ) , E O > 0 ; w(у, s') = 0 при Rey> — е, | s' | < S (w(у, s') = 
= '8rx,^s,3?t^y [W]), где б > 0 любое, г = г (б) е= (0, е0) выбрано в лемме 2.1; 
Г <= {у I Re у >•—е}— кусочно-гладкая кривая длины |Г1<°°. Тогда вы
полнены оценки (2.18) с постоянной Сг,4 = C2,<i(a2, vr, v, б, «о — Е, | Г | ) > 0 . 

Лемма 2.5. Пусть при некотором 8о > 0 J f ( f , i ' ) e 5 H , ( _ S ( j , отре
зов Г принадлежит множеству {ylRe f = а) П йш(—е, бо) ири любом бо: 
0 < б 0 < ©/2 и е = 8(60)'ез(0, е0), выбранном в лемме 2.1. Тогда при 
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[> <(7^««и'»».м-..)' <2-20> 
1 sg / s£ 4, 1 < I s£ 3, k =• 0, 1, 2, 3 справедливы оценки 

&-7-lx[b(ftw(y,s')]dy 
г 

C2,5 = c2,5 (a2, to, v, 8, S0); bfj = bjtl. 
Лемма 2.6. Пусть функция W(t, x) удовлетворяет условиям лем

мы 2.4, Г — отрезок прямой Re j = о, о > —8, 0 < « < 8о. Тогда оценки 
(2.20) справедливы. 

Из лемм 2.3 и 2.5 вытекает 
Следствие 2.2. При выполнении условий леммы 2.3 функции 

&~7-tx [bfj (у, s)w(y,s)], 1 sc / < 4, 1 sg Z ^ 3, 0 < /с < 3, абсолютно интег
рируемы на кусочно-гладкой кривой Гш(—е, бо), ограничивающей об
ласть Qa(—е, бо). 

§ 3. Доказательство принципа локализации 

Оценки, полученные в § 2, псгаволяют выделить главные в смысле 
асимптотических свойств при t ->• °° части элементов сверток D' * W и 
D*U (см. (1.16), (1.19)). 

<9 т а ' 

Лемма 3.1. Пусть —z-^i е #0,о,(-е \, Z = 1, 2, 3, w = 0, 1, / = 1, 2 
R/Щ некотором 8о > 0. Тогда функции &~7-ix [bj}(y, s)wt(y, s')\ абсолютно 
интегрируемы по |еГш(—е^бо); бо: 0 < бо < со/2 при е: 0 < 8 < 8 о , 
где 8о — достаточно малое число, и существуют свертки 

D?} *Wl = ± ( - Ц , Г ° $ j # Т 4 [ $ ] (7, *) Щ (7, *')] evi dv, (3.1) 
re(-e.e0) 

ги(-8 ,бо ) 

x[6^(T,s)i»i(Y,s')]ev4Y. й = 1,2. (3.2) 
Функции bj} определены в (2.15), (2.16), числа G$} — в (14), 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ограничимся рассмотрением представления 
(3.1). Из (2.13) в силу абсолютной интегрируемости функций 
bf}(y, s)wi(y, s') по любой прямой Re"f=='0, о>бо (см. лемму 2.5) сле
дует, что справедливо представление 

D№ *Wi = ш ( - i x ^ J ^ ^ № { ъ s) Wl {ъ s'rteyi dy- (3-3) 
~Rey=a 

Функция bj°|(7, s) аналитична в йи(—е, бо) (см. следствие 2.1), а функ
ция Z0I(Y, S') — при Re j >—8о (см. замечание 2), поэтому в (3.3) воз
можен переход'к интегрированию по у&Ги(—е, бо) с помощью стан
дартных рассуждений. 

Из (3.3) с усчетом следствия 2.2 вытекает (3.1). Лемма доказана. 
Теорема 3.1. В условиях леммы 3.1 справедливы представления 

Df} * Wt = ± ( - ixs)-°(& j J 3-^MhwvA &dy + O (e-*t)\; (3.4) 

Dm. 

(T'(-e,bl 

1Г'(-Е,б0) 
Afe 

Х[ьТ}щщ]еУЧу + 0(е"*)\, k = l, 2; (3.5) 
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контур Г'(—8, бо) и срезающая функция •na(s') определены во введении 
{см. (10)); оценка 0(e~Bt) равномерна по (х',х3)^В%. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . С помощью разбиения единицы 1 = 
=•(1 — г)б(s'))+ Tie(s'), s ' e i ? 2 i представим интеграл в (3.1) в виде сум
мы двух интегралов. При достаточно малом 8 = е(б)> 0 леммы 2.4 и 2.6 
влекут оценку первого из них: 

j ^Tix [ 6 ^ ( 1 - t i e ) u>,]eT«dv 
г <о( -Е .б 0 ) 

(jf^75«^>«.».(-^)^. О-в) 

полученную в силу возможности перехода к интегрированию по контуру 
Re Y = —е. В оставшемся интеграле проведем разбиение Гм(—е, бо) = 
= Г'(—8, бо)11Г"(—8, бо), где Г" = Г в \ Г ' . С помощью лемм 2.3 и 2.5 
находим 

f ^Ti*[.^%«'i].eT'dv 
1*(-е,в0) 

< 4 i ( l + e2)-1 / 2«^»0 ,o, (-Eo)' 
-tt (3.7) 

Из (3.6) и (3.7) следует (3.4). Представление (3.5) выводится так же. 
Лемма доказана. 

Аналогичные (3.4), (3.6) представления элементов свертки D * U 
могут быть установлены на основе доказательства аналитичности но у 
компонент вектора и (у, s) = S't^SFx'^s' [U (t, x')]. 

Отметим, что в силу последнего уравнения системы (5) и условий 
(6) справедливо равенство 

из (?> s') = vis1w1 (у, s') + vis2w2 (у, s').+ (cx2yv + 1) p {y, s', ss) \x^0. (3.8) 

Лемма 3.2. Если Wt e H'0tQ^-sy 1—1,2, 3, при некотором е0 > 0, то 
при любом бо: 0 < бо:< со/2 и достаточно малом е: 0 < е < ео компонен
ты вектора U(Y, S') при почти всех s' e R2 являются аналитическими 
функциями в области Qa(—е, бо). При этих значениях параметров спра
ведлива оценка 

3 3 

2 | Щ (V, в') |2 < с3,2 2 (1 + | Т I + I * |2)3/21 Щ {Ъ О I2, (3-9) 
1=1 1=1 

где сз,2 = сз,2(а2, со, v, e, б0):> 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о существенно опирается на теорему о разре

шимости задачи для уравнения 

A(y,isvis2,^-y V 
Р 1 

i (3.10) 

с условиями (6), (7) и на ее следствия, установленные в работе авто
ров [13]. Приведем их без доказательства. 

О п р е д е л е н и е 3.1. Функция и(жз) принадлежит пространству 
- ^ £ l a (-#*)> k = 0, 1, ..., m, и конечна норма Н+, те>0 целое, если . 

1/2 

(3.11) 
l f t=0 о I 3 1 

Теорема 3.2 [13, теорема i ] . Пусть у е С , s'^R2 удовлетворяют 
одному из условий 

a) ] e f i » H , бо), s'^R2\ б) R e f > - 8 , U ' l>6 , (3.12) 
где е > 0 достаточно мало; 6o s (0 , со/2), б > 0. Тогда для любых fj= 
G J C J ^ ) , J E S + существует единственное решение {v, p},\^H+, 
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р<= Н\, задачи (3.10), (6 ) , (7) и справедлива оценка 

2 (1 + м + к i2)2-* ЙГ + 2 <4 + м2 ' + к и1"" 
Й = 0 dxl k=o 

dhp 

дх* 

с3,2 iff + 2 (i + Is' 12Н|й-Г + 2 (4 +1 YI + к I2)3/2K-I2 

fe=o II хз II j=i 
, (3.13) 

где 11 -\\ —норма в L 2 ( i ? ^ ) , c.3,2 = сз^Са2, со, v, 60, б, e ) > 0 . 
Из этой теоремы и известной теоремы «о следах» (см., например, 

[15] ) , вытекает 
Следствие 3.1. В условиях теоремы 3.2 для любого решения {v, p 

v e Я+, р&Н\, задачи (3.10), (6), (7) справедлива оценка 

V 
3=1 

9v; 

дх„ х = 0 
+ | Р к = о | 2 < с3,1 i*r+ 2 ( l + is'ia)i-h! 

fe=o to* + 

+ i ( l + |Y| + K|2)3/2KI'2l 
i=i J 

(3.14) 

где c3,i = с3д (а2, со, v, fi0, 6, e) > 0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3.2. Из (13) и (3.8) следует, что для 

доказательства утверждения леммы достаточно установить аналитич-
, 7 = 1,2 , и р \х =0 . Наряду с задачей (5) —(7) рассмотрим ность дх„ 

задачу 

А[у, iSlis.2, ± v 
LP. а?р 

(3.15) 

Vj U3=o = wh / = 1 , 2 , 3 , 

l im Vj = 0, 7 = 1, 2, 3, l im p = 0, 

(3.16) 

(3.17) 

полученную из (5) — (7) формальным дифференцированием по if 
dw, 

(в (3.16) обозначено: Wj = -—> / = 1, 2, 3). В силу теоремы 3.2 решение 

• v e ^ V 7? е # + задачи (3.15) — (3.17) существует и единственно при 
i e Q , ( - 6 , бо), s'e=R2. Фиксируем ч е й , ( - е , б0) и выбираем Af на
столько малым, что ^ + Дт е ^ « ( — е . So). Из (5) — ( 7 ) , (3.15) —(3.17) 
(обозначим AV = V('K + A4, s)—\(i, s)— аналогично Ар, Aw) , следует 

^{у, isv isv-^j 

_ A v 
Д7 

Ay 

— V 

~P 

Av 
a2ApJ* 

V Д7 
Aw-

•^U = ¥ - W i ' / = 1.2,3; 

l i m ( ^ - ^ ) = 0 , 7 = 1,2,3, l i m ( ^ - p ) = 0. 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 
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Применяя к решению задачи (3.18) —(3.20) оценку (3.14), находим 
2 

2 
3=1 

д (&v 
дх& \Ау 

+ 2(1 + к12)̂  
k=Q 

Ж 3 =0 

dkAp 

I аХ3 

+ 
Др 
Ay < с 3 |Av||2 + 

+ 2( i + M + UT) 3/2 

J = l 

Ди>?-

Ду • Wi S ] . (3-21) 

Оценка (3.13) относительно {Av, А/)} дает неравенство 

lAvf + ^ i + K i 2 ) 1 o\i-fe 5f tAp 

ft=o d < 
< 3,2 

3 

AVP!|v(7 + AT)fl2 +• 

fc=0 i = i 
(3.22) 

Неравенство (3.13), примененное к задаче (5) — (7), записанной в точке 
Y + A if, позволяет иметь оценку 

< 
k=0 

<с*,* 2 (1 +. | 7 + АТ | + [ s' |2)3/21 w} (у + AY) I 
J = I 

(3.23) 

Функции WJ(Y, S ' ) , / = 1, 2, 3, являются аналитическими функция
ми у в полуплоскости Re у > —ео и удовлетворяют оценке 

| Wi (у, s') | < (2я / / 2 (8 - е0)) || Р7,- (f, к') / » ' ||, (3.24) 

полученной с помощью равенства Парсеваля и неравенства Коши. Сле
довательно, \WJ\ равномерно по ч ограничены в области Re у > — 6. 

/ Ди?-
В силу аналитичности H7J(Y, S ) отношения -г— равномерно ограничены 

Aw-
Ay 

при |А^1 ->- 0, а Н т I—-f — wt ) = 0, / = 1, 2, 3. Таким образом, из 
1Дт|-*<Л &< I 

(3.21) — (3.23) вытекает, что при почти всех s'е R2 существуют про
изводные 

я2 
dVi 

ду дх0 
7 - 1 2 ??-

Оценка (3.9) получается из теоремы 3.2 и следствия 3.1. Лемма 
доказана. 

Аналогично доказывается 
Лемма 3.3. Пусть при некотором so > 0 будет Wi e #0>0i(_s), I = 1, 2,3. 

Тогда при любом б > 0, достаточно малом s: 0 < е < 8о, почти всех 
s ' e i l j , | s ' | > 6 компоненты вектора u(y, s') являются аналитическими 
функциями Y в полуплоскости Re у > — Е Ы. имеет место оценка (3.9). 

Доказательство следующей леммы повторяет доказательство леммы 
3.1 и основано на втором из представлений (1.8) и леммах 2.2, 2.3, 2.5, 
3.2, 3.3. 

Лемма 3.4. Пусть при некотором Бо>0 имеем Wi*= #з/4;з/2;(-в0)». 
Z = l , 2, 3. Тогда гс^и. ж 3 >0 существуют свертки D^t, х', хз)* Ui(t, x'\ 
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и справедливы представления 

D^1 *Ul = 4a ( - « s f " ' ' ' J ^ Vu (Т. s) ui (Y. s')] ev'dY. (3.25) 
r»(-e.e0) 

Интеграл в правой части (3.25) абсолютно сходится. 
Повторяя рассуждения теоремы 3.1 (с использованием лемм 2.5, 

2.6, 3.4), мы можем установить следующее утверждение. 
Теорема 3.3. В условиях леммы 3.4 справедливы представления 

1г'(-е,в0) 

оценка 0(e~et) равномерна по (х', х3) е й 3 • 
Сформулированное во введении утверждение теоремы 2 вытекает из 

теорем 3:1 и 3.3. 
Авторы глубоко благодарны профессору В. Н. Масленниковой за 

полезное обсуждение результатов. 

ЛИТЕРАТУРА 

1. Соболев С. Л. Об одной новой задаче математической физики // Изв. АН СССР. 
Сер. мат. 1954. Т. 18, № 1. С. 3—50. 

2. Масленникова В. Н. Математические исследования по гидродинамике вращаю
щейся жидкости / Тр. Всесоюз. конф. по уравнениям с частными производными. 
M.i Изд-во МГУ, 1978. С. 153—156. 

3. Г узь А. Н. О представлении решений линеаризованных уравнений Навье — Сток
са И Докл. АН СССР. 1980. Т. 253, № 4. С. 825—827. 

4. Масленникова В. Н. Асимптотика при J->oo решения задачи Коши для одной 
гиперболической системы, описывающей движение вращающейся жидкости // 
Дифференп. уравнения. 1972. Т. 8, № 1. С. 85—96. 

5. Масленникова В. Н. О скорости затухания вихря в вязкой жидкости // Тр. Мат. 
ин-та АН СССР им. В. А. Стеклова. 1973. Т. 126. С. 46—72. 

6. Глушко А. В. Асимптотика по времени решения задачи Коши для линеаризован
ной системы уравнений Навье — Стокса с нулевой правой частью // Теория ку-
батурных формул и приложения функционального анализа к задачам математи
ческой физики (Тр. семинара С. Л. Соболева). Новосибирск: Наука, 1981. № 1. 
С. 5—33. 

7. Глушко А. В. Асимптотика но времени решения задачи Коши для линеаризо
ванной системы уравнений Навье — Стокса // Докл. АН СССР. 1982. Т. 264, № 4. 
С. 800-804. 

8. Масленникова В. Н., Глушко А. В. Теоремы о локализации тауберового типа и 
скорость затухания решения системы гидродинамики вязкой сжимаемой жидко* 
сти И Тр. Мат. ин-та АН СССР им. В. А. Стеклова. 1988. Т. 181. С. 156—186. 

9. Петунии И. М. Об асимптотической оценке решения первой краевой задачи 
в полупространстве для движения вязкой вращающейся жидкости / Дифферен
циальные уравнения и функциональный анализ. М.: Изд-во УДН, 1983. С. 64— 
85. 

10. Рыбаков С. О. Принцип локализации в начально-краевой задаче для линейной 
системы уравнений Навье — Стокса // Уравнения неклассического типа. Новоси
бирск: Ин-т математики СО АН СССР, 1986. С. 131—134. 

11. Рыбаков С. О. Об одном асимптотическом представлении решения первой крае
вой задачи для уравнений гидродинамики в полупространстве // Методы функ
ционального анализа в математической физике. М.: Изд-во УДН, 1987. С. 131— 
160. 

12. Агранович М. С, Вишик М. И\ Эллиптические задачи с параметром и: параболиче
ские задачи общего вида Ц Успехи мат. наук. 1964. Т. 19, № 3. С. 53—161. 

13. Глушко А. В., Рыбаков С. О. О задаче Дирихле в полупространстве для системы 
уравнений движения вязкой сжимаемой вращающейся жидкости Ц Краевые за
дачи для уравнений с частными производными. Новосибирск: ИМ СО АН СССР, 
1990. № 1. С. 35—55. 

14. Владимиров В. С. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1981. 
15. Эскин Г. И. Краевые задачи для эллиптических псевдодифференциальных урав

нений. М.: Наука, 1973. 

г. Воронеж Статья поступила 
13 июня 1990 г. 


