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О ТОЧНЫХ РЕШЕНИЯХ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ О ДВИЖЕНИИ
ТЕПЛОВОЙ ВОЛНЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ

ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

А.Л. КАЗАКОВ

Abstract. The paper deals with a nonlinear second order parabolic
PDE, which is usually called “the nonlinear heat equation”. We construct
and study a particular class of solutions having the form of a heat wave
that propagates on a cold (zero) background with finite velocity. The
equation degenerates on the front of a heat wave and its order decreases.
This fact complicates the study. We prove a new existence and uniqueness
theorem for a boundary-value problem with a given heat-wave front in
the class of analytical functions. Also, we are looking for exact heat-
wave type solutions. The construction of these solutions is reduced to
integration of the nonlinear second order ODE with singularity.

Keywords: partial differential equations, nonlinear parabolic heat equation,
existence and uniqueness theorem, exact solution.

1. Введение

В данной статье рассматриваются вопросы нахождения решений нелиней-
ного параболического уравнения теплопроводности с источником [1],

(1) Ut = ∆Ψ1(U) + Ψ2(U),

где ∆ — лапласиан по пространственным переменным. Иногда (1) называют
“generalized porous medium equation”. Уравнение (1) при условии достаточной
гладкости и монотонности функции K(U) = Ψ′

1(U) можно после замены u =
K(U) путем тривиальных преобразований привести к виду

(2) ut = u∆u+ F (u)(∇u)2 +Φ(u).

Kazakov, A.L., On exact solutions to a heat wave propagation boundary-value
problem for a nonlinear heat equation.
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Здесь F (u) = uϕ′′(u)/ϕ′(u) + 1, Φ(u) = Ψ2(ϕ(u))/ϕ
′(u), K(ϕ(u)) = u, т.е. ϕ(u) —

обратная к K(U) функция.
Функцию K(U) иногда называют коэффициентом теплопроводности. Наи-

более часто в литературе [2] встречаются случаи степенной K(U) = Uσ, ло-
гарифмической K(U) = σ ln(U + 1) и показательной K(U) = σ[exp(U) − 1]
зависимостей [3, 4]. В первом случае F (u) = 1/σ, во втором — F (u) = u/σ + 1,
в третьем — F (u) = σ/(u+ σ).

Уравнение (2) в случае, когда функции Ψ1 и Ψ2 удовлетворяют равенству
Ψ′

1(0) = Ψ2(0) = 0, обладает набором интересных свойств, в числе которых
конечная скорость распространения возмущений по абсолютно холодному (ну-
левому) фону. Такого рода решения иногда в литературе называют "тепловым
волнами" [1]. С математической точки зрения тепловая волна представляет
собой совокупность двух решений (2), одно из которых является тривиальным
u ≡ 0, а второе — неотрицательным u ≥ 0, непрерывно состыкованных меж-
ду собой вдоль некоторой гиперповерхности (в случае одной пространственной
переменной последняя становится линией), именуемой фронтом тепловой вол-
ны. Отметим важное обстоятельство: на фронте тепловой волны, как легко ви-
деть, зануляется коэффициент перед старшими производными, что приводит к
вырождению типа уравнения. Именно это, по-видимому, является математиче-
ской причиной появления решений со столь нетипичными для параболических
уравнений свойствами.

Ранее [5] нами был рассмотрен частный случай уравнения (1) со степен-
ной функцией K(U) и нулевой функцией Ψ2(U), т.е. без источника. Настоящая
работа является прямым продолжением указанной статьи. Доказана новая тео-
рема существования и единственности решений задачи о движении тепловой
волны с заданным фронтом в классе аналитических функций с построением
решения в виде характеристического ряда [6]. В этой части работа развивает
идеи и результаты научной школы А.Ф. Сидорова [7, 8], включая результаты
авторов [9]. Также с использованием метода Кларксона —Крускалла [4, 10] най-
дены новые точные [11] решения рассматриваемого уравнения, имеющие вид
тепловых волн, построение которых сводится к интегрированию обыкновенных
дифференциальных уравнений второго порядка, наследующих особенность у
исходной задачи [12].

2. Постановка задачи

Уравнение (2) в пространственно-симметричных случаях принимает вид

(3) ut = u

(
uρρ +

νuρ

ρ

)
+ F (u)u2

ρ +Φ(u).

Здесь ρ = (
∑ν+1

i=1 x2
i )

1/2 – пространственная переменная, t — время; u(t, ρ) —
искомая функция; F (0) ̸= 0, Φ(0) = 0; константа ν принимает значения 0,1,2 в
случаях плоской, осевой и сферической симметрии соответственно. C формаль-
ной математической точки зрения можно рассматривать произвольные ν ∈ R,
однако физический смысл уравнения в этом случае неочевиден.

Для уравнения (3) рассмотрим задачу построения неотрицательных реше-
ний, имеющих тип тепловой волны, распространяющейся по абсолютно холод-
ному фону с конечной скоростью, которые удовлетворяют условию

(4) u|ρ=a(t) = 0,
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где a(t) > 0 — достаточно гладкая функция. Линию ρ = a(t) называют фронтом
тепловой волны, на ней последняя стыкуется с тривиальным решением u ≡ 0,
при этом искомая функция, как можно легко убедиться, непрерывна (в отличие
от ее производных, которые на фронте тепловой волны, как правило, терпят
разрыв).

Далее в разделе 3 формулируется и доказывается теорема существования и
единственности решения задачи (3), (4) в классе аналитических функций. Под
аналитической здесь и далее понимается функция действительной переменной,
которая совпадает в некоторой области со своим тейлоровским разложением.
Затем в разделах 4 и 5 ищутся специальные точные решения задачи (3), (4),
построение которых сводится к интегрированию ОДУ второго порядка с вы-
рождением.

3. Теорема существования

Теорема 1. Пусть функции F (u), Φ(u), a(t) являются аналитическими в
окрестности нуля, F (0) > 0, Φ(0) = 0, a(0) > 0, a′(0) ̸= 0. Тогда задача (3),
(4) имеет в некоторой окрестности т. t = 0, ρ = a(0) два аналитических
решения, одно их которых – тривиальное, а второе – нетривиальное.

Доказательство. Процедура доказательства теоремы 1 является стандартной
для научной школы А.Ф. Сидорова [7, 13], поэтому излагается относительно
кратко, без некоторых технических деталей. Доказательство состоит из двух
этапов. Не первом строится решение в виде специального [8] (характеристи-
ческого) ряда по степеням переменной x − a(t) с рекуррентно вычисляемыми
коэффициентами. На втором — сходимость построенного ряда доказывается
методом мажорант. Выполним этапы последовательно.

1. Вначале сделаем в задаче (3), (4) замену независимых переменных

z = ρ− a(t), t′ = t,

после которой перепишем задачу в виде

(5) ut − a′(t)uz = u

(
uzz +

νuz

z + a(t)

)
+ F (u)u2

z +Φ(u), u|z=0.

Здесь и далее штрих у переменной t′ для удобства написания опущен.
Решение задачи (5) будем строить в виде ряда

(6) u =
∞∑
k=0

uk(t)z
k

k!
, uk(t) =

∂ku

∂zk

∣∣∣∣
z=0

,

коэффициенты которого определяются по следующей рекуррентной процеду-
ре: из начального условия (5) имеем, что u0 ≡ 0. Для нахождения u1 положим
z = u = 0 в обеих частях уравнения (5). Получим алгебраическое уравнение
второй степени

−a′(t)u1 = F (0)u2
1,

которое имеет два корня: u1 ≡ 0 и u1 = −a′(t)/F0. Первый из них соответству-
ет тривиальному решению: можно без труда убедиться, что в этом случае все
прочие коэффициенты ряда (6) будут также равны нулю; далее он не рассмат-
ривается. Второму соответствует нетривиальное решение, построение которого
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продолжим. Для нахождения u2 продифференцируем уравнение (5) по z и по-
ложим z = u = 0. После приведения подобных и разрешения относительно
искомой величины получим соотношение

u2 =
1

1 + F (0)

(
a′′

a′
+

νa′

F (0)a
− F ′(0)(a′)2

F 2(0)
− Φ′(0)

)
.

Для удобства дальнейших выкладок запишем уравнение (5) в виде
(7)
rut−a′ruz+aut−a′auz = ruuzz+auuzz+νuuz+rF (u)u2

z+aFu2
z+rF (u)+aF (u).

Пусть найдены коэффициенты ряда (5) до n-го включительно.
Введем обозначения

Fk(t) =
dkF (u)

dzk

∣∣∣∣
u=z=0

, Φk(t) =
dkΦ(u)

dzk

∣∣∣∣
u=z=0

, k = 0, 1, . . . , n, . . . .

Здесь F (u),Φ(u) дифференцируются как сложные функции, u = u(t, z). Можно
видеть, что

F0 = F (0),Φ0 = Φ(0), F1 = −a′(t)

F0
F ′(0),Φ1 = −a′(t)

F0
Φ′(0),

и так далее. Явные выражения для Fk,Φk в общем случае являются громозд-
кими и здесь не приводятся.

Для того, чтобы найти un+1, продифференцируем уравнение (7) n раз по z
и положим z = u = 0. Получим следующее равенство:

nu′
n−1 − a′nun + au′

n − a′aun+1 =

= n
n−1∑
k=0

Ck
n−1ukun−k+1 + a

n∑
k=0

Ck
nukun−k+2 + ν

n∑
k=0

Ck
nukun−k+1+

+n
n−1∑
k=0

Ck
n−1

(
k∑

i=0

Ci
kui+1uk−i+1

)
Fn−k−1 + a

n∑
k=0

Ck
n

(
k∑

i=0

Ci
kui+1uk−i+1

)
Fn−k+

+nΦn−1 + aΦn.

Выразим из последнего равенства коэффициент

un+1 =
F0

aa′(F0 + n)

[
nu′

n−1 − a′nun + au′
n + n

n−1∑
k=1

Ck
n−1ukun−k+1+

+a

n∑
k=2

Ck
nukun−k+2+ν

n∑
k=1

Ck
nukun−k+1+n

n−1∑
k=0

Ck
n−1

(
k∑

i=0

Ci
kui+1uk−i+1

)
Fn−k−1+

+a
n∑

k=1

Ck
n

(
k∑

i=0

Ci
kui+1uk−i+1

)
Fn−k + nΦn−1 + aΦn

]
.

В правой части последнего выражение присутствуют uk при k ≤ n.
Таким образом, установлено, что решение задачи (3), (4) может быть запи-

сано в виде ряда (6) с рекуррентно вычисляемыми коэффициентами, которые,
начиная со второго, определяются однозначно. Тем самым, первый этап дока-
зательства завершен.
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2. Доказательство сходимости (6) проводится классическим методом мажо-
рант с использованием теоремы Коши-Ковалевской [6, 14]. Для удобства по-
строения мажоранты введем новую искомую функцию V с использованием
построенного выше разложения u в ряд Тейлора (6)

(8) u(t, z) = u0(t) + zu1(t) + z2V (t, z) = −µ0a
′(t)z + z2V (t, z),

где µ0 = 1/F0. Учитывая равенства F (0) = F0 ̸= 0,Φ(0) = 0 и аналитичность
функций F (u),Φ(u), можем представить последние в виде

(9) F (u) = F0 + uF∗(u), Φ(u) = uΦ∗(u),

где F∗(u),Φ∗(u) — аналитические в окрестности u = 0 функция. После подста-
новки (8) и (9) в уравнение (5) имеем, что

(z + a)
[
−µ0a

′′z + z2Vt − a′(−µ0a
′ + 2zV + z2Vz)

]
=

= (z+a)(−µ0a
′z+z2V )(2V +4zVz+z2Vzz)+ν(−µ0a

′+2zV +z2Vz)(−µ0a
′z+z2V )+

+(z + a)
[
F0 + (−µ0a

′z + z2V )F ∗(t, z, V )
]
(−µ0a

′ + 2zV + z2Vz)
2+

(10) +(z + a)(−µ0a
′z + z2V )Φ∗(t, z, V ),

где F ∗(t, z, V ),Φ∗(t, z, V ) получаются из F∗(u),Φ∗(u) после замены (8). После
приведения подобных и деления на zµ0a(a

′)2 уравнение (10) примет вид

(11) 2(1 + µ0)V + (1 + 4µ0)zVz + µ0z
2Vzz = g0 + zg1 + z2g2 + z3g3.

Явные выражения для функций gi, i = 0, . . . , 3 не приводятся, поскольку яв-
ляются громоздкими и не имеют принципиального значения для последующих
рассуждений. Достаточно указать, что это аналитические функции своих пе-
ременных, а также, что

g0 = g0(t, z), g1 = g1(t, V, Vt), g2 = g2(t, V, Vt, Vz), g3 = g3(t, z, V, Vt, Vz, Vzz).

Если уравнение (11) имеет в окрестности z = 0 аналитическое решение (лю-
бое), то отсюда следует аналитическая разрешимость исходной задачи, т.е. схо-
димость ряда (6). Докажем, что такое решение существует и, более того, оно
единственное (факт довольно любопытный, поскольку для (11) при z = 0 не
заданы условия Коши).

Сначала построим решение (11) в виде ряда Тейлора по степеням z

(12) V (t, z) =
∞∑

n=0

Vn(t)
zn

n!
, Vn(t) =

∂nV

∂zn

∣∣∣∣
z=0

.

Пусть gi,n = (∂ngi/∂z
n)|z=0, i = 0, . . . 3. Тогда, последовательно дифференци-

руя (11) по z и полагая z = 0, получаем для коэффициентов Vn(t) следующие
выражения:

V0(t) =
g0,0

2(1 + µ0)
, V1(t) =

g0,1 + g1,0
3(1 + 2µ0)

, V2(t) =
g0,2 + 2g1,1 + 2g2,0

4(1 + 3µ0)
,

(13) · · ·

Vn(t) =
g0,n + ng1,n−1 + n(n− 1)g2,n−2 + n(n− 1)(n− 2)g3,n−3

2(1 + µ0) + (1 + 4µ0)n+ µ0n(n− 1)
, . . . ,

в которых в выражении для V0 правая часть известна и однозначно опреде-
лена, а во всех прочих — правые части зависят от величин, определенных на
предыдущем шаге. Иначе говоря, это рекуррентные соотношения с ненулевыми
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(в силу F0 = 1/µ0 > 0) знаменателями, которые позволяют однозначно постро-
ить ряд (12). При этом, поскольку правые части в (13) являются конечны-
ми суммами аналитических функций, то они также являются аналитическими
функциями от t в некоторой окрестности t = 0.

В силу аналитичности функций Vk, k = 0, 1 . . . , и gi, i = 0, . . . , 3 для них
можно подобрать мажоранты

V0(t) ≪ W0(t), V1(t) ≪ W1(t), g1(t, V, Vt) ≪ H1(t,W,Wt),

g2(t, V, Vt, Vz) ≪ H2(t,W,Wt,Wz), g3(t, z, V, Vt, Vz, Vzz) ≪ H3(t, z,W,Wt,Wz,Wzz).

Покажем, что при выполнении указанных оценок, задача

(14) Wzz = F0

(
∂2H0

∂z2
+

∂H1

∂z
+H2 + zH3

)
, W (t, 0) = W0(t),Wz(t, 0) = W1(t)

является мажорантной для уравнения (11).
В самом деле, построим решение в виде ряда Тейлора по степеням z

(15) W (t, z) =
∞∑

n=0

Wn(t)
zn

n!
, Wn(t) =

∂nW

∂zn

∣∣∣∣
z=0

,

коэффициенты которого определим, последовательно дифференцируя уравне-
ние (14) по z и полагая z = 0. Получим следующие соотношения:

W2 = F0(H0,2 +H1,1 +H2,0), W3 = F0(H0,3 +H1,2 +H2,1 +H3,0), . . . ,

Wn = F0[H0,n +H1,n−1 +H2,n−2 + (n− 2)H3,n−3], . . . ,

где Hi,n = (∂nhi)/(∂z
n)|z=0, i = 0, . . . , 3.

При n ≥ 2 справедливы очевидные неравенства
1

µn
<

n

µn
≤ n(n− 1)

µn
<

n(n− 1)

µ0n(n− 1)
=

1

µ0
= F0,

где µn = 2(1 + µ0) + (1 + 4µ0)n + µ0n(n − 1). Из приведенных оценок, (13) и
(14) следует, что Vn(t) ≪ Wn(t) при n = 0, 1, 2, . . ., т.е. аналитическое решение
задачи (14) мажорирует решение (11), если ряд (14) сходится.

В вою очередь, сходимость (14) доказывается без большого труда: если про-
дифференцировать уравнение (14) по z и разрешить его относительно Wzzz, то
получается задача

Wzzz =
1

µ0 − z ∂H3

∂Wzz

(
∂3H0

∂z3
+

∂2H1

∂z2
+

∂H2

∂z
+H3 +

∂H3

∂z
+

∂H3

∂W
Wz +

∂H3

∂Wz
Wzz

)
,

W (t, 0) = W0(t), Wz(t, 0) = W1(t), Wzz(t, 0) = W2(t),

которая имеет тип Коши —Ковалевской, и по одноименной теореме [6, 14] имеет
единственное аналитическое решение, причем выбор правой части обеспечива-
ет мажорирование им нуля. Теорема доказана. �

Процедура построения решения задачи (3), (4), примененная в ходе доказа-
тельства теоремы 1, является довольно громоздкой, кроме того ряд (6) зача-
стую имеет малый радиус сходимости. По-видимому, именно в этом заключает-
ся причина того, что, как показала практика, отрезки ряда (6) плохо подходят
для верификации численных расчетов, которые выполняются нами с использо-
ванием авторской методики, основанной на применении граничноэлементного
подхода [15] (ее обсуждение выходит за рамки данной статьи, см. [16, 17]). Для
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преодоления указанной трудности используются специальные точные решения
задачи (3), (4).

4. Точные решения для случая степенной зависимости

Рассмотрим вначале уравнение (3) в случае степенной нелинейности, когда
F (u) = 1/σ. Пусть также Φ(u) = αuβ . В этом случае задача (3), (4) имеет вид

(16) ut = u

(
uρρ +

νuρ

ρ

)
+

u2
ρ

σ
+ αuβ , u|ρ=a(t) = 0.

Будем искать решения задачи (16) с помощью метода Клаксона —Крускалла [4,
10], т.е. в виде

(17) u = φ(t)v(z), z = ρ/a1(t) + a2(t), v(0) = 0.

Обычно указанный метод предполагает в правой части выражения для u нали-
чие слагаемого g(t, ρ), но, учитывая специфику задачи, удобнее сразу принять
g(t, ρ) ≡ 0. Можно убедиться, что в этом случае z = 0 ⇔ ρ = −a1(t)a2(t), т.е.
фронт тепловой волны (4) задается соотношением

(18) a(t) = −a1(t)a2(t),

Отметим важные частные случаи: когда a′1(t) ̸= 0, a′2(t) = 0, имеем обобщенно-
автомодельное решение; когда a′1(t) = 0, a′2(t) ̸= 0 — обобщенную бегущую вол-
ну; когда a′1(t) = a′2(t) = 0 — классическое разделение переменных [4], которое
дает стоящую тепловую волну [1].

Подставим выражение (17) в уравнение (16). После приведения подобных
слагаемых и умножения обеих частей на a21(t)/φ

2(t) получим следующее ра-
венство:

(19) vv′′+
1

σ
(v′)2+

ν

z − a2
vv′+α

a21φ
β

φ2
vβ+

a1(a
′
1z − a′1a2 − a1a

′
2)

φ
v′− a21φ

′

φ2
v = 0.

Лемма 1. Необходимыми условием обращения (19) в ОДУ относительно ис-
комой функции v(z) являются выполнение одного из следующих равенств:
а) a′2 = 0 при ν ̸= 0; б) либо a′1(t)a

′
2(t) = 0, либо a1a

′
2 + a′1a2 = ϵa′1, ϵ ∈ R

при ν = 0.

Доказательство. Очевидно, что необходимым и достаточным условием того,
чтобы (19) стало ОДУ, является превращение коэффициентов перед vv′, vβ , v′,
v в функции, зависящие только от z, либо в константы. Будем рассматривать
среди указанных только слагаемые, содержащие v′, поскольку в остальных пе-
ременная z отсутствует, а условия превращения соответствующих множителей
в константы будут рассмотрены особо.

Если ν ̸= 0, то необходимым и достаточным условием того, чтобы функция
ν/(z − a2) зависела только от z, является a2 = const, т.е. a′2 = 0. Это же усло-
вие обеспечивает возможность в коэффициенте перед v′ разделить z и t, т.е.
представить указанный коэффициент в виде произведения двух сомножителей,
каждый из которых зависит только от одной из переменных.

Если же ν = 0, то переменная z имеется только в коэффициенте перед v′.
Можно убедиться, что при выполнении условий пункта б) либо слагаемое, со-
держащее z, обращается в нуль, либо есть возможность разделить переменные
z и t. �
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Из приведенного доказательства следует, что в предположениях леммы 1
задача определения условий, при которых (19) становится ОДУ относительно
функции v(z), сводится к интегрированию системы ОДУ относительно функ-
ций a1(t), a2(t), φ(t), имеющей следующий вид:

(20)
a′3
φ

= α1,
a21φ

β

φ2
= α2,

a21φ
′

φ2
= α3,

где a3 = a2 при a′1 = 0, a3 = a21 при a′1 ̸= 0; αi = const, i = 1, 2, 3.
Система (20), очевидно, переопределенная, однако при некоторых условиях

становится совместной.

Лемма 2. Система (20) при выполнении условий леммы 1 имеет следующие
нетривиальные решения:
1) a1 = const ̸= 0, a2 = const, φ = const ̸= 0 (при любых ν и β);
2) a1 = const ̸= 0, a2 = const, φ = 1/(A1t+A2) (при любых ν, β = 2);
3) a1 = const ̸= 0, a2 = A3t+A4, φ = const ̸= 0 (при ν = 0, любых β);
4) a1 = const ̸= 0, a2 = ln(A5t+A6)

A7 , φ = 1/(A5t+A6) (при ν = 0, β = 2);
5) a1 = exp(B1t+B2), a2 = const, φ = exp(2B1t+ 2B2) (при любых ν, β = 1);
6) a1 = (B3t + B4)

ω, a2 = const, φ = (B3t + B4)
2ω−1 (при любых ν, ω =

(β − 2)/(2β − 2), β ̸= 1, 2);
7) a1 = exp(B5t+B6), a2 = C1 + C2 exp(−B5t−B6), φ = exp(2B5t+ 2B6) (при
ν = 0, β = 1);
8) a1 = (B7t+B8)

ω, a2 = C3 +C4(B7t+B8)
−ω, φ = (B7t+B8)

2ω−1 (при ν = 0,
ω = (β − 2)/(2β − 2), β ̸= 1, 2).
Для произвольных констант Ai, i = 1, . . . , 7; Bj , j = 1, . . . , 8; Ck, k = 1, . . . , 4
выполняются естественные ограничения.

Доказательство. Доказательство леммы проводится интегрированием систе-
мы (20) во всех восьми случаях. При этом функция φ(t), исходя из ее ма-
тематического смысла (см. (17)), определяется с точностью до постоянного
множителя. Доказательство носит технический характер, при этом оно доста-
точно громоздкое, поэтому здесь не приводится. При желании читатель может
проверить справедливость утверждения леммы 2 прямой подстановкой пред-
ставленных функций в систему. �
Лемма 3. При выполнении условий леммы 2 уравнение (20) имеет следующий
вид (нумерация пунктов сохраняется):
1) vv′′ + (v′)2/σ + νvv′/(z − a2) + b1v

β = 0, b1 = αa21φ
β−2;

2) vv′′ + (v′)2/σ + νvv′/(z − a2) + b2v
2 + b3v = 0, b2 = αa21, b3 = A1a

2
2;

3) vv′′ + (v′)2/σ + b4v
′ + b1v

β = 0, b4 = a1A3/φ;
4) vv′′ + (v′)2/σ + b5v

′ + b2v
2 + b6v = 0, b5 = a21A5A7, b6 = a1A5;

5) vv′′ + (v′)2/σ + νvv′/(z − a2) +B1(z − a2)v
′ + b7v = 0, b7 = α− 2B1;

6) vv′′+(v′)2/σ+νvv′/(z−a2)+b8(z−a2)v
′+αvβ+b9v = 0, b8 = B3(β−2)/(2β−2),

b9 = −B3/(β − 1);
7) vv′′ + (v′)2/σ +B5(z − a2)v

′ + b10v = 0, b10 = α− 2B5;
8) vv′′ + (v′)2/σ + b11(z − a2)v

′ + αvβ + b12v = 0, b11 = B7(β − 2)/(2β − 2),
b12 = −B7/(β − 1).

Доказательство. Лемма доказывается подстановкой выражений для a1, a2 и
φ в уравнение (20). При этом в случаях 5) и 7), а также 6) и 8) уравнения для
v при ν = 0 совпадают с точностью до обозначений. �
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Можно видеть, что при v = 0 в уравнении (20) обращается в нуль коэф-
фициент перед старшей производной. Поэтому соответствующее условие для
производной в точке z = 0 может иметь вид а) v′(0) = −σ или б) v′(0) = 0 —
во всех прочих случаях задача будет несовместной.

Таким образом, имеем задачу Коши, которую в общем виде можно предста-
вить, как

(21) vv′′+
1

σ
(v′)2+

ν

z − a2
vv′+γ1v

β+(γ2z+γ3)v
′+γ4v = 0, v(0) = 0, v′(0) = η,

где γi, i = 1, . . . , 4 — константы; η = −σ в случае а), η = 0 в случае б).
Из лемм 1-3 вытекает справедливость следующего утверждения, являюще-

гося основным в настоящем разделе:

Теорема 2. Пусть справедливо одно из условий леммы 1 и соответствую-
щая ему задача Коши (21) имеет достаточно гладкое (классическое) решение.
Тогда задача (16) имеет классическое решение вида (17), при этом фронт
тепловой волны задается равенством (18).

При натуральных β задача (21) в силу теоремы 1 имеет единственное нетри-
виальное аналитическое решение. Вопрос о разрешимости задачи (21) при неце-
лых β > 0 остается пока открытым.

В случае б) уравнение (21), очевидно, имеет тривиальное решение. Прове-
денное ранее исследование показывает [5], что по крайней мере при некоторых
значениях входных параметров существует также нетривиальное решение.

Отметим, что с точки зрения возможных приложений именно случай а) яв-
ляется наиболее интересным, поскольку отличие от нуля производной означает
ненулевой тепловой поток на фронте тепловой волны.

Интерпретируем полученные решения с точки зрения исходной постановки
задачи (16) (нумерация пунктов соответствует леммам 1 и 2). Можно убедить-
ся, что в случаях 7) и 8) z = (ρ + Ci)/a1(t) + Ci−1, i = 2, 4 и они могут быть
сведены соответственно к 5) и 6). Итак, получены следующие решения:

1) стационарная стоящая тепловая волна;
2) нестационарная (с обострением) стоящая тепловая волна;
3) бегущая волна (фронт тепловой волны имеет постоянную скорость);
4) обобщенная бегущая волна с логарифмическим фронтом;
5), 7) обобщенно-автомодельное решение с экспоненциальным фронтом;
6), 8) обобщенно-автомодельное решение со степенным фронтом.

5. Точные решения в общем случае

В общем случае, при произвольных достаточно гладких функциях F (u),
F (0) ̸= 0 и Φ(u),Φ(0) = 0, семейство точных решений задачи (3), (4) вида (17)
значительно беднее. В частности, можно видеть, что, если функция φ(t) отлич-
на от константы, то редукция к ОДУ становится, вообще говоря, невозможной.
Поэтому положим φ ≡ 1, т.е. будем искать точные решения в виде

(22) u = u(z), z = ρ/a1(t) + a2(t), u(0) = 0.

Поскольку дальнейшие рассуждения аналогичны предыдущему пункту, будем
кратки. Подстановка (22) в (3) приводит при a1 ̸= 0 к равенству

(23) uu′′ + F (u)(u′)2 +
ν

z − a2
uu′ + a21Φ(u) + a1(a

′
1z − a′1a2 − a1a

′
2)u

′ = 0,
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которое и будет объектом подробного рассмотрения.

Предложение 1. Уравнение (23) обращается при произвольных F (u), F (0) >
0 и Φ(u), Φ(0) = 0 в ОДУ относительно искомой функции u(z) только в
двух следующих случаях: а) a′1 = 0, a′2 = 0, что соответствует стоящей
стационарной тепловой волне; б) ν = 0, a′1 = 0, a2 = a2 = A3t + A4, что
соответствует бегущей волне, фронт которой имеет постоянную скорость.

Доказательство. Рассмотрим случаи последовательно. В случае а) можно без
труда убедиться, что все множители перед искомой функцией и ее производ-
ными от t не зависят, что и доказывает предложение. В случае б) третье слага-
емое в правой части (23) пропадает (при ν ̸= 0 пришлось бы требовать, чтобы
a2 = const, т.е. вернуться к уже рассмотренному случаю), а пятое — принима-
ет вид −a21a

′
2u

′. Можно видеть, что множитель перед u′ становится константой
тогда (и только тогда), когда a2(t) — линейная функция, что также доказывает
предложение.

Докажем обратное утверждение. В самом деле, если a1(t)
′ ̸= 0, то невозмож-

но избавиться от множителя a21(t), который имеется в четвертом слагаемом
правой части (23). Если же a1(t) = 0, то легко убедиться, что все возможные
случаи уже были рассмотрены ранее. �

В условиях предложения 1 уравнение (23) имеет вид

(24) uu′′ + F (u)(u′)2 +
ν

z − a2
uu′ + a21Φ(u)− a21a

′
2u

′ = 0.

Рассмотрим для него условия Коши

(25) u(0) = 0, u′(0) = −1/F (0).

Напомним, что первое из них является следствием условия на фронте тепловой
волны, а второе — обеспечивает совместность уравнения (24), которое при u = 0
вырождается.

Из теоремы 1 следует, что при условии аналитичности функций F (u), Φ(u) и
a(t) задача (24), (25) имеет в данном случае единственное аналитическое реше-
ние. В настоящее время остается открытым вопрос о разрешимости в случае,
когда требование аналитичности указанных функций не выполнено.

6. Заключение

Подводя итог данной работы, отметим, что для квазилинейного параболи-
ческого уравнения теплопроводности, зависящего от одной пространственной
переменной, при коэффициенте теплопроводности и источнике общего вида,
исследованы решения типа тепловой волны, распространяющейся по абсолют-
но холодному (нулевому) фону с конечной скоростью. Доказана новая теорема
существования и единственности указанных решений в классе аналитических
функций с построением последних в виде характеристических рядов с рекур-
рентно вычисляемыми коэффициентами.

Для случая степенной нелинейности (наиболее интересного с точки зрения
приложений и распространенного в научной литературе) получены новые клас-
сы точных решений, имеющих тип тепловой волны, построение которых про-
водится по методу Клаксона —Крускалла и сводится в конечном итоге к инте-
грированию ОДУ второго порядка с особенностью. Наконец, показано, что в
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общем случае метод Клаксона —Крускалла позволяет найти только известные
стационарные решения и простые бегущие волны.

Дальнейшие исследования по тематике статьи могут быть направлены на
качественный анализ ОДУ, к которым сводится построение решений исходного
уравнения с частными производными, для установления свойств последних.
Пример подобного анализа был приведен в работе [5]. Также представляется
уместным рассмотреть, помимо степенного, другие частые случаи зависимости
коэффициента теплопроводности и источника от искомой функции.

Автор признателен к.ф.-м.н. П.А. Кузнецову, при участии которого была
доказана теорема 1.
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