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К ТЕОРИИ ВЛОЖЕНИЯ АНИЗОТРОПНЫХ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА 

С. Н. К р у ж к о в, И. М. К о л о д и и 
. о 

Хорошо известно, что изотропные пространства Соболева Wp(£J) и W^(Q), Q cz 
a Rn = {x = (хх, . . ., хп)}, в случае 1 < / ) < и и локально липшицевой границы 8Q 
вкладываются в одно и то же пространство Lp*(Q), где р* = npl(n — р) (см. [1], [2]). 

о 
Рассмотрим анизотропное пространство W^(Q), р = (рх, . . ., рп), 1 < pt < -f оо, полу-

о 
ченное пополнением пространства C°°(Q) финитных бесконечно дифференцируемых в Q 
функций по норме || и ||°1}Р = || uXi \\Pi + . . . + \\ иХп | |Р п , | | . | |р = ll-llLp(Q)' и прост
ранство Wp(Q), полученное пополнением пространства C°°(Q) бесконечно дифференцируе
мых в Q функций по норме || и \\{ = \\ и \\\ + || и \\г (здесь и далее область Q предпо
лагается ограниченной). 

Естественным аналогом требования р <С п в случае анизотропных пространств 
является условие 

(1) i l/p i .= (i/pi) + - . . + (i/p„) > 1, - • • • 
которое будет предполагаться выполненным всюду в дальнейшем (при выполнении строго 
противоположного неравенства пространство WJ(Q) вкладывается в пространство непре
рывных по Гёльдеру функций; см. [3], теорема 3'). i 

0 • : • . . - . . 

Для пространства W^(Q) при выполнении условия (1) в работе [3] (лемма 1, с. 28) 
установлена теорема вложения в Lq(Q), 

(2) q= nl(\ l /p I - 1 ) 
(элементарное доказательство этой теоремы см., например, в [4], с. 308). Однако в этой же, 
работе утверждается, что пространство И\*(Й) вкладывается в то же самое Lq(Q). Как бу
дет показано ниже, это утверждение неверно. К сожалению, это ошибочное утверждение 
уже применялось [5] и даже развивалось в исследованиях последнего времени [6],; [7!], 

Для опровержения указанного утверждения проведем следующие рассуждения. 
Возьмем любую функцию и(х) 6 Wp(#<n )), 1 < р < и, К[п) — шар {х е Rn- I x | < 1} 
такую, что и(х) £ Ls(K{n^>) для некоторого s > 1 (например, и(х) =н | х | _ а , 0 < а < 
<: {nip) — 1). Пусть т — любое натуральное число. Рассмотрим теперь в шаре К[п+т) cz 
cz Rn+m = {(^, . . ., хп+т)} функцию и(х) как элемент пространства WUK[n+m}), где 
р = (р, . . ., р, + оо, . . ., +оо) . Если справедливо вложение Wl(K{n\m)) в Lq(K{n\m))y 

п т 
где q = (п + m)pl(n — р) определено по формуле (2), то в силу произвольности т заклю
чаем, что выбранная функция и(х), в частности, будет принадлежать пространству Ls(KiT{y), 
что противоречит наложенному на и(х) условию (отметим, что «бесконечные» компоненты 
вектора р можно заменить на достаточно большие числа). 

Из приведенных рассуждений, основанных на идее «выхода» в пространство боль
шей размерности, следует, что суть дела здесь в следующем: из предположения о справед
ливости обсуждаемого вложения анизотропного пространства W$ в Lq, где q определено 
по формуле (2), вытекает, что в изотропном случае может быть сколь угодно увеличена 
степень суммируемости р* в теореме вложения Wp в L *, а это, конечно, неверно. 

Таким образом, в анизотропном случае необходимо либо 1) уменьшить показатель 
суммируемости, либо 2) наложить дополнительные условия на вектор р, при которых все-
таки верно обсуждаемое вложение Wp(Q) в Lq(Q), где q = nl(\ l /p | —- 1). 

Совершенно очевидно, что в случае локально липшицевой границы dQ справедливо 
вложение W*(Q) cz La (Q), где qmin = nrl(n — г), г = min pt. Естественно здесь 

предполагать, что г << n, ибо в противном случае было бы вложение в любое Lq(Q) (если 
г = п) или в пространство Гёльдера Ca(Q), а = 1 — (nlr) (если г > п). 
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Т е о р е м а 1. Пусть число q в (2) удовлетворяет условию 

(3) q > max pt. 

Тогда в любой строго внутренней подобласти Q = {х £ Q: dist (х, дО) > 6 > 0} для 
функций и 6 W* (Q) справедливо неравенство || и || б ^ с 6 II и II w 1 ^ ) ~ с6 II и lli.p* 

З а м е ч а н и е 1. В случае /г = 2 условие (3) выполняется всегда: поскольку 
Pi>i (i = 1, 2), то g = 2/[(l//71) + (1/р2) — 1] > 2 max fo, р2) > m a x ^ , р2). При 
л = 3 условие (3) не выполняется, например, для вектора р = (7, 3/2, 3/2): q = 6,3 <. 7» 

З а м е ч а н и е 2. А. Г. Королев примером показал, что теорема 1 при 6 = 0 
(Q° = Q) неверна. Более того, из этого примера (который предполагается опубликовать 
в другой статье) видно, что указанный выше тривиальный результат с gmin B анизотропном 
двумерном случае (когда условие (3) заведомо выполняется согласно замечанию 1) в опре
деленном смысле неулучшаем при липшицевой границе. 

З а м е ч а н и е 3. Теоремы вложения для анизотропных пространств при выпол
нении условия Z-pora на область Q см. в книге [8] (с. 304, 305, неравенство (21)). 

З а м е ч а н и е 4. В заключение отметим, что на основании проведенного выше ана
лиза можно констатировать ошибочность следующих утверждений: 1) в работе [3] — 
теорема 2' , пункт а) теоремы 3 ' , лемма 4 и аналогичные утверждения в § 3; 2) в работе 

о г [6] — общий случай леммы 2 (ее частный случай, соответствующий пространству И^р, 
верен); 3) в работе [7] — общий случай леммы 2 (для некоторого частного случая эта лем
ма верна); 4) в работе [5] на с. 6, 7 цитируется и применяется ошибочная теорема 2' из [3]; 
5) в работах [4] (лемма 2.2) и [9] (первый абзац после формулировки теоремы 9 на с. 84) 
цитируется, но не применяется, одно из указанных выше неверных утверждений Лу Вень-
Туана. 
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