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{
o� | r ∈ �} ����� � ,0	0=6)�

79)>0(/� ,0	0=6/ �)?'()>0<=7� 7 ,0	0=6i �)?'()>0<=7�2 ���$��� �� 
�� + ��� 
 � ��� ��� ⋃�

∈� o�+ ����� � *9)+-9/.-=),)' ,0	0=6/ 79)>0(/� � 2
�/ ��
��+ /�� ��  !�" ���� �� ���� !���⋃�

∈� r � ���� !��� ⋃�
∈�� 2

7�!�" q K � ������� �����"�� ��� /��� ��# $�� � d�O� ,q. K !��������!�" �! �
�!������ ���� !�� ��� /�� �����
 ���� ��
��# $� ��# $�� q 2 3�#
� d�O� ,q. ��*�� �!� � - ���� ��
���� !�� �!�����#� ���� !��� ��# $�� q 2 �!�� � K � ������ 
���� �� ��# $�� q � ����&G��$� �����"�� ��� /��& ��# $�� �+ �� �� `

{
�
|
�

|�
∈
d�O� ,q.

} ���� �!� � - ���� ���� ��� � - ��� ��
���� !�� d�O� ,q. � � - �*�� ��
���� !�� d�O� ,�.2 7�� %��� #��$�������� ��� � - ��� ���� ��� � !����
�* � ! ���� �� � �2
7�
 ,0	0=6)� -9*0+, � $�
 � �������" !��������!�" ��# $�+ �!����� ���� !*

��� ������� �$����&� � - ��� ��
���� !�� � ������#� ���� !���+  !�� ��� %���
���&/ �� r ⊆ � � �
� %���� ���� !����� �� / � ��+/�� ��# $�� ! �!���������*
� !���� r ���� �!� ��
��# $��� ��# $�� ! �!������ ���� !���� � 2 C�� � - ���
��# $��  !� !�� ���� �$����� ��� 
 �� �!� ��# $��⋃� ! �!������ ���� !����
⋃

{r | r K �!����� ���� !��� � ������� ��# $�� �� � } ���+ /�� �&$�� ��# $��
��� ���� �!� ��
��# $��� ��# $��⋃� 2 7�!�"� � � K � ������ � - ��� ��# $�
� � K � - ��� ���� ��� � - ��� ��# $�� � � - ��� ��# $� � 2 3�#
� �/ ��
��+/��
#��$�������� �� $�
 � ���� �� � ��# $�� ⋃� � ��# $�� ⋃ � 2

D !��� %��� ��� /���� 
�� �&$�#� �����"�� ��� /��#� ���!!����!��#� �!���*
��#� ���#��$����� J  !�� �Y ,

ℵ�. K !/ ���G���� �!��"��G#���# ���� J G��G
# $��+ �� ��� #���� �→J �
�����/�� ��� 
 �� �!� � - ����� ���� ��� � - ���
d�O� ,�Y ,

ℵ�.. � !���& ! $�2 3�  !�" ��� #���� �→J �
�����/�� ��� 
 �� �!� �����
〈
d�O� ,�Y ,

ℵ�..s� ,J .
〉
+ #
 � ,J . K �! �������� ������0���� � �
� ��# $����

�� d�O� ,�Y ,
ℵ�..2

�C�BC�	 �Im 9
?;2 �i<=: J(+ J) � 9)6-9:() 6)(0�(;0 �)(<<)()7<6/0 i<9)7j
(;0 '()*))+,-./�� �)*?- J( / J) i<9)7() ,-8/)(-9:() 567/7-90(=(; 7 =)'
/ =)9:6) =)' <9i�-0+ 6)*?- <ih0<=7i0= +/068/� )<()7()*) '()>0<=7- -9j
*0+,; �YZ ,ℵ�. (- )<()7()0 '()>0<=7) -9*0+,; �Y[ ,ℵ�.+ <)�,�*-gh-� �-,;
〈
d�O� ,�YZ ,ℵ�..s� ,J(.〉 / 〈

d�O� ,�Y[ ,ℵ�..s� ,J).〉+ /9/+ �=) =) >0 <-')0+ 6)*?-
i<9)7() ,-8/)(-9:() 567/7-90(=(; -9*0+,; �YZ ,ℵ�. / �Y[ ,ℵ�.�

3���� �$�����+� ������� !��������!�" ��� /�����
���� !�� d�O� ,�Y ,
ℵ�.. � *������#� !/ ���#� ���� !��� � � ������� !��������!�" � ,J . $� �1�� � �
� %����
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���� !����� �#��&� ���" ����������� 
�� ����- ��� �!������ ��1�����"���
%������ ����!�� � �
� �����"�� ��� /���� ���!!����!���� �!������� ���#��$�*������2 D !���� ! %���  !� !�� ���� !�������!� �����! ���!���� !��������!� � ���� /��� ��
���� !�� � ������#� !/ ���#� ���� !��� r � !��������!� � k $� �1��
� �
� %���� ��
���� !����� �����+ /�� 
�� � ������#� �����"�� ��� /��#� ���!*
!����!��#� �!�����#� ���#��$����� J �� ���� !�� r ��� 
 ���� ��# $�� �Y ,

ℵ�.�����+ /��� ` d�O� ,�Y ,
ℵ�.. � k ` � ,J .2

8���
� ! �!������� �.K�.������ 〈� sk〉+��!!���� ������ �2 <��!���' � #����+
��!!������ ���� !� 
�&'� 2

�. C�� �&$�#� ��� /��#���
���� !���� ���� !���r !�' !��� �� ∈ � ���� +
/��� ⊆

� ,���� �"-  ���� � �$����/����.+��� %��� !�' !��� � 0���1��
o (� → � �����+/��  !�� |�| 6

�+ �� |��| 6
o ,�.2 H��� ��#�+ 
�� � ������#�

P ∈ r ���� !��� {P} ���
�� � � 2
�. C�� �&$�#� � ∈ k !�' !��� � � - ��� � ���� ��� � - ��� ���� !�� � !�*

��� � ! $� �����+ /�� � ∈ � +� ⊆ k +⋃�

∈
� �WXM ` r � ⋃�

∈
� �
��M ` r2

�. C�� �&$�� �(Q�) ∈ k  !�� �WX �( ` �WX �) + �� !�' !���&� 	(Q	) ∈ k ���� +
/�� �
�� �( ` �WX	(+ �
�� �) ` �WX	( � 	(�( ` 	)�) 2

�/ ��
��+ /�� 
�� �&$�#� �����"�� ��� /��#� ���!!����!��#� �!�����#� ���#�*
�$����� ���� 〈d�O� ,�Y ,

ℵ�..s� ,J .
〉
�
��� ����� � �!������ �.K�.2 5�  � � !�� �

�$����� 2
�C�BC�	 �I� 9
?;2 �9� ,0	0=6/ � �)?'()>0<=7 (06)=),)*) <�0=()*) '()j

>0<=7- r / <)7)6i�()<=/ k +/068/� '0>?i '()>0<=7-'/ /. � <ih0<=7i0=
9)6-9:() 6)(0�()0 �)(<<)()7<6)0 i<9)7()0 '()*))+,-./0 J =-6)0+ �=) � `
d�O� ,�Y ,

ℵ�.. / k ` � ,J . =)*?- / =)9:6) =)*?-+ 6)*?- �-,- 〈� sk〉 i?)790=7)j
,�0= i<9)7/�' �.K�.�

3 � !����+ � �� �� 
2= �����!�"& ���!��� � !�!� �� ����������� ,� ��
 � - *
��� ��� /�����
���� !�� � � ������� !��������!� � $� �1�� � �
� %���� ��
���*
� !�����. 
�� ����- ��� �!����� ��1�����"��� %������ ����!�� � �
� �����"��
��� /���� ���!!����!���� �!������� ���#��$�������2
����&/�� %�� � ��+ ��� ���+ /�� � !��� ��� �!�� �� ,q. ` � ,q. 
�� 
�!�����*

�������� ��# $� �!����� ��1�����"��� %������ ����!�" ��!� 
��� �����!��"�� ��
��1�����"��� %������ ����!��2 D ��$�� 9
=; 
�������+/�� %�� � !��� ��  � � !*
�� 
�� �����"�� ��� /��� 
�!������������� ���#��$�����+ � ���!��� ����������,��� ������ �� �!���� ���#��$�����. %��� ����- ��� 
�� ���!!��! � �����"�� ��*
� /��� 
�!������������� ���#��$�����2

�����
��
��� ��������# %����%�� ����� ��������� 
� �!�
��� 6�*
#��!�� !� 
!���& =2= ��� /�� ��# $�� q( � q) !���� ��#
� � ���"�� ��#
�+ ��#
�
��� �!�� ����#����� ��W∗ q( � ��W∗ q) ������0�� ,���/ � ���+ /�� �
 ���� ���
����#����� ��Wq(+ !���� �!���&'� �
��%� � ����� ��
��# $��� ��# $�� q(+ � *
� ��
�� ��� %��� ������0��� � �
 ���� ��� ����#����� ��Wq) + !���� �!���&'� 
�
��%� � ����� ��
��# $��� ��# $�� q) + � �$�����.2

3���� �$�����+ 
�� ���!���� ����������� ����- ��� !��� !�� �� ��� /��� ���*� �!��"��� ��# $��� q � �$��
��� �$!������� ,! ��/��!�"& 
� ������0����. ���*
!��� ���!!� ����#���� ��
� ��W∗ q 
�� �&$�� ��� /��� ��# $� q 2
��� ���+/�� ��� �!��� ����#����� ��Wq �$��
� � ��� � ,

∅
. �  
���1 � ,���.2
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7�!�" � � ������� ��� �!��� ����#����� ! ��� � � �  
���1 � <2 7�!�" � `
{PP−( | P ∈ �}

K !��������!�"   �
 ���� ����2 �
 !" P−( K ��� �!��� � P %� � ��
���2 c � ��′ �$����/��� \ {�} 2F�!!������ !� 
�&'� �!����� <.K=. �� ��� �!��& ����#������2

<. C�� �&$�#� � ∈ �′ !�' !��� � �
 ���� �� � ∈ � �����+/�� 
�� �&$�#� R ∈ �′

��� �!��� R�−(� ` R�−( �����!��"�� ��� �!��� R�−( ` R�2
C�� �&$�#� � ∈ � / � � � ,�. �$����/�� !��������!�" �
 ���� ���� ����#���*

�� �+ � �� ��!��
�'�� �
 ���� �� � ,����!�� �"�� ���
�1�����#� ����
�� �� � (
�( 6

�)↔ �(�) ` �(. � ���������� � � - �� �
 ���� ���� ����#������2
?. C�� �&$�#� � ∈ � � �&$�#� ���$��� ��� n ���� !��� � ,�. � � ����#�+/��(
�. 
�� � ∈

� ,�. ��  � � !�� ��� �!��� � ` n ,�.
· n ,�.−(+$. 
�� �(Q�) ∈ � ,�. ��  � � !�� ��� �!��� �(�)n ,�(. ` �)�(n ,�).+

���
 �!� o
∈ � �����+ /�� o

·
o−( ` � � 
�� �&$�#� � ∈

� ,�. ��  � � !�� ��� �!���
�n ,�. ` �o 2

8 ���
�� ��� ���"+ /�� �!���� <. !���� �!��� � � � ��
� �� ���� ��� �!��� ��*��#���� ����1���� ��
������ ��/ � ����#����� ��Wq + � �!���� ?.K ����1��� #��*$�����1��2
5
 ���� �� � ��� �!��� ����#������ ! ��� � � ����� � <=,)*) '/(/'-9:(;'+

 !�� � 6` �+ �������� � ����!�� �"�� ����
�� �� � ��� ��� �
 ���� ���� ����#���*
�� � �  !�� 
�� �&$�#� � ∈ � �� ��� �!��� ��−( ` �−

(
� ` � ��� �� � ��� �!���

� ` �2
c � � �� �$����/�� !��������!�" �! � !���#� �������"��� �
 ���� ���� ����*

#������2
7�
���� !��� �

⊆ �� ����� � .-'6(i=;'+  !�� 
�� �&$�� � ∈
� � � ∈ �%� � �� �−(�� ��$� ��� � �+ ��$� ���� � ��� � � 2

���!��� � � ������ �������� ��
���� !��� � !���#� �������"��� �
 ���� �*
��� ����#������ � ��!!������ !� 
�&'  �!���� �� ���� 〈�s�〉2=. C�� �&$�� �(Q�) ∈ � !�' !��� � � ∈ � �����+/�� ��−( ` �( � �−(� ` �) 2
�!���� =. !���� �!��� � ����1��� �
��%� � ����� ��
��# $� 
�� ����#�����

��W∗ q 2
C�� �&$�� ���� �!��"��� ��# $��q ��� �!��� ����#����� ��Wq �$��
� ���� �

�  
���1 �+ !��������!�"   �
 ���� ���� ���� �!� ��# $���/ !��� � - ����+�  !��
� K !��������!�" �
 ���� ���� ����#����� ��Wq + !���� �!���&'�� �
��%� � ��*
��� ��
��# $��� ��# $�� q + �� � ���� �!� ��������� ��
���� !���� ���� !���
!���#� �������"��� �
 ���� ���� ����#����� ��Wq + � ���� 〈��Wq Q�〉 �
��� �����* � �!������ <.K=.2

D ��� � �$����� 2 D��"���� 
������ �"!��� � �� �� <2<?+����� 
������" !� 
�*&'  2
�C�BC�	 �I� 9=A;2 �9� 9g+)� /(70,<()� �)9i*,i��;� < (i90' / 0?/(/80�+ <)j

7)6i�()<=: /?0'�)=0(=)7 6)=),)� )+,-.i0= -9*0+,-/�0<6ig ,0	0=6i + - =-6j
>0 ?9� (06)=),)*) .-'6(i=)*) �)?'()>0<=7- � <)7)6i�()<=/ 00 <=,)*) '/j
(/'-9:(;
 /?0'�)=0(=)7+ ?9� 6)=),;
 7;�)9(0(; i<9)7/� <.K=.+ <ih0<=7i0=
i(/70,<-9:(-� -9*0+,- q =-6-� + �=) � ∼̀ ��Wq / 590'0(=-' /. � <))=70=j
<=7ig= �,/ 5=)' /.)'),L/.'0 7 =)�()<=/ )?()590'0(=(;0 �)?-9*0+,; -9*0+j
,; q �

3���� �$�����+��  � � !��
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 ��
��
%%����
��# �������� 
� �!�

�� �� ����%��������� ��"�����%�#�

����
�
 ����%��������� �������
��� �������� 
� �!�� H�� $��� ��*
� / �� ��- + !��������!�" �� ,q. �!����� � ����"��� 0���1�� ��# $�� q  !�" !�*�������!�" 0���1��+
�� ������� !�' !���&����#������� ��/�!� ���+ !�!���� �*
�� �� ���!� �-�� ���#���� ,!���� �!���&'�� !�#�������� 0���1��� ��# $�� q.
! ����'"& �� ������ !�� �����1�� � �!�����#� �� ������2 D !��� %��#� �!����� ��*
1�����"�� %������ ���� ��# $�� q( � q) ,�2 2 ��# $��+ 
�� ������� !��������!��
%��� 0���1�� �� ,q(. � �� ,q). !����
�&� �� ��
��& �� !����� ��� � ������� $�* �1� � � �
� �!������� ���� !����� ��# $� q( � q).  !� !�� ��� ��!!��������"
��� ��# $��+ �$��
�&'� �
�������� 7;�/<9/=09:(;' �)=0(8/-9)'2 D #��� =
$��� 
�������+/�� ����#����� ��Wq ����� ���� ������0����� ��� /��� ��# $� ��*��&�!� ������������ ����- ��� �!������ ��1�����"��� %������ ����!�� %��� ��*
# $�+ � � #��� 
 ���� 
 �� ���!��� ��
����#���� ����#���� /�!��/��� �� �$����*����� ��� /��� ���� !��+�� &'�� ��
 ��Wq 
�� ��� /��� ��# $�2 l�� � ���"����
�������&� !�����" �����! � /�!� �G%� � ����� ��# $� ,� ∈ �.+ �$��
�&'�� ���*��/��� ��/�!��� �"��� ��� �1�����+ �����"!� ������#��������" ���� ��# $��+
���/��" !������ �"��& !��� ��/�!��� �"��� ��� �1����� � �2�2

4�
 � 
��  !/����"+ /�� ��!!������� �� �G%� � ���� ��# $�� ��
��� �� �!*
������ ���� !�� {�Q <Q � � � Q�−

<
} 2 8� !��������!�� �� `

{
�� ,q.

| q K �G%� � ��*
��� ��# $��} �� 
 � ����- �� %������ ����!��∼ ( �� ,q(. ∼ �� ,q). ��#
� � ���"*�� ��#
�+ ��#
� ��# $�� q( � q) �!����� ��1�����"�� %������ ����+ �2 2 !�' !��� �
� � !������� � ���� !��� {�Q <Q � � � Q�−

<
}
+ ������� !����#� � !��������!�� 0���1��

�� ,q(. � �� ,q).2 c � � � ,�. �$����/�� 0�����G���� !��� ���∼2 3���� �$��*���+��'��!�" ���� !��� � ,�. !���� �!��� � /�!�� ������� �!����� ��1�����"�� � 
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