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Пусть F  – непустая формация групп. Подгруппу H группы G назовем сильно K- F -субнормальной в G, если ( )GN H  

является F -субнормальной подгруппой в G. В работе исследуется вопрос принадлежности конечной группы, у кото-

рой все силовские подгруппы сильно K- F -субнормальны, насыщенной формации F.   
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Let F  be a nonempty formation of groups. We call a subgroup H of the group G strongly K- F -subnormal in G, if   ( )GN H  is 

a F -subnormal subgroup in G. In this paper we study the question of belonging a finite group in which all Sylow subgroups of 

strongly K- F  subnormal, to saturated formation F.  
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Введение  
Рассматриваются только конечные группы. 

Понятие силовской подгруппы занимает цен-
тральное место в теории конечных групп. Знание 
свойств строения и вложения силовских под-
групп позволяет во многих случаях получить 
описание самой группы. К настоящему времени 
значительное развитие получила теория классов 
групп, см., например, монографии [1]–[4]. В рам-
ках этой теории возникает следующая естествен-
ная проблема.  

Проблема. Пусть F  – непустая формация 
(класс Фиттинга, класс Шунка) групп. Найти 
условия, которым должны удовлетворять силов-
ские подгруппы группы G  чтобы G  принадле-
жала F.  

Например, хорошо известно, что группа G 
тогда и только тогда нильпотентна, когда ее си-
ловские подгруппы нормальны (субнормальны) в G.  

Естественным обобщением субнормальности 
являются понятия F -субнормальной и K-F -суб-
нормальной подгруппы [4].  

Пусть F  – непустая формация. Подгруппа H 
группы G называется: 1) F -субнормальной в G, 
если либо H G   либо существует максималь-

ная цепь подгрупп 0 1 nH H H … H G      

такая, что 1i iH H F  для 1i … n     2) K -F -

субнормальной в G, если существует цепь под-
групп 0 1 nH H H … H G      такая, что либо 

1i iH H   либо 1i iH H F  для 1i … n      

В работе [5] для случая наследственной на-
сыщенной формации были начаты исследования 
строения групп, у которых силовские подгруппы 
являются F -субнормальными. В дальнейшем 
это направление получило развитие в работах 
различных авторов. Например, в работах [6]–[8] 
для насыщенной формации F  были изучены 
свойства класса групп, у которых силовские под-
группы являются F -субнормальными (K-F -суб-
нормальными), в работах [9]–[18] были найдены 
приложения полученных классов для конкрет-
ных формаций F   

Определение 1. Пусть F  – непустая фор-
мация групп. Подгруппу H  группы G  назовем 
сильно K - F -субнормальной в G  если ( )GN H  

является F -субнормальной подгруппой в G   
Так как подгруппа нормальна в своем нор-

мализаторе, то всякая сильно K-F -субнормаль-
ная подгруппа будет K-F -субнормальной. Об-
ратное утверждение неверно. Пусть S  – симмет-
рическая группа степени 3. Известно, что суще-
ствует точный неприводимый S -модуль U  над 
полем F7 из 7 элементов. Рассмотрим полупря-
мое произведение [ ]G U S   Так как подгруппа 

S  неабелева, то группа G  не является сверхраз-
решимой. Из сверхразрешимости G U  следует, 
что 3H UG  является K- U -субнормальной под-

группой группы G, где 3G  – силовская 3-

подгруппа группы G, лежащая в S. Заметим, что 
H – сверхразрешимая  подгруппа группы G  
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Следовательно, 3G  K- U -субнормальна в G. С 

другой стороны, нормализатор 3G  в G равен под-

группе S  которая не является U -субнормаль-

ной в G  Следовательно, 3G  не является сильно 

K- U -субнормальной подгруппой в G   
Теорема A. Пусть F  – наследственная на-

сыщенная формация, состоящая из дисперсив-
ных групп. Тогда и только тогда группа G при-
надлежит F  когда ( ) ( )G   F  и каждая си-

ловская подгруппа из G сильно K-F -субнор-
мальна в G.  

Следствие 1. [16] Пусть U  – формация 
всех сверхразрешимых групп. Если каждая си-
ловская подгруппа группы G сильно K- U -субнор-
мальна в G, то G сверхразрешима.  

Теорема B. Пусть F  – насыщенная форма-
ция, состоящая из метанильпотентных групп. 
Тогда и только тогда группа G принадлежит 
F  когда ( ) ( )G   F  и каждая силовская под-

группа из G  сильно K-F -субнормальна в G   
Cледствие 2. Пусть F  – формация всех 

групп, имеющих нильпотентный коммутант. 
Если каждая силовская подгруппа группы G 
сильно K-F -субнормальна в G  то G  имеет 
нильпотентный коммутант.  

Следствие 3. Пусть F  – формация всех 
метанильпотентных групп. Если каждая силов-
ская подгруппа группы G сильно K-F -субнор-
мальна в G, то G метанильпотентна.  
 

1 Предварительные сведения  
В работе используются стандартные обо-

значения и определения. Необходимые сведения 
из теории групп и теории формаций можно най-
ти в монографиях [1], [2] и [4].  

Через   обозначается множество всех про-
стых чисел,   – подмножество из   \    
Пусть G – группа, p   Через ( )G  обознача-

ется множество всех простых делителей порядка 
G, ( )pO G  – наибольшая нормальная p-подгруп-

па G  ( )O G  – наибольшая нормальная  -под-

группа G  ( )Syl p G  – множество всех силовских 

p-подгрупп G  ( )F G  – подгруппа Фиттинга или 

нильпотентный радикал G, т. е. наибольшая нор-
мальная нильпотентная подгруппа G, pZ  – цик-

лическая группа порядка p, 1 – единичная под-
группа.  

В следующей лемме собраны известные 
свойства силовских подгрупп.  

Лемма 1.1 [2, гл. A, теорема 6.4]. Пусть G – 
группа и p   Тогда справедливы следующие 

утверждения: 
1) пусть ( )Syl pP G  и N G  Тогда 

( )Syl pP N N   и ( )Syl pPN N G N      

2) если iN G  1 2i    и ( )Syl pP G   то 

1 2 1 2( )N P N P N N P      
3) пусть 1{ }rp … p   – множество всех про-

стых делителей G   и ( )Syl
ii pP G  для 1i … r     

Тогда 1 rG P … P      

Лемма 1.2. [1, лемма 3.9]. Если H K  – 
главный фактор группы G  и ( )p H K    то 

( )GG C H K   не содержит неединичных нор-

мальных p-подгрупп, причем ( ) ( )p GF G C H K     

Пусть X  – некоторый класс групп. Через 
( ) X  обозначается множество всех простых де-

лителей порядков групп, принадлежащих X  X  – 

класс всех  -групп, принадлежащих X  p X X  

для { }p     
Будем использовать следующие обозначе-

ния: S  – класс всех разрешимых групп; N  – 
класс всех нильпотентных групп; 2N  – класс 
всех метанильпотентных групп.  

Класс групп F  называется формацией, если 
1) F  – гомоморф, т. е. из GF  и N G  всегда 

следует, что G N F  и 2) из iN G  и iG N F  

( 1 2)i    всегда следует, что 1 2G N N   F   

Формация F  называется насыщенной, если 

из ( )G G  F  всегда следует, что G F  Фор-

мация F  называется наследственной, если F  
вместе с каждой группой содержит все ее под-
группы. Через GF  обозначается F -корадикал 
группы G, т. е. наименьшая нормальная под-
группа из G  для которой G G  F F   

Нам потребуются известные свойства F -суб-
нормальных подгрупп. В дальнейшем в работе 
F  обозначает непустую формацию, H  F - sn  G  
означает, что в группе G подгруппа H является 
F -субнормальной.  

Лемма 1.3. Пусть F  – формация, H  и K  – 
подгруппы группы G  и N G  Тогда справедли-
вы следующие утверждения: 

1) если H F -sn G, то HN N  F -sn ;G N  
2) если N H  и H N  F -sn G N   то H  

F -sn G; 
3) если H  F -sn G  то HN  F -sn G; 
4) если H F -sn K и K F -sn G  то H F -sn G; 
5) если все композиционные факторы G 

принадлежат F  то всякая субнормальная под-
группа G является F -субнормальной; 

6) пусть p – простое число и G – p-группа. 
Если pZ  F  то в G  все подгруппы являются 

F -субнормальными.   
Аналогичные свойства  справедливы  для  

K-F -субнормальных подгрупп.  
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Лемма 1.4. Пусть F  – наследственная 
формация, H G  и M G   Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) если H  F -sn G  то H M  F -sn M; 
2) если H F -sn G и M F -sn G  то H M  

F -sn G; 

3) если G H F  то H  F -sn G; 

4) если H F -sn G  то xH  F -sn G  для лю-
бого x G   

 
2 Доказательство Теоремы A  
Напомним, что группа называется диспер-

сивной, если найдётся линейный порядок   на 

( )G  такой, что если 1( ) { }nG p … p      причем 

i jp p  для i j   то G  имеет нормальные хол-

ловы 1{ }ip … p  -подгруппы для всех i n    
Доказательство. Необходимость. Пусть 

группа G F  По условию F  – наследственная 
формация. Тогда любая подгруппа из G является 
F -субнормальной в ней, в частности, ( )G pN G  

для любой ( )p pG Syl G   Необходимость доказана.  

Достаточность. Пусть группа G – контр-
пример минимального порядка и N – минималь-
ная нормальная подгруппа G. 

Если G N   то G – простая группа в силу 

минимальности N. Если pG Z   то из ( ) ( )G   F  

следует, что G F  Противоречие. Предположим, 

что G – простая неабелева группа и ( )p G   
Пусть ( )p pG Syl G   Так как G – простая группа, 

то ( )G pN G G   Из GF  следует, что G G F  

По условию ( )GN F  является F -субнормальной 

в G. Тогда найдется максимальная в G подгруппа 
M  такая, что ( )GN P M  и G M F  Получили 

противоречие.  
Пусть N G   Так как ( )G N pN G N N    

( )G pN G N N   и ( )G pN G  F -sn G  то 

( )G pN G N N  F -sn G N   Следовательно, для 

G N  все условия выполняются. Ввиду выбора 
G получаем, что G N  F  Если K  – мини-
мальная нормальная подгруппа G  и K N   то 
G K  F  Так как F  – формация, то 

G N K G    F  Получили противоречие с 
выбором G. Следовательно, G имеет единствен-
ную минимальную нормальную подгруппу N. 
Если ( ) 1G    то из ( )G G  F  и насыщенно-

сти F  следует, что G F  Снова получили про-

тиворечие с выбором G  Поэтому ( ) 1G    В 

этом случае N G F  и существует максимальная 
подгруппа M  в G  такая, что G NM   Рассмот-
рим следующие случаи.  

1. N  – неабелева группа. Пусть ( )p N  и 

( )p pG Syl G   Тогда ( )G pN G G   В противном 

случае pG G  и pN G   так как N  – единст-

венная минимальная нормальная подгруппа в G. 
Но тогда N – абелева группа. Противоречие с 
предположением.  

Рассмотрим ( )G pN G N   Если ( )G pN G N G   

то из F -субнормальности ( )G pN G  в G получа-

ем, что найдется максимальная подгруппа W в G 
такая, что ( )G pN G W  и N G W  F  Откуда 

следует, что ( )G pG N G N W G     Противоречие. 

Пусть теперь ( )G pN G N G   Заметим, что 

( )p p pG N N Syl N    и ( )p p G pN G N N G N     

Так как F  – наследственная формация и ( )G pN G  

F -sn G, то ( )G pN G N  F -sn N. Из ( ) ( )G   F  

и ( )p G pN N G N  следует, что pN  F -sn 

( ( ) )G pN G N  F -sn N   Откуда по 4) леммы 1.3 

получаем, что pN  F -sn N для любого ( )p N   

Так как F  состоит из разрешимых групп, то N  
разрешима. Получаем противоречие с нашим 
предположением.  

2. N – абелева p-группа, p – некоторое про-
стое число. Из G N  F S  и N S  следует, 

что G разрешима. Из единственности N и ( ) 1G   

следует, что G N M   где ( )GG N C N  F  

( )F G  и M – максимальная подгруппа G, при-

чем M дисперсивна. Отсюда следует, что в M 
имеется нормальная силовская q-подгруппа qM  

для некоторого простого делителя q порядка M. 
Так как по лемме 1.2 ( ) 1pO M    то q p   По-

этому q qM G  является силовской q-подгруп-

пой группы G. Тогда в силу единственности N 
следует, что ( )G qN G G   Так как M – макси-

мальная подгруппа G и ( )G qM N G   то 

( )G qM N G   Но это противоречит тому, что 

( )G qN G  является F -субнормальной подгруппой 

в G. Получили заключительное противоречие.    
 

3 Доказательство Теоремы B  
Напомним, что группа G метанильпотентна, 

если ( )G F G  нильпотентна.  

Доказательство. Необходимость. По усло-
вию 2 F N  Из насыщенности F  по теореме 
3.18 из [2; IV] следует, что F  – наследственная 
формация. Пусть группа G F  Тогда любая 
подгруппа G  является F -субнормальной в ней, 

в частности, ( )G pN G  для любой ( )p pG Syl G   
Необходимость доказана.  
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Достаточность. Пусть G – контрпример ми-
нимального порядка и N – минимальная нор-
мальная подгруппа группы G. Рассуждая анало-
гично, как в теореме A, получаем, что G имеет 
единственную минимальную нормальную под-
группу N  и ( ) 1G    В этом случае N G F  и 

существует максимальная подгруппа M в G та-
кая, что G NM    

Рассмотрим следующие случаи.  
1. Пусть N – неабелева группа. Рассуждая 

аналогично, как в случае 1 теоремы A получаем 
противоречие с выбором группы B.  

2. N – абелева p-группа, p – некоторое про-
стое число. Из G N  F S  и N S  следует, 

что G разрешима. Из единственности N и ( ) 1G   

получаем, что G N M   где ( )GG N C N  F  

( )F G  и M – максимальная подгруппа G  при-

чем 2M   F N  Предположим, что M  нильпо-

тентна. Так как по лемме 1.2 ( ) 1pO M    то 

( )p M    Тогда группа G является диспер-

сивной. Теперь применяя рассуждения аналогич-
ные, как при доказательстве теоремы A, получим, 
что G F  Противоречие. Будем считать, что M 
ненильпотентна. Рассмотрим следующие случаи.  

i) Пусть ( ) 2M      
Предположим, что ( )p M   По лемме 1.2 

( ) 1pO M    Так как 2M  N  то ( )M F M  ниль-

потентна. Заметим, что ( )F M  – q-группа, q p   
Тогда ( )q qM Syl M  является нормальной под-

группой в M   Заметим, что ( )q qM Syl G  и 

( )G qN M M   По условию ( )G qN M M  F -sn G. 

С другой стороны N G F  и NM G   Получили 
противоречие.  

Пусть p не принадлежит ( )M  и ( )M   

{ }r q r p q       Тогда ( )pN Syl G  и M – 

{ }r q -группа. Пусть ( )q qM Syl M   Тогда 

( )q qM Syl G   Заметим, что ( )G qN M G  в силу 

( )GN C N  и N  – p -группа, p q    

Из того, что N G F  и ( )G qN M  F -sn G сле-

дует, что ( ) ( )G q G qT NN M G N M G   F  Изу-

чим подробнее строение ( )G qN M   Заметим, что 

( )G q qN M M S   где S – холлова q -подгруп-

па в ( )G qN M    

Покажем, что ( )G qN M  F   

Вначале предположим, что ( ) 1G qN M N    

Тогда из G N F  и наследственности F  следу-
ет, что 

( )

( ) ( ) ( )

G q

G q G q G q

N M N N

N M N M N N M



   


  F

 

Пусть ( ) 1G qN M N D     Тогда ( )G qD N M  

и ( )q G qM N M   Откуда ( )q G qM D N M   и 

( ) ( )G q qN M M D R    где R  – r -группа.  

Далее 2( )G q qN M M DR   N  Откуда по 

теореме 1 из [5] ( )G q qN M M  F  Так как F  – 

наследственная  формация, то  qM R xM F   

и ( )G q qN M D M R   F  Тогда получаем 

( ) ( )G q q G qN M M D N M    F  Покажем, что 

( )M qN M  является нильпотентной группой.  

Так как ( )G qN M  F -sn G и F  – наследст-

венная формация, то ( )G qN M  F -sn T. По теореме 

15.10 [1] T  F  Так как ( ) ( )GN C N F G    то 

( )F T N   Из 2T F N  следует, что T N  N  

откуда ( ) ( ) / ( )G q G q G qN M N N N M N M   

N  N  Тогда ( ( ) ) ( )G q G qN M M N N N M    

( ) ( )G q G qM N M N M N M M       N  За-

метим, что ( ) ( )G q M qN M M N M    Следова-

тельно, ( )M qN M  N   

Аналогично проводя рассуждения для 
( )r rM Syl M   получаем, что ( )M rN M  N  Так 

как нормализатор любой силовской подгруппы в 
M нильпотентен, то из [19] следует, что M ниль-
потентна. Получили противоречие.  

ii) Пусть ( ) | ( ) | 3G M       Тогда ( ).p M   

Так как ( ) 1pO M    то ( ( )) { }F M r q     Заме-

тим, что 2G N M   N  Тогда ( )M F M  ниль-

потентна. Пусть p qA G G   где pG  – силовская 

p-подгруппа, а qG  – силовская q-подгруппа в G. 

Так как ,A G    ( ) ( )G p A pN G A N G   F -sn A и 

( ) ( )G q A qN G A N G   F -sn A, то AF  и 2A N   

Заметим, что N A   Покажем, что pG A  

Из ( )GN C N  следует, что ( )F A  – p-группа. Из 
2AN  следует, что ( )A F A  N  Тогда 

( )pG F A  ( )A F A   Откуда pG A  Следова-

тельно, ( )q G pG A N G     

Аналогично, ( )r G pG N G   Откуда получа-

ем, что pG G  Следовательно, pG M M   

Но ( ) 1pO M    Поэтому 1pM   и ( )p M   то 

есть наше предположение неверно.  
iii) Пусть ( ) 3G     Покажем, что любая 

собственная холлова, в частности, любая три-
примарная холлова подгруппа G принадлежит F   

Пусть H – i -холлова подгруппа G, ( )G   

1{ }np p    где ( ) \{ }i iG p     Для любой 

( )qS Syl H   имеем,  что  ( ) ( )G HN S H N S   
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F -sn H   так как F  – наследственная формация. 
Ввиду выбора группы G получаем, что любая соб-
ственная холлова подгруппа, в частности, три-
примарная холлова подгруппа G принадлежит F  
Используя методы работы [20], нетрудно пока-
зать, что 2G N  Так как ( )N F G   то G N   

M   N  По доказанному выше следует, что 
G F  Противоречие.                                             

4 Заключительные замечания и откры-
тые вопросы  

Требование дисперсивности групп в теоре-
ме A и метанильпотентности групп в теореме B 
является существенным.  

Пример 4.1. Пусть 3F N  – формация всех 
разрешимых групп, чья нильпотентная длина не 
превосходит 3. Возьмем 4M S  – симметриче-

скую группу степени 4. Известно, что существу-
ет точный неприводимый M-модуль U над полем 

3F  из 3 элементов. Рассмотрим полупрямое про-

изведение [ ]G U M   Заметим, что нильпотент-

ная длина G равна 4 и ( ) {2 3}G     Так как под-

группа M является минимальной не N2 -группой, 
то группа G – минимальная не 3N -группа. Отме-
тим также, что G не является дисперсивной и 
метанильпотентной группой. Нетрудно видеть, 
что нормализаторы ее силовских подгрупп явля-
ются F -субнормальными подгруппами в G  но 
сама группа G  не принадлежит F   

Определение 4.2. Для некоторого множест-
ва простых чисел   и непустой формации F  

обозначим через w
F  – класс всех групп G, у ко-

торых ( ) ( )G   F  и для любого ( )q G
всякая силовская q-подгруппа является сильно 
F -субнормальной в G   

В случае, когда     – множество всех 

простых чисел, будем обозначать w w F F.   

Предложения 4.3. Пусть F  – наследст-
венная формация и     Тогда справедливы 
следующие утверждения: 

1) если 1  – множество простых чисел и 

1     то 
1

w w 
  F F  

2) w w 
  F F F  

3) ( ) w
  FN F

4) ( )w w 
  FF F

5) w
F  – формация;

6) w (w ) w  
   F F  

Доказательство предложения осуществляет-
ся проверкой определений. 

Проблема 4.4. Пусть F  – насыщенная фор-
мация и   – некоторое множество простых 
чисел. Найти условия, при которых: 

1) w
F  также является насыщенной фор-

мацией; 
2) w

  F F
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