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функций марковского вида
частичными суммами рядов Фурье
по одной системе Чебышева–Маркова

Е. А. Ровба, П. Г. Поцейко

Рассматриваются приближения на отрезке [−1, 1] функций, представляю-
щих собой комбинацию классических функций Маркова, частичными суммами
рядов Фурье по системе рациональных дробей Чебышева–Маркова. Устанавли-
ваются поточечная и равномерная оценки приближений. В случае, когда произ-
водная меры слабо эквивалентна некоторой степенной функции, установлены
асимптотическое выражение мажоранты равномерных приближений и опти-
мальное значение параметра, обеспечивающее наибольшую скорость прибли-
жений используемым методом. В случае четной кратности полюсов аппрок-
симирующей функции асимптотическая оценка точна. Приводятся примеры
аппроксимаций индивидуальных функций.
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Введение. Пусть 𝜇 – положительная борелевская мера с компактным носителем
𝐹 = supp𝜇 ⊂ R. Преобразование Коши меры 𝜇

̂︀𝜇(𝑧) =
∫︁
𝐹

𝑑𝜇(𝑡)
𝑡− 𝑧

, 𝑧 ∈ C

называется функцией Маркова. Функция Маркова голоморфна в C ∖ 𝐹 , и рацио-
нальная аппроксимация таких функций является хорошо известной классической
задачей. Одной из первых работ, посвященных этой тематике, является статья Гон-
чара [1]. Андерссон [2] нашел нижние порядковые оценки наилучших рациональных
𝐿𝑝-приближений ̂︀𝜇(𝑧) для 𝑝 ∈ (1,+∞) в единичном круге и на отрезке, когда мера 𝜇
удовлетворяет следующим условиям:

supp𝜇 = [1, 𝑎], 𝑎 > 1, 𝑑𝜇(𝑡) = 𝜙(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜙(𝑡) ≍ (𝑡− 1)𝛼, 𝑡 ∈ [1, 𝑎], 𝛼 > −1
𝑝
.

Пекарский [3] получил верхние порядковые оценки наилучших равномерных раци-
ональных приближений функций Маркова при аналогичных условиях на меру 𝜇.

c○ Е.А. Ровба, П. Г. Поцейко, 2020
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Дальнейшее развитие данная проблематика нашла в работах многих авторов (см.,
например, [4]–[9]). Значительное число работ посвящено рациональным приближе-
ниям функций Маркова в различных пространствах при определенных условиях
на меру 𝜇. Прохоровым [6] исследованы рациональные аппроксимации функций
Маркова на отрезках действительной оси.

Пекарским и Ровбой [8] изучены рациональные аппроксимации функций Марко-
ва в единичном круге и на отрезке [−1, 1] посредством частичных сумм рядов Фурье
по системам функций Такенака–Мальмквиста и системам Джрбашяна–Китбаляна
соответственно. На основании интегрального представления приближений функции
Маркова, полученной в указанной работе, позже Ровбой и Микуличем [9] найде-
ны асимптотические оценки равномерных приближений указанными методами при
фиксированном числе геометрически различных полюсов аппроксимирующей функ-
ции.

В [10] авторами была построена одна система рациональных дробей Чебыше-
ва–Маркова с двумя геометрически различными комплексно-сопряженными мни-
мыми параметрами

𝑀𝑛(𝑥) = cos𝑛 arccos
(︂
𝑥

√︃
1 + 𝑝2

1 + 𝑝2𝑥2

)︂
, 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑝 > 0, 𝑛 = 0, 1, . . . ,

ортогональная с весом

𝜌(𝑥, 𝑝) =

√︀
1 + 𝑝2

(1 + 𝑝2𝑥2)
√

1− 𝑥2
, −1 < 𝑥 < 1,

на отрезке [−1, 1], т.е.

∫︁ 1

−1

𝑀𝑛(𝑥)𝑀𝑚(𝑥)𝜌(𝑥, 𝑝) 𝑑𝑥 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝑚 ̸= 𝑛, 𝑚, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,
𝜋

2
, 𝑚 = 𝑛, 𝑚, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝜋, 𝑚 = 𝑛 = 0.

Система {𝑀𝑛(𝑥)}+∞𝑛=0 является естественным обобщением классической системы по-
линомов Чебышева первого рода и переходит в нее при 𝑝 = 0. В работе [10] изучены
также аппроксимационные свойства соответствующих рядов Фурье

𝑓(𝑥) ∼ 𝑐0
2

+
+∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛𝑀𝑛(𝑥), 𝑐𝑛 =
2
𝜋

∫︁ 1

−1

𝑓(𝑡)𝑀𝑛(𝑡)𝜌(𝑡, 𝑝) 𝑑𝑡, 𝑛 = 0, 1, . . . ,

и их частичных сумм. В частности, справедлива

Теорема [10]. Для частичных сумм ряда Фурье по системе рациональных дро-
бей Чебышева–Маркова четной функции 𝑓 ∈ 𝐶[−1, 1] имеет место представление

𝑠2𝑛(𝑓, 𝑥) =
1
𝜋

∫︁ 𝜋/2

−𝜋/2
𝑓(cos 𝑣)D2𝑛(𝑢, 𝑣)𝜆(𝑣) 𝑑𝑣, 𝑥 = cos𝑢, (1)

где

𝜆(𝑦) =
1− 𝛼4

1 + 2𝛼2 cos 2𝑦 + 𝛼4
, 𝛼 ∈ [0, 1), (2)

D2𝑛(𝑢, 𝑣) =
sin [(2𝑛+ 1)𝜙(𝑢, 𝑣)]

sin𝜙(𝑢, 𝑣)
, 𝜙(𝑢, 𝑣) =

∫︁ 𝑣

𝑢

𝜆(𝑦) 𝑑𝑦, 𝑥 = cos𝑢. (3)
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Частичная сумма 𝑠2𝑛(𝑓, 𝑥) является рациональной функцией порядка не вы-
ше 2𝑛 и имеет вид

𝑠2𝑛(𝑓, 𝑥) =
𝑞2𝑛(𝑥)

(1 + 𝑝2𝑥2)𝑛
, 𝑝 > 0, 𝑝 =

2𝛼
1− 𝛼2

, 𝑛 = 0, 1, . . . ,

где 𝑞2𝑛(𝑥) – некоторый многочлен степени не выше 2𝑛, коэффициенты которого
зависят от параметра 𝑝 и функции 𝑓 , причем

𝑠2𝑛(1, 𝑥) ≡ 1.

Отметим, что выражение (3) является обобщением классического ядра Дирихле
полиномиального ряда Фурье–Чебышева в случае четной функции 𝑓 и переходит
в него при 𝛼 = 0.

Рассмотрим голоморфные функции, представимые в виде интеграла Стилтьеса
с компактным носителем

̂︀𝜎(𝑥) =
∫︁
𝐹

𝑡 𝑑𝜎(𝑡)
𝑡2 + 𝑥2

, 𝐹 = supp𝜎 ⊂ [0,+∞), (4)

где 𝜎(𝑡) – ограниченная неубывающая функция, принимающая бесконечно много
различных значений. Предполагается также, что∫︁

𝐹

𝑑𝜎(𝑡)
𝑡

<∞. (5)

Из (4) нетрудно получить, что

̂︀𝜎(𝑥) =
1
2

[︂∫︁
𝐹

𝑑𝜎(𝑡)
𝑡+ 𝑖𝑥

+
∫︁
𝐹

𝑑𝜎(𝑡)
𝑡− 𝑖𝑥

]︂
, 𝐹 = supp𝜎 ⊂ [0,+∞),

где первое и второе слагаемые при указанных выше условиях на меру 𝜎 уже пред-
ставляют собой классические функции Маркова. Из (4) очевидно, что ̂︀𝜎(𝑥) функция
четная на отрезке [−1, 1].

Представляет интерес исследовать приближения функции (4) на отрезке [−1, 1]
частичными суммами (1) ряда Фурье по системе рациональных дробей Чебыше-
ва–Маркова.

В данной работе рассматриваются аппроксимации функций марковского вида (4)
частичными суммами рационального ряда Фурье по одной системе рациональных
дробей Чебышева–Маркова с двумя геометрически различными чисто мнимыми
полюсами. Найдено интегральное представление приближений, а при условиях,
когда 𝑑𝜎(𝑡) = 𝜙(𝑡) 𝑑𝑡 и 𝜙(𝑡) ≍ 𝑡𝛾 , 0 < 𝛾 < 2, получена оценка поточечных приближе-
ний на отрезке [−1, 1], оценка равномерных приближений и асимптотическое выра-
жение ее мажоранты, зависящее от параметра. Основываясь на этих результатах,
вычислено значение параметра, при котором обеспечивается наилучшая скорость
приближений. В качестве примера приводится представление некоторых индиви-
дуальных функций интегралом (4) и соответствующая асимптотическая оценка их
приближений.

Отметим, что выбор аппроксимируемой функции продиктован конструктивными
особенностями используемого нами метода приближений. Во-первых, функция ̂︀𝜎(𝑥)
является четной. Во-вторых, она имеет особенность при 𝑥 = 0.
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1. Интегральное представление приближений функций ̂︀𝜎(𝑥). Введем сле-
дующие обозначения:

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) = ̂︀𝜎(𝑥)− 𝑠2𝑛(̂︀𝜎(𝑥), 𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1], (6)
𝜀2𝑛(𝛼) = ‖̂︀𝜎(𝑥)− 𝑠2𝑛(̂︀𝜎(𝑥), 𝑥)‖𝐶[−1,1], 𝑛 ∈ N. (7)

Справедлива

Теорема 1. Пусть мера 𝜎 удовлетворяет условию (5), а мера 𝜈 определяется
соотношением

𝑑𝜈(𝑦) =
4𝑦2

1 + 𝑦2
𝑑𝜎(𝜙(𝑦)), 0 < 𝑦 < 1, (8)

где
𝜙(𝑦) =

1
2

(︂
1
𝑦
− 𝑦

)︂
.

Тогда для приближений (6) при 𝑥 ∈ [−1, 1] имеет место равенство

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) = (−1)𝑛+1

∫︁ √︃
1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4

1 + 2𝑦2 cos 2𝑢+ 𝑦4

𝑦 cos𝜓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝛼)
1− 𝛼2𝑦2

𝜒𝑛(𝑦) 𝑑𝜈(𝑦), (9)

где

𝜓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝛼) = arg 𝜋𝑛(𝜉) + arg
(𝜉2 + 𝑦2)(𝜉2 + 𝛼2)

𝜉2
, 𝜉 = 𝑒𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢, (10)

𝜋𝑛(𝑧) =
(︂
𝑧2 + 𝛼2

1 + 𝛼2𝑧2

)︂𝑛
, 𝜒𝑛(𝑦) =

(︂
𝑦2 − 𝛼2

1− 𝛼2𝑦2

)︂𝑛
, 𝛼 ∈ [0, 1). (11)

Доказательство. Воспользовавшись точностью 𝑠2𝑛( · , 𝑥) на константах, из ра-
венств (1) и (6) получим

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) =
1
𝜋

∫︁ 𝜋/2

−𝜋/2

[︂∫︁
𝑡 𝑑𝜎(𝑡)

𝑡2 + cos2 𝑢
−

∫︁
𝑡 𝑑𝜎(𝑡)

𝑡2 + cos2 𝑣

]︂
D2𝑛(𝑢, 𝑣)𝜆(𝑣) 𝑑𝑣

=
1
𝜋

∫︁ 𝜋/2

−𝜋/2

[︂∫︁
𝑡

cos2 𝑣 − cos2 𝑢
(𝑡2 + cos2 𝑢)(𝑡2 + cos2 𝑣)

𝑑𝜎(𝑡)
]︂
D2𝑛(𝑢, 𝑣)𝜆(𝑣) 𝑑𝑣,

где D2𝑛(𝑢, 𝑣) из (3), 𝜆(𝑣) из (2), 𝑥 = cos𝑢. Применив теорему Фубини, в последнем
соотношении поменяем порядок интегрирования. Тогда

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) =
1
𝜋

∫︁
𝑡

𝑡2 + cos2 𝑢
𝐼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) 𝑑𝜎(𝑡), (12)

где

𝐼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) =
∫︁ 𝜋/2

−𝜋/2

cos2 𝑣 − cos2 𝑢
𝑡2 + cos2 𝑣

·D2𝑛(𝑢, 𝑣)𝜆(𝑣) 𝑑𝑣, 𝑥 = cos𝑢. (13)

Займемся преобразованием последнего интеграла. С этой целью выполним замену
переменного по формуле 𝜁 = 𝑒𝑖𝑣, 𝑑𝑣 = 𝑑𝜁/𝑖𝜁, положив при этом 𝜉 = 𝑒𝑖𝑢. Тогда,
учитывая, что

а) cos2 𝑣 − cos2 𝑢 =
(𝜁2 − 𝜉2)(𝜉2𝜁2 − 1)

4𝜉2𝜁2
;
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б) 𝑡2 + cos2 𝑣 =
(𝜁2 + ℎ2)(𝜁2 + 1/ℎ2)

4𝜁2
, ℎ =

√︀
𝑡2 + 1− 𝑡 < 1, 𝑡 ∈ supp𝜎;

в) D2𝑛(𝑢, 𝑣)𝜆(𝑣) =
[︂
1 + 𝛼2𝜉2

1 + 𝛼2𝜁2
· 𝜋𝑛(𝜁)
𝜋𝑛(𝜉)

− 𝜉2 + 𝛼2

𝜁2 + 𝛼2
· 𝜋𝑛(𝜉)
𝜋𝑛(𝜁)

]︂
𝜁2

𝜁2 − 𝜉2
,

где 𝜋𝑛(𝑢) определена в (11), из равенства (13) получим

𝐼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) =
1
𝑖𝜉2

[(1 + 𝛼2𝜉2)𝜋𝑛(𝜉)𝐼1 − (𝜉2 + 𝛼2)𝜋𝑛(𝜉)𝐼2], 𝜉 = 𝑒𝑖𝑢, (14)

где

𝐼1 =
∫︁
𝐶

𝜉2𝜁2 − 1
(𝜁2 + ℎ2)(𝜁2 + 1/ℎ2)

(︂
𝜁2 + 𝛼2

1 + 𝛼2𝜁2

)︂𝑛
𝜁

1 + 𝛼2𝜁2
𝑑𝜁,

𝐼2 =
∫︁
𝐶

𝜉2𝜁2 − 1
(𝜁2 + ℎ2)(𝜁2 + 1/ℎ2)

(︂
1 + 𝛼2𝜁2

𝜁2 + 𝛼2

)︂𝑛
𝜁

𝜁2 + 𝛼2
𝑑𝜁,

𝐶 = {𝜁 : 𝜁 = 𝑒𝑖𝑣, −𝜋/2 6 𝑣 6 𝜋/2}. Отметим, что контур интегрирования 𝐶 есть
правая полуокружность единичной окружности |𝜁| = 1, обходимая против часовой
стрелки. Исследуем каждый из этих интегралов. Так, в интеграле 𝐼1 подынтеграль-
ная функция

𝜙1(𝜉, 𝜁) =
𝜉2𝜁2 − 1

(𝜁2 + ℎ2)(𝜁2 + 1/ℎ2)

(︂
𝜁2 + 𝛼2

1 + 𝛼2𝜁2

)︂𝑛
𝜁

1 + 𝛼2𝜁2

на границе области 𝐷 = {𝜁 : |𝜁| < 1, Re 𝜁 > 0} имеет две особенности в точках ±𝑖ℎ,
являющиеся для нее простыми полюсами, находящимися на мнимой оси. Приме-
няя интегральную теорему Коши в области, ограниченной контуром, состоящим
из 𝐶, полуокружностей 𝐶𝜀1 и 𝐶𝜀2 достаточно малого радиуса 𝜀1 и 𝜀2 соответствен-
но, огибающих соответственно точки 𝑖ℎ и −𝑖ℎ против часовой стрелки, т.е. 𝐶𝜀1,𝜀2 =
{𝜁 : 𝜁 ± 𝑖ℎ = 𝜀1,2𝑒

𝑖𝜙, −𝜋/2 6 𝜙 6 𝜋/2} и отрезка мнимой оси от точки 𝑖 до −𝑖 с изъ-
ятыми диаметрами полуокружностей 𝐶𝜀1 и 𝐶𝜀2 , найдем

𝐼1 +
(︂∫︁ (ℎ+𝜀1)𝑖

𝑖

+
∫︁
𝐶𝜀1

+
∫︁ (−ℎ+𝜀2)𝑖

(ℎ−𝜀1)𝑖
+

∫︁
𝐶𝜀2

+
∫︁ −𝑖

(−ℎ−𝜀2)𝑖

)︂
𝜙1(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 = 0, (15)

Рассмотрим интегралы по полуокружностям 𝐶𝜀1 и 𝐶𝜀2 . Выполнив в первом и втором
из них замены 𝜁 − 𝑖ℎ = 𝜀1𝑒

𝑖𝜙 и 𝜁 + 𝑖ℎ = 𝜀2𝑒
𝑖𝜙 соответственно, будем иметь∫︁

𝐶𝜀1

𝜙1(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 =
∫︁ −𝜋/2

𝜋/2

𝜉2(𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒
𝑖𝜙)2 − 1

((𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒𝑖𝜙)2 + 1/ℎ2)(2𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒𝑖𝜙)𝜀1𝑒𝑖𝜙

×
(︂

(𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒
𝑖𝜙)2 + 𝛼2

1 + 𝛼2(𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒𝑖𝜙)2

)︂𝑛 (𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒
𝑖𝜙)𝑖𝜀1𝑒𝑖𝜙 𝑑𝜙

1 + 𝛼2(𝑖ℎ+ 𝜀1𝑒𝑖𝜙)2
,∫︁

𝐶𝜀2

𝜙1(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 =
∫︁ −𝜋/2

𝜋/2

𝜉2(−𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒
𝑖𝜙)2 − 1

((−𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒𝑖𝜙)2 + 1/ℎ2)(−2𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒𝑖𝜙)𝜀2𝑒𝑖𝜙

×
(︂

(−𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒
𝑖𝜙)2 + 𝛼2

1 + 𝛼2(−𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒𝑖𝜙)2

)︂𝑛 (−𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒
𝑖𝜙)𝑖𝜀2𝑒𝑖𝜙 𝑑𝜙

1 + 𝛼2(−𝑖ℎ+ 𝜀2𝑒𝑖𝜙)2
.
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Переходя в последних двух выражениях к пределу при 𝜀1,2 → 0 соответственно,
находим, что (︂∫︁

𝐶𝜀1

+
∫︁
𝐶𝜀2

)︂
𝜙1(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 = 𝑖𝜋

ℎ2

1− ℎ4

1 + ℎ2𝜉2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ).

С учетом последнего равенства в (15) получим

𝐼1 =
∫︁ 𝑖

−𝑖
𝜙1(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 − 𝑖𝜋

ℎ2

1− ℎ4

1 + ℎ2𝜉2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ).

Замечая далее, что подынтегральная функция в интеграле справа является нечет-
ной по переменной интегрирования, а сам интеграл имеет симметричные относи-
тельно нуля пределы интегрирования, заключаем, что он равен нулю. Следователь-
но,

𝐼1 = −𝑖𝜋 ℎ2

1− ℎ4

1 + ℎ2𝜉2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ), ℎ =

√︀
𝑡2 + 1− 𝑡 < 1, 𝑡 ∈ supp𝜎. (16)

Теперь займемся интегралом 𝐼2. Его подынтегральная функция

𝜙2(𝜉, 𝜁) =
𝜉2𝜁2 − 1

(𝜁2 + ℎ2)(𝜁2 + 1/ℎ2)

(︂
1 + 𝛼2𝜁2

𝜁2 + 𝛼2

)︂𝑛
𝜁

𝜁2 + 𝛼2

в области 𝐷 = {𝜁 : |𝜁| > 1, Re 𝜁 > 0} имеет на мнимой оси особые точки ±𝑖(1/ℎ),
являющиеся простыми полюсами, а на бесконечности нуль не ниже второго порядка.

Применяя интегральную теорему Коши в области 𝐷, ограниченной контуром,
состоящим из отрезков мнимой оси от точки +𝑖∞ до 𝑖 и от −𝑖 до −𝑖∞ с изъятыми
диаметрами полуокружностей 𝐶𝜀1 и 𝐶𝜀2 бесконечно малого радиуса 𝜀1 и 𝜀2 соответ-
ственно, огибающих соответственно точки 𝑖(1/ℎ) и −𝑖(1/ℎ) против часовой стрелки,
т.е. 𝐶𝜀1,𝜀2 = {𝜁 : 𝜁±𝑖(1/ℎ) = 𝜀1,2𝑒

𝑖𝜙, 𝜋/2 6 𝜙 6 −𝜋/2} и полуокружности 𝐶, двигаясь
так, что область 𝐷 остается слева, найдем∫︁ (1/ℎ+𝜀1)𝑖

+𝑖∞
+

∫︁
𝐶𝜀1

+
∫︁ 𝑖

(1/ℎ−𝜀1)𝑖
−𝐼2 +

∫︁ (−1/ℎ+𝜀2)𝑖

−𝑖
+

∫︁
𝐶𝜀2

+
∫︁ −𝑖∞

(−1/ℎ−𝜀2)𝑖
= 0, (17)

где 𝐶𝜀1,𝜀2 = {𝜁 : 𝜁 ± 𝑖(1/ℎ) = 𝜀1,2𝑒
𝑖𝜙, 𝜋/2 6 𝜙 6 −𝜋/2} соответственно. Используя

рассуждения, которые мы применяли в случае с интегралом 𝐼1, получим, что(︂∫︁
𝐶𝜀1

+
∫︁
𝐶𝜀2

)︂
𝜙2(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 = 𝑖𝜋

ℎ2

1− ℎ4

𝜉2 + ℎ2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ).

Подставляя последнее соотношение в (17), и затем переходя к пределу при 𝜀1,2 → 0
в соответствующих интегралах, будем иметь

𝐼2 =
(︂∫︁ 𝑖

+𝑖∞
+

∫︁ −𝑖∞

−𝑖

)︂
𝜙2(𝜉, 𝜁) 𝑑𝜁 + 𝑖𝜋

ℎ2

1− ℎ4

𝜉2 + ℎ2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ).

В интегралах справа выполним замену переменного 𝜁 ↦→ 1/𝜁. Тогда

𝐼2 =
∫︁ 𝑖

−𝑖

𝜉2 − 𝜁2

(𝜁2 + ℎ2)(𝜁2 + 1/ℎ2)

(︂
𝜁2 + 𝛼2

1 + 𝛼2𝜁2

)︂𝑛
𝜁

1 + 𝛼2𝜁2
𝑑𝜁 + 𝑖𝜋

ℎ2

1− ℎ4

𝜉2 + ℎ2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ).
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Рассуждая аналогично, как и в случае с 𝐼1, заключаем, что интеграл справа равен
нулю, а значит,

𝐼2 = 𝑖𝜋
ℎ2

1− ℎ4

𝜉2 + ℎ2

1− ℎ2𝛼2
𝜋𝑛(𝑖ℎ), ℎ =

√︀
𝑡2 + 1− 𝑡 < 1, 𝑡 ∈ supp𝜎. (18)

Подставив теперь (16) и (18) в (14), получим

𝐼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) = (−1)𝑛+1𝜋
ℎ2

1− ℎ4

×
[︂
(1 + 𝛼2𝜉2)(1 + ℎ2𝜉2)𝜋𝑛(𝜉)

𝜉2
+

(𝜉2 + 𝛼2)(𝜉2 + ℎ2)𝜋𝑛(𝜉)
𝜉2

]︂
𝜒𝑛(ℎ)

1− ℎ2𝛼2
,

(19)

где 𝜒𝑛(ℎ) из (11), ℎ =
√
𝑡2 + 1 − 𝑡, 𝑡 ∈ supp𝜎, 𝑥 = cos𝑢. Заметим, что выражения,

находящиеся в квадратных скобках равенства (19), взаимно комплексно сопряжены.
Следовательно, их сумма является действительнозначной. Отыщем ее.

Рассмотрим, к примеру, второе слагаемое. Выполнив необходимые преобразова-
ния, находим, что

(𝜉2 + 𝛼2)(𝜉2 + ℎ2)𝜋𝑛(𝜉)
𝜉2

=
√︀

1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4
√︀

1 + 2ℎ2 cos 2𝑢+ ℎ4 exp[𝑖𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼)],

где

𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) = arg 𝜋𝑛(𝜉) + arg
(𝜉2 + 𝛼2)(𝜉2 + ℎ2)

𝜉2
, 𝜉 = 𝑒𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢. (20)

Тогда равенство (19) примет вид

𝐼𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) = (−1)𝑛+12𝜋
ℎ2

1− ℎ4

√︀
(1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4)(1 + 2ℎ2 cos 2𝑢+ ℎ4)

× cos𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼)𝜒𝑛(ℎ)
1− ℎ2𝛼2

.

Заметим, что 1/ℎ2 − ℎ2 = 1/(4𝑡
√
𝑡2 + 1 ). Подставив последнее соотношение в (12),

получим

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) =
(−1)𝑛+1

2

∫︁ √
1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4

√
1 + 2ℎ2 cos 2𝑢+ ℎ4

(𝑡2 + cos2 𝑢)(1− 𝛼2ℎ2)
√
𝑡2 + 1

× cos𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼)𝜒𝑛(ℎ) 𝑑𝜇(𝑡).

В интеграле справа положим 𝑦 =
√
𝑡2 + 1− 𝑡 = ℎ. Тогда 𝑡 = 𝜙(𝑦) = (1− 𝑦2)/(2𝑦), и

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) = (−1)𝑛+1

∫︁ √︃
1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4

1 + 2𝑦2 cos 2𝑢+ 𝑦4

𝑦 cos𝜓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝛼)
1− 𝛼2𝑦2

4𝑦2𝜒𝑛(𝑦)
1 + 𝑦2

𝑑𝜎(𝜙(𝑦)),

где 𝜒𝑛(𝑦) определяется в (11), 𝜓𝑛(𝑥, 𝑦, 𝛼) из (10). Теперь, чтобы прийти к равен-
ству (9), достаточно в последнем интеграле воспользоваться соотношением (8). Тео-
рема 1 доказана.
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Следствие 1. В условиях теоремы 1 равномерно при 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑥 = cos𝑢,
справедливо неравенство

|𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼)| 6 𝜀2𝑛(𝛼) 6

⃦⃦⃦⃦∫︁
supp 𝜈

√︃
1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4

1 + 2𝑦2 cos 2𝑢+ 𝑦4
|𝜒𝑛(𝑦)|

𝑦 𝑑𝜈(𝑦)
1− 𝛼2𝑦2

⃦⃦⃦⃦
𝐶[−1,1]

,

где 𝜀2𝑛(𝛼) из (7).

2. Об оценке приближений функций ̂︀𝜎(𝑥). При исследовании приближе-
ний функций Маркова часто рассматривается случай, когда производная меры 𝜇(𝑡)
слабо эквивалентна степенной функции. Такой случай изучается нами далее.

Теорема 2. Пусть supp 𝜈 ∈ [𝑎, 1], 0 6 𝑎 < 1, 𝑑𝜎(𝑡) = 𝜙(𝑡) 𝑑𝑡 и 𝜙(𝑡) ≍ 𝑡𝛾 , 0 < 𝛾 < 2.
Тогда в условиях теоремы 1 для приближений функции ̂︀𝜎(𝑥) на отрезке [−1, 1]
частичными суммами (6) справедливы следующие оценки:

1) оценка поточечных приближений

|𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼)| 6 1
2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

√︂
1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4

1 + 2𝑡2 cos 2𝑢+ 𝑡4
(1− 𝑡2)𝛾

𝑡𝛾−1

|𝜒𝑛(𝑡)| 𝑑𝑡
1− 𝛼2𝑡2

, 𝑥 = cos𝑢,

(21)
2) оценка равномерных приближений

𝜀2𝑛(𝛼) 6 𝜀*2𝑛(𝛼), (22)

где

𝜀*2𝑛(𝛼) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

2𝛾−1
[𝐼1(𝛼, 𝑛) + 𝐼2(𝛼, 𝑛)], 0 6 𝑎 < 𝛼 < 1,

1− 𝛼2

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

(︂
1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

𝜒𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

1− 𝛼2𝑡2
, 0 6 𝛼 6 𝑎 < 1,

(23)

𝐼1(𝛼, 𝑛) = (1− 𝛼2)
∫︁ 1

𝛼

(︂
1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

𝜒𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

1− 𝛼2𝑡2
,

𝐼2(𝛼, 𝑛) = (1 + 𝛼2)
∫︁ 𝛼

𝑎

1− 𝑡2

1 + 𝑡2

(︂
1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

|𝜒𝑛(𝑡)|
𝑑𝑡

1− 𝛼2𝑡2
,

Неравенство (21) является точным в том смысле, что если полюсы аппроксими-
рующей функции имеют четную кратность, то равенство достигается в точке
𝑥 = 0, а также на концах отрезка.

Доказательство. Из (8) и (9) следует, что в случае 𝑑𝜎(𝑡) = 𝜙(𝑡) 𝑑𝑡 и 𝜙(𝑡) ≍ 𝑡𝛾 ,
0 < 𝛾 < 2, естественно рассматривать приближения (6) в виде

𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼) =
(−1)𝑛+1

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

√︂
1 + 2𝛼2 cos 2𝑢+ 𝛼4

1 + 2𝑡2 cos 2𝑢+ 𝑡4
(1− 𝑡2)𝛾

𝑡𝛾−1

cos𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼)
1− 𝛼2𝑡2

𝜒𝑛(𝑡) 𝑑𝑡, (24)

где 𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼) определено в (10), 𝜉 = 𝑒𝑖𝑢, 𝑥 = cos𝑢. Теперь для того, чтобы получить
оценку (21), достаточно в последнем соотношении воспользоваться неравенством
|cos𝜓𝑛(𝑥, 𝑡, 𝛼)| 6 1. Для доказательства точности оценки (21) исследуем правую
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часть (24) при 𝑥 = 0, что соответствует значению параметра 𝑢 = 𝜋/2. Учитывая,
что при этом будет 𝜉2 = −1 и, следовательно, 𝜓(0, 𝑡, 𝛼) = −(𝑛+ 1)𝜋, находим

𝜀2𝑛(0, 𝛼) =
1− 𝛼2

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

(︂
1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

𝜒𝑛(𝑡)
𝑑𝑡

1− 𝛼2𝑡2
. (25)

Нетрудно проверить, что последнее выражение совпадает с правой частью (21) при
𝑥 = 0 и четных 𝑛. Аналогичным образом устанавливается точность оценки (21) при
𝑥 = ±1.

Докажем справедливость оценки (22). Учитывая, что cos 2𝑢 = 2𝑥2 − 1, из (21)
находим

|𝜀2𝑛(𝑥, 𝛼)| 6 1− 𝛼2

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

𝜈(𝑥)
(︂

1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1 |𝜒𝑛(𝑡)|
1− 𝛼2𝑡2

𝑑𝑡, 𝜈(𝑥) =

√︂
1 +𝐴2𝑥2

1 + 𝑇 2𝑥2
, (26)

где 𝐴 = 2𝛼/(1− 𝛼2), 𝑇 = 2𝑡/(1− 𝑡2). Исследуем функцию 𝜈(𝑥). Поскольку

𝜈′(𝑥 =
𝑥(𝐴2 − 𝑇 2)√︀

(1 +𝐴2𝑥2)(1 + 𝑇 2𝑥2)3
,

то при 𝑎 < 𝑡 < 𝛼 функция 𝜈(𝑥) возрастает, а значит, достигает максимального
значения при 𝑥 = 1, что соответствует значению параметра 𝑢 = 0. В то же время
при 𝛼 < 𝑡 < 1 функция 𝜈(𝑥) убывает, и, значит, максимальное ее значение будет
уже при 𝑥 = 0, что соответствует значению параметра 𝑢 = 𝜋/2. Тогда, разбивая
интеграл в правой части (26) на два интеграла по промежуткам [𝑎, 𝛼] и [𝛼, 1], и
применяя затем рассуждения, сказанные выше, придем к неравенству (22).

Если же значение параметра 𝛼 удовлетворяет условию 0 6 𝛼 6 𝑎 < 1, то функ-
ция 𝜈(𝑥) будет убывать на всем отрезке [𝑎, 1] и приходим ко второму случаю в соот-
ношении (23). Теорема 2 доказана.

Замечание 1. Из оценки (26) следует, что ограничения на параметр 𝛾, 0 < 𝛾 < 2,
обусловлены возможностью параметра 𝑎 принимать нулевое значение. Если отка-
заться от этого условия, то ограничение 𝛾 < 2 можно снять.

Рассмотрим здесь также полиномиальный случай. Положив в соотношениях (21)
и (22) значение 𝛼 = 0, получим оценку поточечных и равномерных приближений
функции (4) частичными суммами ряда Фурье по системе многочленов Чебыше-
ва первого рода на отрезке [−1, 1] при условии, что мера удовлетворяет условиям
в формулировке теоремы 2. Имеем, соответственно,

|𝜀2𝑛(𝑥)| 6
1

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

(1− 𝑡2)𝛾−1

√
1 + 2𝑡2 cos 2𝑢+ 𝑡4

𝑡2𝑛−𝛾−1 𝑑𝑡, 𝑥 = cos𝑢, 𝑥 ∈ [−1, 1],

𝜀2𝑛 = 𝜀2𝑛(0) =
1

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

(︂
1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

𝑡2𝑛 𝑑𝑡, 𝑛 ∈ N. (27)

Отметим, что даже допустив возможность параметра 𝑎 принимать нулевое значение,
интегралы в последних соотношениях в отличие от рационального случая существу-
ют при любом значении параметра 𝛾 > 0 при выполнении условия 𝑛+ 1 > 𝛾/2.
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Представляет интерес исследовать асимптотическое поведение интеграла (27) при
𝑛 → ∞ когда параметр 𝛾 ∈ (0,+∞) ∖ N. Воспользуемся методом Лапласа [15]–[17].
Представим последний интеграл в виде

𝜀2𝑛 =
1

2𝛾−1

∫︁ 1

𝑎

(︂
1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

𝑒2𝑛𝑆(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑆(𝑡) = ln 𝑡.

Функция 𝑆(𝑡) возрастает при 𝑡 ∈ (0, 1) поскольку 𝑆′(𝑡) = 1/𝑡 > 0 и, значит, достигает
максимального значения при 𝑡 = 1. Используя разложение 𝑆(𝑡) = 𝑡 − 1 + 𝑜(𝑡 − 1),
справедливое при 𝑡→ 1, а также учитывая, что

𝑓(𝑡) =
(︂

1− 𝑡2

𝑡

)︂𝛾−1

= 2𝛾−1(1− 𝑡)𝛾−1 + 𝑜((1− 𝑡)𝛾−1), 𝑡→ 1,

находим, что при малом 𝜀 > 0 и 𝑛→∞

𝜀2𝑛 ∼
∫︁ 1

1−𝜀
(1− 𝑡)𝛾−1𝑒2(𝑡−1)𝑛 𝑑𝑡.

Выполнив в последнем интеграле замену 2(1− 𝑡)𝑛 ↦→ 𝑡, окончательно получим

𝜀2𝑛 ∼
1

(2𝑛)𝛾

∫︁ 2𝑛𝜀

0

𝑡𝛾−1𝑒−𝑡 𝑑𝑡 ∼ Γ(𝛾)
(2𝑛)𝛾

, 𝑛→∞,

где Γ(𝛾) – гамма-функция Эйлера.
Последнее соотношение есть асимптотическая оценка равномерных приближений

функции (4) при условиях на меру в формулировке теоремы 2 частичными суммами
ряда Фурье по системе полиномов Чебышева первого рода. Значение этой оценки
в том, что здесь имеются точные константы.

3. Асимптотика мажоранты равномерных приближений функций ̂︀𝜎(𝑥).
Выше нами были найдены оценки поточечных и равномерных приближений функ-
ций (4) частичными суммами (1) при определенных условиях на меру 𝜎(𝑡), 𝑡 ∈ supp𝜎.
Представляет интерес нахождение асимптотического выражения правой части оцен-
ки (22) при 𝑛→∞. Справедлива

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда при 𝑛 → ∞ для
величины 𝜀*2𝑛(𝛼), определяемой соотношением (23), справедливы следующие асимп-
тотические равенства:

𝜀*2𝑛(𝛼) ∼

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(︂
𝛽

2𝑛

)︂𝛾
Γ(𝛾) +

𝐴𝛾

2
𝐴− 𝛽

𝛽𝑛(
√

1−𝐴2)𝛾

(︂
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽

)︂𝑛
, 0 6 𝑎 6 𝛼 < 1,(︂

𝛽

2𝑛

)︂𝛾
Γ(𝛾), 0 6 𝛼 6 𝑎 < 1,

(28)

где 𝛽 = (1− 𝛼2)/(1 + 𝛼2), 𝛼 ∈ [0, 1), 𝐴 = (1− 𝑎2)/(1 + 𝑎2).

Доказательство. Докажем вначале первое утверждение в (28). Будем искать
асимптотику 𝜀*2𝑛(𝛼), если значение параметра 𝛼 удовлетворяет условию 0 6 𝑎 6
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𝛼 < 1. Для решения поставленной задачи в интегралах 𝐼1(𝛼, 𝑛) и 𝐼2(𝛼, 𝑛) выполним
замену переменной по формуле

𝑡2 =
1− 𝑢

1 + 𝑢
, 𝑑𝑡 = − 𝑑𝑢

(1 + 𝑢)
√

1− 𝑢2
.

Тогда

𝐼1(𝛼, 𝑛) = 2𝛾−1𝛽

∫︁ 𝛽

0

𝑢𝛾−1

(1− 𝑢2)𝛾/2

(︂
𝛽 − 𝑢

𝛽 + 𝑢

)︂𝑛
𝑑𝑢

𝛽 + 𝑢
,

𝐼2(𝛼, 𝑛) = 2𝛾−1

∫︁ 𝐴

𝛽

𝑢𝛾

(1− 𝑢2)𝛾/2

(︂
𝑢− 𝛽

𝛽 + 𝑢

)︂𝑛
𝑑𝑢

𝛽 + 𝑢
, 𝐴 =

1− 𝑎2

1 + 𝑎2
.

Исследуем асимптотическое поведение при 𝑛→∞ каждого из интегралов. Для реа-
лизации поставленной задачи воспользуемся методом Лапласа [15]–[17]. Рассмотрим
интеграл 𝐼1(𝛼, 𝑛). Перепишем его в виде

𝐼1(𝛼, 𝑛) = 2𝛾−1𝛽

∫︁ 𝛽

0

𝑢𝛾−1

(1− 𝑢2)𝛾/2
𝑒𝑛𝑆(𝑢) 𝑑𝑢

𝛽 + 𝑢
, 𝑆(𝑢) = ln

𝛽 − 𝑢

𝛽 + 𝑢
.

Функция 𝑆(𝑢), 0 < 𝑢 < 𝛽, 0 < 𝛽 < 1, убывает на отрезке [0, 𝛽], поскольку 𝑆′(𝑢) =
−2𝛽/(𝛽2 − 𝑢2) < 0, а значит, имеет имеет строгий максимум в точке 𝑢 = 0. Исполь-
зуя разложение 𝑆(𝑢) = −2𝑢/𝛽 + 𝑜(𝑢), справедливое при 𝑢 → 0, а также учитывая
асимптотическое равенство

𝑢𝛾−1

(1− 𝑢2)𝛾/2(𝛽 + 𝑢)
∼ 𝑢𝛾−1

𝛽
, 𝑢→ 0,

находим, что при малом 𝜀 > 0 и 𝑛→∞

𝐼1(𝛼, 𝑛) ∼ 2𝛾−1

∫︁ 𝜀

0

𝑢𝛾−1𝑒−2𝑢𝑛/𝛽 𝑑𝑢.

В последнем интеграле выполним замену переменной по формуле 2𝑢𝑛/𝛽 ↦→ 𝑢. Тогда

𝐼1(𝛼, 𝑛) ∼ 1
2

(︂
𝛽

𝑛

)︂𝛾 ∫︁ 2𝑛𝜀/𝛽

0

𝑢𝛾−1𝑒−𝑢 𝑑𝑢 ∼ 1
2

(︂
𝛽

𝑛

)︂𝛾
Γ(𝛾), 𝑛→∞, (29)

где Γ(𝛾) – гамма-функция Эйлера.
Займемся теперь интегралом 𝐼2(𝛼, 𝑛). Замена 𝑢 = cos 𝜃 приведет его к виду

𝐼2(𝛼, 𝑛) = 2𝛾−1

∫︁ arccos 𝛽

arccos𝐴

cos𝛾 𝜃 sin1−𝛾 𝜃

𝛽 + cos 𝜃
𝑒𝑛𝑆(𝜃) 𝑑𝜃, 𝑆(𝜃) = ln

cos 𝜃 − 𝛽

cos 𝜃 + 𝛽
.

Функция 𝑆(𝜃), 0 < 𝜃 < arccos𝛽, 0 < 𝛽 < 1, убывает на отрезке [arccos𝐴, arccos𝛽],
поскольку 𝑆′(𝜃) = −2𝛽 sin 𝜃/(cos2 𝜃 − 𝛽2) < 0, а значит, имеет имеет строгий макси-
мум в точке 𝜃 = arccos𝐴. Используя разложения

cos𝛾 𝜃 sin1−𝛾 𝜃

𝛽 + cos 𝜃
=
𝐴𝛾(

√
1−𝐴2 )1−𝛾

𝛽 +𝐴
+𝑂(𝜃 − arccos𝐴),

𝑆(𝜃) = ln
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽
− 2𝛽

√
1−𝐴2

𝐴2 − 𝛽2
(𝜃 − arccos𝐴) + 𝑜((𝜃 − arccos𝐴)),
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справедливые при 𝜃 → arccos𝐴, находим, что при малом 𝜀 > 0 и 𝑛→∞

𝐼2(𝛼, 𝑛) ∼ 2𝛾−1𝐴𝛾(
√

1−𝐴2 )1−𝛾

𝛽 +𝐴

(︂
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽

)︂𝑛 ∫︁ arccos𝐴+𝜀

arccos𝐴

𝑒𝜓(𝜃,𝛽,𝑎) 𝑑𝜃,

где 𝜓(𝜃, 𝛽, 𝑎) = −2𝛽𝑛
√

1−𝐴2 (𝜃−arccos𝐴)/(𝐴2−𝛽2). Положив в последнем интегра-
ле 𝜃− arccos𝐴 ↦→ 𝜃, а затем выполнив замену 2𝛽𝑛𝜃

√
1−𝐴2/(𝐴2 − 𝛽2) ↦→ 𝜃, получим

𝐼2(𝛼, 𝑛) ∼
(︂
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽

)︂𝑛 2𝛾−2𝐴𝛾(𝐴− 𝛽)
𝛽𝑛(

√
1−𝐴2 )𝛾

∫︁ 𝜙(𝑛,𝜀)

0

𝑒−𝜃 𝑑𝜃,

где 𝜙(𝑛, 𝜀) = 2𝛽𝑛
√

1−𝐴2 𝜀/(𝐴2 − 𝛽2) → +∞ при 𝑛→∞. Отсюда следует, что

𝐼2(𝛼, 𝑛) ∼ 2𝛾−2𝐴𝛾(𝐴− 𝛽)
𝛽𝑛(

√
1−𝐴2 )𝛾

(︂
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽

)︂𝑛
, 𝑛→∞. (30)

Подставляя (29) и (30) в (22), приходим к первой асимптотике в соотношении (28).
Второе асимптотическое равенство в (28) устанавливается аналогичным образом.

Теорема 3 доказана.

Представляет интерес минимизировать правую часть соотношения (28) посред-
ством выбора оптимального для этой задачи параметра 𝛽 = 𝛽*, другими словами,
искать оценку наилучшего равномерного приближения функций (4) в условиях на
меру 𝜎(𝑡) частичными суммами рационального ряда Фурье (4). Положим

𝜀2𝑛 = inf
𝛼∈[0,1)

𝜀2𝑛(𝛼), 𝜀*2𝑛 = inf
𝛼∈[0,1)

𝜀*2𝑛(𝛼).

Теорема 4. В условиях теоремы 2 справедливы соотношения
1) 𝜀*2𝑛 ∼ (𝐴𝛾/2)𝛾Γ(𝛾)(ln𝑛/𝑛2)𝛾 , 𝑛→∞,
2) 𝜀2𝑛 ∼ 𝜀*2𝑛 , 𝑛→∞, 𝑛 – четное.

Доказательство. Докажем вначале первое утверждение теоремы. Для этого
в соотношении (28) положим

𝛽* =
𝐴𝛾 ln𝑛
𝑛

. (31)

В этом случае

𝜀*2𝑛(𝛼
*) =

(︂
𝐴𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾
+ 𝑜

(︂(︂
𝐴𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾)︂
, 𝑛→∞, (32)

где 𝛼* =
√︀

(1− 𝛽*)/(1 + 𝛽*) . Покажем, что именно при 𝛽 = 𝛽* выражение 𝜀*2𝑛(𝛼)
имеет асимптотически минимальное значение. Зафиксируем 𝛿 > 0. С одной сто-
роны, при 𝛽+ = (𝛾 + 𝛿) ln𝑛/𝑛, 𝛼+ =

√︀
(1− 𝛽+)/(1 + 𝛽+) и достаточно больших 𝑛

в соотношении (28) найдем

𝜀*2𝑛(𝛼
+) =

(︂
𝐴(𝛾 + 𝛿)

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾
+ 𝑜

(︂(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾)︂
=

(︂
𝐴𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾(︂
1 +

𝛿

𝛾

)︂𝛾
+ 𝑜

(︂(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾)︂
, 𝑛→∞.
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Из последнего соотношения следует, что при достаточно больших 𝑛 будет

𝜀*2𝑛(𝛼
+) > 𝜀*2𝑛(𝛼

*). (33)

С другой стороны, при 𝛽− = 𝐴(𝛾 − 𝛿) ln(𝑛)/𝑛 исследуем второе слагаемое в (28).
Имеем

𝜂(𝛾, 𝑛) =
𝐴𝛾

2
𝐴− 𝛽

𝛽𝑛(
√

1−𝐴2)𝛾

(︂
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽

)︂𝑛 ⃒⃒⃒⃒
𝛽=𝛽−

∼ 𝐶1,𝛾

𝑛2(𝛾−𝛿) ln𝑛
, 𝑛→∞,

где 𝐶1,𝛾 – величина, зависящая от 𝛾 и не зависящая от 𝑛. Отсюда находим, что

𝜀*2𝑛(𝛼
*)

𝜂(𝛾, 𝑛)
= 𝐶2,𝛾

(ln𝑛)𝛾

𝑛2𝛿
+ 𝐶3,𝛾

1
𝑛2𝛿

→ 0, 𝑛→∞,

где 𝐶2,𝛾 и 𝐶3,𝛾 – величины, также зависящие от 𝛾 и не зависящие от 𝑛. Последнее
соотношение означает, что

𝜀*2𝑛(𝛼
*) = 𝑜(𝜂(𝛾, 𝑛)), 𝑛→∞.

И, следовательно, при 𝛽 = 𝛽− второе слагаемое в (28) достаточно велико при 𝑛→∞,
а, значит, при достаточно больших 𝑛 будет

𝜀*2𝑛(𝛼
−) > 𝜀*2𝑛(𝛼

*). (34)

Из (33) и (34) находим, что

𝜀*2𝑛 = inf
𝛼∈(0,1]

𝜀*2𝑛(𝛼) = 𝜀*2𝑛(𝛼
*) =

(︂
𝐴𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾
+ 𝑜

(︂(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾)︂
,

𝛼* =

√︃
1− 𝛽*

1 + 𝛽*
, 𝑛→∞,

(35)

где 𝛽* из (31). Первое утверждение теоремы доказано.
Докажем второе утверждение теоремы. Воспользуемся точностью оценки (21)

при четном 𝑛 в точке 𝑥 = 0. В этом случае приближения определяются соотноше-
нием (25). Выполнив в его правой части уже известную замену переменной

𝑡 =

√︂
1− 𝑢

1 + 𝑢
, 𝑑𝑡 = − 𝑑𝑢

(1 + 𝑢)
√

1− 𝑢2
,

придем к выражению

|𝜀2𝑛(0, 𝛼)| = 𝛽

∫︁ 𝐴

0

𝑢𝛾−1

(1− 𝑢2)𝛾/2

(︂
𝛽 − 𝑢

𝛽 + 𝑢

)︂𝑛
𝑑𝑢

𝛽 + 𝑢
, 𝐴 =

1− 𝑎2

1 + 𝑎2
.

Применяя к последнему интегралу уже известные приемы исследования асимпто-
тического поведения, получим

|𝜀2𝑛(0, 𝛼)| ∼
(︂
𝛽

2𝑛

)︂𝛾
Γ(𝛾) +

𝐴𝛾−1

2
𝐴− 𝛽

𝑛(
√

1−𝐴2 )𝛾

(︂
𝐴− 𝛽

𝐴+ 𝛽

)︂𝑛
, 𝑛→∞.
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Положив в правой части найденного асимптотического равенства значения пара-
метра 𝛽 = 𝛽* из (31), легко получить, что

|𝜀2𝑛(0, 𝛼*)| =
(︂
𝐴𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾
+𝑂

(︂
1

𝑛2𝛾+1

)︂
, 𝑛→∞.

Сравнив полученное выражение с правой частью равенств (35), заключаем, что при
четном 𝑛 оценка равномерных приближений асимптотически достижима в точке
𝑥 = 0. Таким образом, второе утверждение теоремы 4 также доказано.

Замечание 2. Из теоремы 4 следует, что оптимальный параметр 𝛼* зависит
от 𝑛 и 𝛼* → 1 при 𝑛 → ∞. Следовательно, для любого 0 6 𝑎 < 1 при достаточно
большом 𝑛 будет выполняться соотношение 0 6 𝑎 < 𝛼𝑛 < 1, т.е. будет иметь место
только первая асимптотика в теореме 3.

Замечание 3. Из теоремы 4 следует, что для равномерных приближений функ-
ции (4) при условии 𝑑𝜎(𝑡) = 𝜙(𝑡) 𝑑𝑡 и 𝜙(𝑡) ≍ 𝑡𝛾 , 0 < 𝛾 < 2, частичными суммами ряда
Фурье по системе рациональных дробей Чебышева–Маркова справедливо асимпто-
тическое выражение

lim sup
𝑛→∞

(︂
𝑛2

ln𝑛

)︂𝛾
𝜀2𝑛 =

(︂
𝐴𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾).

Аналогичная оценка содержится в [9] при условии двух геометрически различных
полюсов у аппроксимирующей функции. Однако она получена при исследовании
приближений функций Маркова частичными суммами рядов Фурье по системе ра-
циональных функций, введенных Джрбашяном и Китбаляном [11], [12], которая
является отличной от рассматриваемой нами.

4. Аппроксимация степенной функции. Многие элементарные функции
можно представить в виде комбинаций функций Маркова. В данном пункте рас-
смотрим пример такой функции и в качестве следствия теоремы 4 найдем точную
константу и порядок ее приближений частичными суммами рядов Фурье по системе
рациональных дробей Чебышева–Маркова.

Рассмотрим функцию 𝑓(𝑧) = 𝑧𝛾 , 𝛾 ∈ (0,+∞)∖N. Она является голоморфной в об-
ласти C∖ [0,+∞). Стандартное применение интегральной формулы Коши приводит
к соотношению

𝑧𝛾 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐷

𝜉𝛾

𝜉 − 𝑧
𝑑𝜉, 𝑧 ∈ 𝐷,

где 𝐷 – круг радиуса 𝑑 > 1 с центром в начале координат и разрезом по отрезку
[0, 𝑑]. Из последней формулы легко получить (см. [3], [13]), что при |𝑧| < 𝑑, 𝑧∈ (0, 𝑑),
справедливо равенство

cos
𝜋𝛾

2
𝑧𝛾 = ̂︀𝜇1(𝑧) + 𝑔(𝑧),

где ̂︀𝜇1(𝑧) = − sin𝜋𝛾
𝜋

∫︁ 𝑑

0

𝑡𝛾+1

𝑡2 + 𝑧2
𝑑𝑡, 𝑔(𝑧) =

1
2𝜋𝑖

∫︁
|𝜉|=𝑑

𝜉𝛾+1

𝜉2 + 𝑧2
𝑑𝜉.

Функция ̂︀𝜇1(𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1] есть функция, которая удовлетворяет условию теоремы 4.
Поэтому

𝜀2𝑛(̂︀𝜇1(𝑥)) ∼
sin𝜋𝛾
𝜋

(︂
𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾)

(︂
ln𝑛
𝑛2

)︂𝛾
, 0 < 𝛾 < 2, 𝑛→∞.
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Функция 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1], аналитическая на отрезке [−1, 1]. Согласно хорошо извест-
ному результату Бернштейна [14], порядок полиномиальной аппроксимации анали-
тических функций является экспоненциальным, т.е. существуют константы 𝑀 > 0,
0 < 𝐶 < 1 такие, что

𝜀2𝑛(𝑔(𝑥), [−1, 1]) 6 𝑀𝐶𝑛.

Таким образом, функция 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1], не влияет на порядок приближения функ-
ции |𝑥|𝛾 , 𝑥 ∈ [−1, 1]. Другими словами,

𝜀2𝑛

(︂
cos

𝜋𝛾

2
|𝑥|𝛾

)︂
= 𝜀2𝑛(̂︀𝜇1(𝑥)) + 𝑜(𝜀2𝑛(̂︀𝜇1(𝑥))), 𝑛→∞.

Следовательно, справедливо

Следствие 2 (Аппроксимация функции |𝑥|𝛾 , 0 < 𝛾 < 2). Для любого фиксиро-
ванного 𝛾 , 0 < 𝛾 < 2, и четного 𝑛 справедливо соотношение

lim sup
𝑛→∞

(︂
𝑛2

ln𝑛

)︂𝛾
𝜀2𝑛(|𝑥|𝛾 , [−1, 1]) =

2
𝜋

sin
𝜋𝛾

2

(︂
𝛾

2

)︂𝛾
Γ(𝛾).

В частности, при 𝛾 = 1 находим

lim sup
𝑛→∞

𝑛2

ln𝑛
𝜀2𝑛(|𝑥|, [−1, 1]) =

1
𝜋
.

Данная асимптотическая оценка получена ранее в [10].
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