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и кусочно-полиномиальными приближениями
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Ранее вторым из авторов было показано, что в периодическом случае ско-
рость наилучших равномерных рациональных приближений функции хорошо
описывается с помощью скоростей наилучших равномерных кусочно-полиноми-
альных приближений самой функции и ее сопряженной. В настоящей работе
аналогичный результат получен для отрезка.
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1. Введение. Основной результат. Ранее вторым из авторов [1] было пока-
зано, что в периодическом случае скорость наилучших равномерных рациональных
приближений функции хорошо описывается с помощью скоростей наилучших равно-
мерных кусочно-полиномиальных приближений самой функции и ее сопряженной.
В настоящей работе аналогичный результат получен для отрезка.

Через 𝐿∞(𝐴) и 𝐶(𝐴) обозначим соответственно банаховы пространства действи-
тельных существенно ограниченных и непрерывных функций на отрезке 𝐴⊂R. При
этом нормы для 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝐴) и 𝑔 ∈ 𝐶(𝐴) вводятся стандартно. Именно,

‖𝑓‖∞ = ‖𝑓‖𝐿∞(𝐴) = ess sup
𝑥∈𝐴

|𝑓(𝑥)|,

‖𝑔‖𝐶(𝐴) = ‖𝑔‖𝐿∞(𝐴) = max
𝑥∈𝐴

|𝑔(𝑥)|.

Для 0<𝑝<∞ через 𝐿𝑝(𝐴) обозначим пространство Лебега измеримых функций 𝑔
на 𝐴 таких, что |𝑔|𝑝 суммируема на 𝐴. Пространство 𝐿𝑝(𝐴) является квазибанахо-
вым (банаховым при 1 6 𝑝 <∞) относительно квазинормы

‖𝑔‖𝑝 = ‖𝑔‖𝐿𝑝(𝐴) =
(︂∫︁

𝐴

|𝑔(𝑥)|𝑝 𝑑𝑥
)︂1/𝑝

.

Пусть 𝒫𝑛, 𝑛 ∈ N0 := N ∪ {0}, – множество алгебраических многочленов степени
не более 𝑛. Через ℛ𝑛 обозначим множество алгебраических рациональных функций
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степени не более 𝑛. Именно, 𝑟 ∈ ℛ𝑛, если 𝑟 = 𝑝/𝑞, где 𝑝 и 𝑞 принадлежат 𝒫𝑛, 𝑞 ̸≡ 0
и дробь 𝑝/𝑞 несократимая.

Для 𝑛, 𝑠 ∈ N через Π𝑠
𝑛 = Π𝑠

𝑛(𝐴) обозначим множество кусочно-полиномиальных
функций, определенных на 𝐴, степени не выше 𝑠− 1 с не более чем 𝑛 узлами. Имен-
но, 𝜙 ∈ Π𝑠

𝑛(𝐴), 𝐴 = [𝑎, 𝑏], если существуют точки 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑛 = 𝑏 такие,
что 𝜙|(𝑥𝑘,𝑥𝑘+1) ∈ 𝒫𝑠−1 при 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛− 1. При этом значения 𝜙(𝑥𝑘) выбираются
произвольно.

Для 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐴), 0 < 𝑝 6 ∞, определим наилучшие приближения множествами ℛ𝑛

и Π𝑠
𝑛 соответственно:

𝑅𝑛(𝑔)𝑝 = inf{‖𝑔 − 𝑟‖𝑝 : 𝑟 ∈ ℛ𝑛},
𝐸(𝑠)

𝑛 (𝑔)𝑝 = inf{‖𝑔 − 𝜙‖𝑝 : 𝜙 ∈ Π𝑠
𝑛}.

Для 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐴), 0 < 𝑝 6 ∞, введем ∆𝑠
ℎ𝑔(𝑥) – 𝑠-ю конечную разность с шагом ℎ:

∆1
ℎ𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑥+ ℎ)− 𝑔(𝑥),

∆𝑠
ℎ𝑔(𝑥) = ∆1

ℎ(∆𝑠−1
ℎ 𝑔(𝑥)), 𝑠 > 2,

где 𝑥 ∈ 𝐴 и ℎ > 0 такие, что 𝑥 + 𝑠ℎ ∈ 𝐴. Тогда 𝐿𝑝-модулем гладкости порядка 𝑠
функции 𝑔 называется следующая ее характеристика:

𝜔𝑠(𝑡, 𝑔)𝑝 = sup
06ℎ6𝑡

‖∆𝑠
ℎ𝑔( · )‖𝐿𝑝(𝐴ℎ𝑠), 𝑡 > 0, (1.1)

где 𝐴ℎ𝑠 – множество определения функции 𝑥 ↦→ ∆𝑠
ℎ𝑔(𝑥).

Далее, полагаем 𝐼 := [−1, 1]. Для 𝛼 > 0 и 𝑝 ∈ (0,∞) определим (см., например, [2])
пространство Бесова 𝐵𝛼

𝑝 = 𝐵𝛼
𝑝 (𝐼) функций 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝐼), для которых при 𝑠 = [𝛼] + 1

([𝛼] – целая часть числа 𝛼)

‖𝑔‖𝐵𝛼
𝑝

:=
(︂∫︁ 1

0

(︂
𝜔𝑠(𝑡, 𝑔)𝑝

𝑡𝛼

)︂𝑝
𝑑𝑡

𝑡

)︂1/𝑝

<∞.

В дальнейшем наиболее существенную роль играет пространство 𝐵𝛼
1/𝛼, 𝛼> 1. От-

метим, что если 𝑔 ∈ 𝐵𝛼
1/𝛼 при 𝛼 > 1, то 𝑔 почти всюду на 𝐼 совпадает с некоторой

непрерывной функцией. Это утверждение является следствием [2; гл. 12, теоре-
ма 6.5]. Поэтому будем считать, что все функции из 𝐵𝛼

1/𝛼, 𝛼 > 1, непрерывны.
Пусть функция 𝑔(𝑥) определена на отрезке 𝐼 и интегрируема на нем с весом

1/
√

1− 𝑥2. Тогда ̂︀𝑔(𝑥) – функция, сопряженная 𝑔(𝑥), – определяется следующим
образом:

̂︀𝑔(𝑥) =
√

1− 𝑥2

𝜋

∫︁
𝐼

𝑔(𝑡)
𝑡− 𝑥

· 𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ 𝐼, (1.2)

где сингулярный интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Этот
интеграл можно рассматривать как преобразование Гильберта для отрезка (см.,
например, [3], [4]). Поэтому ̂︀𝑔(𝑥) определена почти для всех 𝑥 ∈ 𝐼.

Эквивалентность (i)⇔ (iii) из сформулированной ниже теоремы 1 получена ранее
вторым из авторов [5]. Основной результат настоящей статьи заключается в том,
что к условиям (i) и (iii) мы добавили еще одно эквивалентное условие (ii).
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Теорема 1. Пусть 𝛼 > 1, 𝑠 ∈ N ∩ (𝛼,∞) и 𝑔 ∈ 𝐶(𝐼). Тогда следующие условия
равносильны:

(i)
∞∑︁

𝑛=1

(𝑅𝑛(𝑔)∞)1/𝛼 <∞;

(ii)

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑛=1

(𝐸(𝑠)
𝑛 (𝑔)∞)1/𝛼 <∞,

∞∑︁
𝑛=1

(𝐸(𝑠)
𝑛 (̂︀𝑔)∞)1/𝛼 <∞;

(iii) 𝑔 ∈ 𝐵𝛼
1/𝛼.

2. О сопряженных функциях на отрезке и на торе. При формулировке
основного результата статьи – теоремы 1 – было естественным считать рассматрива-
емые функции действительными. При доказательстве некоторых вспомогательных
утверждений нам будет удобным считать функции комплексными, так как методы
теории функций комплексного переменного будут играть существенную роль.

Легко показать, см. также [4; формула (11.55)], что для любого 𝑥 ∈ (−1, 1) выпол-
няется равенство ∫︁

𝐼

1
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡√
1− 𝑡2

= 0. (2.1)

Поэтому сопряженную функцию ̂︀𝑔(𝑥) (см. (1.2)) можем представить в виде

̂︀𝑔(𝑥) =
√

1− 𝑥2

𝜋

∫︁
𝐼

𝑔(𝑡)− 𝑔(𝑥)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ 𝐼. (2.2)

Лемма 1. Пусть 𝑟 = 𝑝/𝑞 , где 𝑝 и 𝑞 принадлежат 𝒫𝑛 , 𝑛 ∈ N, причем 𝑞 не имеет
нулей на 𝐼 . Тогда

̂︀𝑟(𝑥) =
√

1− 𝑥2 · 𝜔(𝑥)
𝑞(𝑥)

, 𝑥 ∈ 𝐼,

где 𝜔 ∈ 𝒫𝑛−1 . Кроме того, для любого 𝑠 ∈ N имеет место равенство

̂︀𝑟(𝑠)(𝑥) = (1− 𝑥2)1/2−𝑠 · 𝜆(𝑥)
𝑞𝑠(𝑥)

, 𝑥 ∈ (−1, 1),

где 𝜆 ∈ 𝒫(𝑠+1)𝑛+𝑠−1 .

Доказательство. Первое утверждение немедленно следует из равенства (2.2).
Второе утверждение легко получить с помощью индукции. Лемма 1 доказана.

В связи с леммой 1 отметим статьи [6] и [7]. В них соответственно изучаются при-
ближения сопряженных функций на отрезке посредством функций вида

√
1− 𝑥2 𝑝(𝑥)

и 𝑝(𝑥), где 𝑝 ∈ 𝒫𝑛.
В дальнейшем считаем функцию 𝜆(𝑧) :=

√
1− 𝑧2 определенной на римановой

поверхности Θ, являющейся объединением области C ∖ 𝐼 и края 𝜕Θ. При этом
край 𝜕Θ состоит из двух экземпляров отрезка 𝐼: верхнего 𝐼+ и нижнего 𝐼−. Ветвь
𝜆(𝑧) выбирается таким образом, что 𝜆(𝑧) = −𝑖𝑧 + 𝑂(1/𝑧) при |𝑧| > 1. В частности,
𝜆(𝑥± 0 · 𝑖) = ±

√
1− 𝑥2 при 𝑥 ∈ 𝐼±.
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Лемма 2. Пусть функция 𝑔 аналитична в некоторой односвязной области, со-
держащей отрезок 𝐼 . Тогда

̂︀𝑔(𝑥) =
√

1− 𝑥2

2𝜋

∫︁
Γ

𝑔(𝑡)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ 𝐼,

где Γ – любая замкнутая спрямляемая жорданова кривая, лежащая в указанной
односвязной области и охватывающая отрезок 𝐼 . При этом интегрирование про-
водится в положительном направлении относительно внешности Γ.

Доказательство. С учетом сказанного выше о функции 𝜆(𝑧) из равенства (2.2)
находим

̂︀𝑔(𝑥) =
√

1− 𝑥2

2𝜋

∫︁
𝜕Θ

𝑔(𝑡)− 𝑔(𝑥)
𝑡− 𝑥

𝑑𝑡√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ 𝐼. (2.3)

В этом интеграле точка 𝑥 является устранимой особой точкой. Поэтому согласно
теореме Коши для двусвязной области интегрирование в (2.3) по 𝜕Θ можно заменить
интегрированием по Γ и затем полученный интеграл представить в виде

̂︀𝑔(𝑥) =
√

1− 𝑥2

2𝜋

[︂∫︁
Γ

𝑔(𝑡)
𝑡− 𝑥

· 𝑑𝑡√
1− 𝑡2

− 𝑔(𝑥)
∫︁

Γ

𝑑𝑡

(𝑡− 𝑥)
√

1− 𝑡2

]︂
.

Второй интеграл в этом равенстве равен нулю, так как подынтегральная функция
аналитична в C ∖ 𝐼 и имеет в бесконечности нуль второго порядка. Лемма 2 дока-
зана.

В теории функций более известна сопряженная функция на торе T = [0, 2𝜋), чем
на отрезке 𝐼. Именно, сопряженная функция 𝑓 для 𝑓 ∈ 𝐿1(T) определяется следу-
ющим образом: ̃︀𝑓(𝜃) =

1
2𝜋

∫︁
T
𝑓(𝜏) ctg

𝜃 − 𝜏

2
𝑑𝜏, 𝜃 ∈ T,

где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Как известно [3],̃︀𝑓(𝜃) существует почти для всех 𝜃 ∈ T.
В следующей лемме 3 устанавливается связь между сопряженными функциями̂︀𝑔 и ̃︀𝑓 . При этом для 𝑡 ∈ R мы полагаем sign 𝑡 = 1 при 𝑡 > 0, sign 𝑡 = −1 при 𝑡 < 0 и

sign 0 = 0.

Лемма 3. Пусть функция 𝑔(𝑥) определена на отрезке 𝐼 , интегрируема на нем
с весом 1/

√
1− 𝑥2 и 𝑓(𝜃) = 𝑔(cos 𝜃), 𝜃 ∈ T. Тогда почти всюду на T имеет место

равенство ̂︀𝑔(cos 𝜃) = ̃︀𝑓(𝜃) · sign(sin 𝜃).

Доказательство легко осуществить с помощью замены 𝑥 = cos 𝜃 и 𝑡 = cos 𝜏 в
формуле (1.2) для ̂︀𝑔(𝑥).

3. Неравенство типа Сегё для производных рациональной функции на
отрезке. Обзор по неравенствам Бернштейна и Сегё для производных тригоно-
метрических многочленов, а также их обобщений для тригонометрических рацио-
нальных функций имеется в [8]. При этом под неравенством Сегё мы подразуме-
ваем неравенство для производной сопряженного тригонометрического многочлена.
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В работе [7] получено неравенство типа Сегё для производных сопряженного алгеб-
раического многочлена.

Далее через 𝑐, 𝑐1, 𝑐2, . . . обозначаем либо абсолютные положительные постоянные,
либо некоторые положительные величины, зависящие от указанных параметров.

Для 𝑟 ∈ ℛ𝑛 ∩ 𝐶(𝐼), 𝑛 ∈ N0, и 𝑠 ∈ N справедливо следующее неравенство типа
Бернштейна:

‖𝑟(𝑠)‖𝐿1/𝑠(𝐼) 6 𝑐(𝑠)𝑛𝑠‖𝑟‖𝐶(𝐼). (3.1)

Это неравенство получено для 𝑠 = 1 Долженко, а для 𝑠 > 2 – вторым из авторов
(см. [8]–[10]). В следующей теореме 2 приводится неравенство типа Сегё, соответ-
ствуюшее (3.1).

Теорема 2. Пусть 𝑟 ∈ ℛ𝑛 , 𝑛 ∈ N0 , не имеет полюсов на 𝐼 . Тогда для 𝑠 ∈ N
справедливо неравенство

‖̂︀𝑟(𝑠)‖𝐿1/𝑠(𝐼) 6 𝑐(𝑠)𝑛𝑠‖𝑟‖𝐶(𝐼).

Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся вспомогательные понятия и ут-
верждения.

Пусть точки 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛 (среди них могут быть совпадающие) принадлежат
области |𝜔| > 1. Определим произведение Бляшке

𝑏𝑛(𝜔) =
𝑛∏︁

𝑘=1

𝜔 − 𝜔*𝑘
1− 𝜔 *𝑘𝜔

, 𝜔*𝑘 :=
1
𝜔𝑘

.

с нулями 𝜔*1 , 𝜔*2 , . . . , 𝜔*𝑛 и, соответственно, с полюсами 𝜔1, 𝜔2, . . . , 𝜔𝑛.
Введем функцию 𝜔 = 𝜙(𝑧) = 𝑧 + 𝑖

√
1− 𝑧2, определенную на римановой поверх-

ности Θ (см. п. 2), обратную функции Жуковского 𝑧 = (𝜔 + 1/𝜔)/2. Отметим, что
согласно указанному в п. 2 выбору ветви

√
· · · имеем

𝜙(Θ) = {𝜔 : |𝜔| > 1}.

Для точек 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 из области C ∖ 𝐼 положим 𝜔𝑘 = 𝜙(𝑧𝑘), 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛, и

𝐵𝑛(𝑧) = 𝑏𝑛(𝜙(𝑧)), 𝑧 ∈ Θ.

Тогда 𝐵𝑛(𝑧) мероморфна в области C ∖ 𝐼 и непрерывна на римановой поверхности Θ,
за исключением точек 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛, которые являются ее полюсами (каждый полюс
выписан столько раз, какова его кратность) и |𝐵𝑛(𝑧)| = 1 при 𝑧 ∈ 𝜕Θ.

В дальнейшем для спрямляемой кривой Γ ⊂ C через |Γ| обозначаем ее длину.
Пусть 𝐾 и 𝑀 – непустые множества в C. Через 𝜌(𝐾,𝑀) обозначаем расстояние
между 𝐾 и 𝑀 , т.е.

𝜌(𝐾,𝑀) = inf{|𝑧 − 𝜁| : 𝑧 ∈ 𝐾, 𝜁 ∈ 𝑀}.

Для 𝑧 ∈ C полагаем 𝜌(𝑧,𝑀) = 𝜌({𝑧},𝑀). Через 𝜕𝐾 обозначаем границу множе-
ства 𝐾. Различные варианты следующей леммы 4 имеются в работах второго из
авторов [11], Данченко [12] и Дынькина [13] (смотрите также обзор [8]).

Лемма 4. Пусть 𝐵𝑛(𝑧) – построенная выше мероморфная функция. Тогда су-
ществует замкнутое множество Φ ⊂ C ∖ 𝐼 , состоящее из не более чем 𝑛 компо-
нент и удовлетворяющее следующим условиям:
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(i) Φ ⊃ {𝑧 ∈ C ∖ 𝐼 : |𝐵𝑛(𝑧)| > 2};
(ii) каждая компонента Φ содержит, по крайне мере, один полюс 𝐵𝑛(𝑧);
(iii) граница каждой компоненты Φ является кусочно-гладкой жордановой кри-

вой;
(iv) 𝜕Φ =

⋃︀𝑙
𝑗=1 Γ𝑗 , где 𝑙 6 𝑐1𝑛, а Γ𝑗 – простые кусочно-гладкие кривые, которые

могут пересекаться, разве лишь, по концевым точкам;
(v) для каждого 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑙 имеют место неравенства

𝑐2𝜌(Γ𝑗 , 𝐼) 6 |Γ𝑗 | 6 𝜌(Γ𝑗 , 𝐼), max{𝜌(𝑡, 𝐼) : 𝑡 ∈ Γ𝑗} 6 1.

Лемма 5. Пусть 𝜃 ∈ [0, 1], 0 < 𝛽 < 𝛾 <∞ и 𝑡 ∈ C ∖ 𝐼 такое, что 𝜌(𝑡, 𝐼) =: 𝜌 6 1.
Тогда ∫︁

𝐼

𝑑𝑥

(1− 𝑥2)𝜃−𝛽 |𝑡− 𝑥|1−𝜃+𝛾
6 𝑐 · |1− 𝑡2|𝛽

𝜌𝛾
, 𝑐 = 𝑐(𝜃, 𝛽, 𝛾) > 0. (3.2)

Доказательство. Интеграл в неравенстве (3.2) обозначим через 𝑆, а подынте-
гральную функцию – через 𝜔(𝑥). Рассмотрим сначала случай 𝜃 6 𝛽. Введем мно-
жества

𝐴𝑘 = {𝑥 ∈ 𝐼 : 2𝑘𝜌 6 |𝑡− 𝑥| < 2𝑘+1𝜌}, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑘0,

где 𝑘0 – максимальное 𝑘 ∈ N0, для которого 𝐴𝑘 ̸= ∅.
Для любых 𝐴𝑘 и 𝑥 ∈ 𝐴𝑘 легко найти, что 1 − 𝑥2 6 |1 − 𝑡2| + 3 · 2𝑘+1𝜌. С учетом

определения множества 𝐴𝑘 и условия 𝜃 6 𝛽, получаем∫︁
𝐴𝑘

𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 6
(|1− 𝑡2|+ 3 · 2𝑘+1𝜌)𝛽−𝜃

(2𝑘𝜌)1−𝜃+𝛾
2𝑘+2𝜌 6 𝑐1

|1− 𝑡2|𝛽−𝜃

(2𝑘𝜌)𝛾−𝜃
+ 𝑐2

1
(2𝑘𝜌)𝛾−𝛽

.

Поскольку 𝛾 − 𝜃 > 0 и 𝛾 − 𝛽 > 0, то отсюда немедленно находим

𝑆 =
𝑘0∑︁

𝑘=0

∫︁
𝐴𝑘

𝜔(𝑥) 𝑑𝑥 6

[︂
𝑐3

(︂
𝜌

|1− 𝑡2|

)︂𝜃

+ 𝑐4

(︂
𝜌

|1− 𝑡2|

)︂𝛽]︂
· |1− 𝑡2|𝛽

𝜌𝛾
6 𝑐5

|1− 𝑡2|𝛽

𝜌𝛾
.

Здесь при получении последнего неравенства мы воспользовались тем, что

𝜌 6 |1− 𝑡2|. (3.3)

Таким образом, неравенство (3.2) доказано для 𝜃 6 𝛽.
Рассмотрим сейчас случай 𝜃 > 𝛽. Здесь мы воспользуемся следующим неравен-

ством для перестановок функций [14; теорема 378]. Пусть функции 𝑓 и 𝑔 неотри-
цательны и интегрируемы на отрезке 𝐼. Через 𝐹 и 𝐺 обозначим соответственно
убывающие на [0, 2] функции, равноизмеримые с 𝑓 и 𝑔. Тогда имеет место неравен-
ство ∫︁

𝐼

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 6
∫︁ 2

0

𝐹 (𝑦)𝐺(𝑦) 𝑑𝑦.

Пусть 𝑓(𝑥) = 1/(1− 𝑥2)𝜃−𝛽 и 𝑔(𝑥) = 1/|𝑡− 𝑥|1−𝜃+𝛾 . Несложно найти, что при 𝑦 ∈
(0, 2] для 𝐹 (𝑦) и 𝐺(𝑦) выполняются неравенства

𝐹 (𝑦) 6

(︂
2
𝑦

)︂𝜃−𝛽

, 𝐺(𝑦) 6

(︂
2√︀

𝑦2 + 4𝜌2

)︂1−𝜃+𝛾

.
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Следовательно,

𝑆 6
∫︁ +∞

0

(︂
2
𝑦

)︂𝜃−𝛽(︂
2√︀

𝑦2 + 4𝜌2

)︂1−𝜃+𝛾

𝑑𝑦. (3.4)

Через 𝑆1 и 𝑆2 обозначим соответственно вклады в интеграл из неравенства (3.4) по
участкам [0, 2𝜌] и [2𝜌,+∞). Оценим вклады 𝑆1 и 𝑆2:

𝑆1 6
∫︁ 2𝜌

0

(︂
2
𝑦

)︂𝜃−𝛽(︂
1
𝜌

)︂1−𝜃+𝛾

𝑑𝑦 =
2

1 + 𝛽 − 𝜃
· 1
𝜌𝛾−𝛽

,

𝑆2 6
∫︁ +∞

2𝜌

(︂
2
𝑦

)︂𝜃−𝛽

·
(︂

2
𝑦

)︂1−𝜃+𝛾

𝑑𝑦 =
2

𝛾 − 𝛽
· 1
𝜌𝛾−𝛽

.

Отсюда с учетом (3.3) и (3.4) получим (3.2) для 𝜃 > 𝛽. Лемма 5 доказана.

Доказательство теоремы 2. Если 𝑛 = 0, то ввиду (2.1), ̂︀𝑟(𝑥) = 0 при 𝑥 ∈ 𝐼 и
утверждение теоремы очевидно.

Пусть сейчас 𝑛 > 1. Не ограничивая общности, можем считать, deg 𝑟 = 𝑛 и
‖𝑟‖𝐶(𝐼) = 1. Пусть 𝑧1, 𝑧2, . . . , 𝑧𝑛 – полюсы рациональной функции 𝑟, выписанные
с учетом кратности. Положим 𝑅(𝑧) = 𝑟(𝑧)/𝐵𝑛(𝑧), где функция 𝐵𝑛(𝑧) определена
выше с использованием полюсов 𝑟. Очевидно, 𝑅(𝑧) аналитична в области C ∖ 𝐼,
непрерывна на Θ и |𝑅(𝑧)| 6 1 при 𝑧 ∈ 𝜕Θ. Из принципа максимума модуля аналити-
ческой функции находим, что |𝑟(𝑧)/𝐵𝑛(𝑧)| = |𝑅(𝑧)| 6 1 при 𝑧 ∈ Θ. Следовательно,

|𝑟(𝑧)| 6 2, 𝑧 ∈ 𝜕Φ, (3.5)

где Φ – множество из леммы 4.
Используя лемму 2, теорему Коши для многосвязной области и формулу Лейб-

ница, находим, что при надлежащей ориентации 𝜕Φ имеет место равенство

̂︀𝑟(𝑠)(𝑥) =
𝑠∑︁

𝜈=0

𝑠!
2𝜋𝜈!

· 𝑝𝑠𝜈(𝑥)
(1− 𝑥2)𝜈−1/2

∫︁
𝜕Φ

𝑟(𝑡) 𝑑𝑡
(𝑡− 𝑥)𝑠+1−𝜈

√
1− 𝑡2

, 𝑥 ∈ (−1, 1),

где 𝑝𝑠𝜈 – алгебраические многочлены степени 𝜈, зависящие лишь от 𝑠 и 𝜈. Поэтому,
воспользовавшись неравенством (3.5) и леммой 4 (iv), получим, что

|̂︀𝑟(𝑠)(𝑥)| 6 𝑐1(𝑠)
𝑠∑︁

𝜈=0

𝑙∑︁
𝑗=1

1
(1− 𝑥2)𝜈−1/2

∫︁
Γ𝑗

|𝑑𝑡|
|𝑡− 𝑥|𝑠+1−𝜈 |1− 𝑡2|1/2

, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Выберем произвольно точки 𝑡𝑗 ∈ Γ𝑗 и положим 𝜌𝑗 = 𝜌(𝑡𝑗 , 𝐼). Тогда из последнего
неравенства и леммы 4 (v) найдем, что

|̂︀𝑟(𝑠)(𝑥)| 6 𝑐2(𝑠)
𝑠∑︁

𝜈=0

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜌𝑗

(1− 𝑥2)𝜈−1/2|𝑡𝑗 − 𝑥|𝑠+1−𝜈 |1− 𝑡2𝑗 |1/2
, 𝑥 ∈ (−1, 1).

Следовательно,∫︁
𝐼

|̂︀𝑟(𝑠)(𝑥)|1/𝑠𝑑𝑥 6 𝑐2(𝑠)1/𝑠
𝑠∑︁

𝜈=0

𝑙∑︁
𝑗=1

𝜌
1/𝑠
𝑗

|1− 𝑡2𝑗 |1/2𝑠

∫︁
𝐼

𝑑𝑥

(1− 𝑥2)𝜈/𝑠−1/(2𝑠)|𝑡𝑗 − 𝑥|1−(𝜈−1)/𝑠
.

Остается воспользоваться леммой 5 и тем,что 𝑙 6 𝑐(𝑠)𝑛. Теорема 2 доказана.



СОПРЯЖЕННЫЕ ФУНКЦИИ 255

Теорема 3. Пусть 𝑟 ∈ ℛ𝑛 , 𝑛 ∈ N, не имеет полюсов на 𝐼 . Тогда

‖̂︀𝑟‖𝐶(𝐼) 6 𝑐𝑛‖𝑟‖𝐶(𝐼).

Доказательство. Поскольку ̂︀𝑟(−1) = 0 (см. лемму 1), то, используя теорему 2
при 𝑠 = 1, получим

‖̂︀𝑟‖𝐶(𝐼) 6 ‖̂︀𝑟 ′‖𝐿1(𝐼) 6 𝑐𝑛‖𝑟‖𝐶(𝐼).

Теорема 3 доказана.

4. Пространство Бесова и его описание с помощью наилучших кусочно-
полиномиальных алгебраических и тригонометрических приближений.
Пусть, как и в п. 2, T = [0, 2𝜋) – тор. Пространства 𝐶(T) и 𝐿𝑝(T), 0< 𝑝6∞, а также
нормы (или квазинормы) ‖ · ‖𝐶(T) и ‖ · ‖𝑝 = ‖ · ‖𝐿𝑝(T) в этих пространствах опреде-
ляются аналогично, как и в п. 1 для пространств 𝐶(𝐴) и 𝐿𝑝(𝐴).

Для 𝑛, 𝑠 ∈ N через Π𝑠
𝑛(T) обозначим множество алгебраических кусочно-полино-

миальных функций, определенных на T, степени не выше 𝑠 − 1 с не более чем 𝑛
узлами. Именно, 𝜙 ∈ Π𝑠

𝑛(T), если функция 𝜙 : R → R 2𝜋-периодична и 𝜙|[0,2𝜋] ∈
Π𝑠

𝑛([0, 2𝜋]).
Пусть 𝒯𝑛 – множество тригонометрических полиномов степени не выше 𝑛, 𝑛 ∈ N0.

Множества тригонометрических кусочно-полиномиальных функций Σ𝑠
𝑛(𝐴) и Σ𝑠

𝑛(T)
вводятся аналогично Π𝑠

𝑛(𝐴) и Π𝑠
𝑛(T) соответственно с заменой 𝒫𝑠−1 на 𝒯𝑠−1.

Для функции 𝑓 ∈𝐿𝑝(T), 0< 𝑝6∞, введем наилучшее приближение множествами
Π𝑠

𝑛(T) и Σ𝑠
𝑛(T) соответственно, т.е.

𝐸(𝑠)
𝑛 (𝑓)𝐿𝑝(T) = inf{‖𝑓 − 𝜙‖𝐿𝑝(T) : 𝜙 ∈ Π𝑠

𝑛(T)},

ℰ(𝑠)
𝑛 (𝑓)𝐿𝑝(T) = inf{‖𝑓 − 𝜓‖𝐿𝑝(T) : 𝜓 ∈ Σ𝑠

𝑛(T)}.

Пространство Бесова 𝐵𝛼
𝑝 (T) функций, определенных на T, вводится аналогич-

но тому, как определялось пространство 𝐵𝛼
𝑝 (𝐴) функций на отрезке 𝐴. Отличие

заключается лишь в том, что квазинорма в (1.1) вычисляется в 𝐿𝑝(T).
В следующей теореме 4 эквивалентность (i) ⇔ (ii) известна (см., например, [2]).

Основная цель этой части работы заключается в том, чтобы к условиям (i) и (ii)
добавить еще одно эквивалентное условие (iii).

Теорема 4. Пусть 𝛼 > 0, 0 < 𝑝 <∞, 1/𝜎 = 𝛼+ 1/𝑝, 𝑠 и 𝑙 из N такие, что 𝑠 > 𝛼
и 2𝑙 − 1 > 𝛼. Тогда следующие условия равносильны:

(i) 𝑓 ∈ 𝐵𝛼
𝜎 (T);

(ii)
∞∑︁

𝑛=1

1
𝑛

(𝑛𝛼𝐸(𝑠)
𝑛 (𝑓)𝐿𝑝(T))𝜎 <∞;

(iii)
∞∑︁

𝑛=1

1
𝑛

(𝑛𝛼ℰ(𝑙)
𝑛 (𝑓)𝐿𝑝(T))𝜎 <∞.

Ввиду сказанного выше для доказательства теоремы 4 достаточно получить экви-
валентность (ii) ⇔ (iii). Для этого нам понадобятся вспомогательные утверждения.



256 Т.С. МАРДВИЛКО, А.А. ПЕКАРСКИЙ

Лемма 6. Пусть 𝜔 ∈ 𝒯𝑙−1 , 𝑙 ∈ N, отрезок 𝐴 ⊂ [0, 2𝜋] и 0 < 𝑝 6 ∞. Тогда для
любых 𝑠,𝑚 ∈ N существует 𝜆 ∈ Π𝑠

𝑚(𝐴) такая, что

‖𝜔 − 𝜆‖𝐿𝑝(𝐴) 6
𝑐(𝑝, 𝑠, 𝑙)
𝑚𝑠

‖𝜔‖𝐿𝑝(𝐴).

Доказательство. Считаем 𝑙 > 2, так как случай 𝑙 = 1 очевиден. Пусть

𝜔(𝑡) =
𝑙−1∑︁

𝑗=−(𝑙−1)

𝑎𝑗𝑒
𝑖𝑗𝑡, 𝑎𝑗 ∈ C.

Положим

Γ = {𝑒𝑖𝑡 : 𝑡 ∈ 𝐴}, Ω(𝑧) =
𝑙−1∑︁

𝑗=−(𝑙−1)

𝑎𝑗𝑧
𝑗+𝑙−1.

Используя [15; лемма 2.5], находим, что для любого 𝜈 ∈N0 выполняется неравенство

|Ω(𝜈)(𝑧)| 6 𝑐1(𝜈, 𝑙)
|Γ|𝜈+1/𝑝

‖Ω‖𝐿𝑝(Γ), 𝑧 ∈ Γ. (4.1)

Поскольку ‖Ω‖𝐿𝑝(Γ) = ‖𝜔‖𝐿𝑝(𝐴), |Γ| = |𝐴| и 𝜔(𝑡) = 𝑒−𝑖(𝑙−1)𝑡Ω(𝑒𝑖𝑡), то из (4.1) следует,
что

|𝜔(𝑠)(𝑡)| 6 𝑐2(𝑠, 𝑙)
|𝐴|𝑠+1/𝑝

‖𝜔‖𝐿𝑝(𝐴), 𝑡 ∈ 𝐴.

Из последнего неравенства и [2; гл. 7, теорема 7.2] находим, что существует функция
𝜆 ∈ Π𝑠

𝑚(𝐴), для которой

|𝜔(𝑡)− 𝜆(𝑡)| 6 𝑐3(𝑠, 𝑙)
𝑚𝑠|𝐴|1/𝑝

‖𝜔‖𝐿𝑝(𝐴), 𝑡 ∈ 𝐴. (4.2)

Тем самым, лемма 6 доказана.

Лемма 7. Пусть отрезок 𝐴 ⊂ [0, 2𝜋] такой, что 0 < |𝐴| 6 𝜋 , функция 𝑓 непре-
рывно дифференцируема 2𝑙− 1 раз, 𝑙 ∈N, на 𝐴. Тогда для любого 𝑚 ∈N существует
𝜇 ∈

∑︀𝑙
𝑚(𝐴) такая, что

|𝑓(𝑡)− 𝜇(𝑡)| 6 𝑐(𝑙)
(︂
|𝐴|
𝑚

)︂2𝑙−1 2𝑙−1∑︁
𝑘=1

‖𝑓 (𝑘)‖𝐶(𝐴), 𝑡 ∈ 𝐴. (4.3)

Доказательство. Пусть 𝐴 = [𝛼, 𝛽], где 0 6 𝛼 < 𝛽 6 2𝜋 и 𝛽 − 𝛼 6 𝜋. Положим

Γ = {𝑧 = 𝑒𝑖𝑡 : 𝛼 6 𝑡 6 𝛽}, 𝐹 (𝑧) = 𝐹 (𝑒𝑖𝑡) = (𝑒𝑖𝑡)𝑙−1𝑓(𝑡), 𝛼 6 𝑡 6 𝛽.

Применим формулу Тейлора с остаточным членом в интегральной форме. Для 𝑧 ∈ Γ
находим

𝐹 (𝑧)−
2𝑙−2∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(𝑒𝑖𝛼)
𝑘!

(𝑧 − 𝑒𝑖𝛼)𝑘 =
1

(2𝑙 − 2)!

∫︁ 𝑧

𝑒𝑖𝛼

𝐹 (2𝑙−1)(𝜉)(𝑧 − 𝜉)2𝑙−2 𝑑𝜉.
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Здесь интегрирование проводится вдоль части дуги Γ. Следовательно, при 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]

𝑓(𝑡)− 𝑒−𝑖(𝑙−1)𝑡
2𝑙−2∑︁
𝑘=0

𝐹 (𝑘)(𝑒𝑖𝛼)
𝑘!

(𝑒𝑖𝑡 − 𝑒𝑖𝛼)𝑘 =
𝑒−𝑖(𝑙−1)𝑡

(2𝑙 − 2)!

∫︁ 𝑒𝑖𝑡

𝑒𝑖𝛼

𝐹 (2𝑙−1)(𝜉)(𝑒𝑖𝑡 − 𝜉)2𝑙−2 𝑑𝜉.

Отсюда следует неравенство (4.3) для 𝑚 = 1.
Если 𝑚 > 2, то отрезок 𝐴 следует разбить на 𝑚 равных подотрезков 𝐴𝑘, 𝑘 =

1, 2, . . . , 𝑛, и каждому 𝐴𝑘 найти соответствующую функцию 𝜇𝑘 ∈ 𝒯𝑙−1. Тогда функ-
ция 𝜇(𝑡) =

∑︀𝑚
𝑘=1 𝜇𝑘(𝑡)𝜒𝑘(𝑡) будет искомой. Здесь 𝜒𝑘 – характеристическая функция

отрезка 𝐴𝑘. Лемма 7 доказана.

Лемма 8. Пусть 𝜃 ∈ 𝒫𝑠−1 , 𝑠 ∈ N, отрезок 𝐴 ⊂ [0, 2𝜋] и 0 < 𝑝 6 ∞. Тогда для
любых 𝑙,𝑚 ∈ N существует 𝜇 ∈

∑︀𝑙
𝑚(𝐴) такая, что

‖𝜃 − 𝜇‖𝐿𝑝(𝐴) 6
𝑐(𝑝, 𝑠, 𝑙)
𝑚2𝑙−1

‖𝜃‖𝐿𝑝(𝐴).

Доказательство аналогично доказательству леммы 6. В этом случае для полу-
чения аналога неравенства (4.2) следует воспользоваться леммой 7. Лемма 8 дока-
зана.

Лемма 9. Пусть 0 < 𝑝 6 ∞ и 𝑙,𝑚, 𝑛, 𝑠 ∈ N, причем 𝑚 > 𝑛. Тогда
(i) для любой функции 𝜓 ∈ Σ𝑙

𝑛(T) существует 𝜙 ∈ Π𝑠
𝑚(T) такая, что

‖𝜓 − 𝜙‖𝐿𝑝(T) 6 𝑐1(𝑝, 𝑠, 𝑙)
(︂
𝑛

𝑚

)︂𝑠

‖𝜓‖𝐿𝑝(T);

(ii) для любой функции 𝜙 ∈ Π𝑠
𝑛(T) существует 𝜓 ∈ Σ𝑙

𝑚(T) такая, что

‖𝜙− 𝜓‖𝐿𝑝(T) 6 𝑐2(𝑝, 𝑠, 𝑙)
(︂
𝑛

𝑚

)︂2𝑙−1

‖𝜙‖𝐿𝑝(T).

Доказательство. (i) Пусть 0 = 𝑡0< 𝑡1< · · ·< 𝑡𝑚−1< 𝑡𝑚 = 2𝜋 – разбиение отрезка
[0, 2𝜋] такое, что

𝜓𝑘 := 𝜓|(𝑡𝑘,𝑡𝑘+1) ∈ 𝒯𝑙−1, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑛− 1.

Положим 𝑚1 = [𝑚/𝑛], где [𝑎] – целая часть числа 𝑎. Согласно лемме 6 для каждой
𝜓𝑘 существует 𝜙𝑘 ∈ Π(𝑠)

𝑚1(𝐴𝑘), 𝐴𝑘 := [𝑡𝑘, 𝑡𝑘+1], такая, что

‖𝜓𝑘 − 𝜙𝑘‖𝐿𝑝(𝐴𝑘) 6
𝑐3(𝑝, 𝑠, 𝑙)
𝑚𝑠

1

‖𝜓𝑘‖𝐿𝑝(𝐴𝑘).

Следовательно, нужному условию удовлетворяет функция

𝜙(𝑡) =
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝜙𝑘(𝑡)𝜒𝑘(𝑡),

где 𝜒𝑘 – характеристическая функция отрезка 𝐴𝑘.
Утверждение (ii) доказывается аналогично утверждению (i), с применением лем-

мы 8. Лемма 9 доказана.

4 Математические заметки, т. 99, вып. 2
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Следующая лемма 10 доказывается с использованием леммы 9 аналогично дока-
зательству теорем 6.1 и 6.2 из [10; гл. 10]. Здесь полагаем

𝐸
(𝑠)
0 (𝑓)𝐿𝑝(T) = ℰ(𝑙)

0 (𝑓)𝐿𝑝(T) = ‖𝑓‖𝐿𝑝(T).

Лемма 10. Пусть 0 < 𝑝 6 ∞, 𝑞 = min{1, 𝑝}, 𝑙, 𝑠 ∈ N, 0 < 𝛾 < 𝑠 и 0 < 𝛿 < 2𝑙 − 1.
Тогда для любой функции 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(T) и любого 𝑛 ∈ N выполняются неравенства

𝐸(𝑠)
𝑛 (𝑓)𝐿𝑝(T) 6

𝑐1
𝑛𝛾

{︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑘

(︂
𝑘𝛾ℰ(𝑙)

𝑘−1(𝑓)𝐿𝑝(T)

)︂𝑞}︂1/𝑞

,

ℰ(𝑙)
𝑛 (𝑓)𝐿𝑝(T) 6

𝑐2
𝑛𝛿

{︂ 𝑛∑︁
𝑘=1

1
𝑘

(︂
𝑘𝛿𝐸

(𝑠)
𝑘−1(𝑓)𝐿𝑝(T)

)︂𝑞}︂1/𝑞

,

где положительные величины 𝑐1 и 𝑐2 не зависят от 𝑓 и 𝑛.

Доказательство теоремы 4. Как отмечено выше, эквивалентность (i) ⇔ (ii)
известна. Поэтому достаточно получить эквивалентность (ii) ⇔ (iii). Последнее
легко получить из леммы 10 (см. также [1; § 2]). Теорема 4 доказана.

5. Доказательство основного результата. Как отмечено в п. 1 эквивалент-
ность (i)⇔ (iii) в теореме 1 известна. Поэтому для ее доказательства нам достаточно
получить импликации (i) ⇒ (ii) и (ii) ⇒ (iii). Мы начнем с первой из указанных
импликаций. С этой целью приведем некоторые вспомогательные утверждения.

Пусть функция 𝑔 ∈ 𝐶(𝐼) и 𝑠 ∈ N. Тогда (см., например, [10; гл. 10, теорема 6.1])

𝐸(𝑠)
𝑛 (𝑔)∞ 6

𝑐(𝑠)
𝑛𝑠

(︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

(𝑅𝑘(𝑔)∞)1/𝑠

)︂𝑠

, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . . (5.1)

В следующей теореме 5 дается аналог (5.1) для сопряженной функции ̂︀𝑔.
Теорема 5. Пусть 𝑔 ∈ 𝐶(𝐼) и удовлетворяет условию

∞∑︁
𝑘=0

𝑅𝑘(𝑔) <∞. (5.2)

Тогда ̂︀𝑔 абсолютно непрерывна на 𝐼 и для 𝑠 ∈ N справедливо неравенство

𝐸(𝑠)
𝑛 (̂︀𝑔)∞ 6

𝑐(𝑠)
𝑛𝑠

(︂ 𝑛∑︁
𝑘=0

(𝑅𝑘(𝑔)∞)1/𝑠

)︂𝑠

+
𝑐

𝑛

∞∑︁
𝑘=𝑛+1

𝑅𝑘(𝑔)∞, 𝑛 = 1, 2, 3 . . . . (5.3)

Доказательство. Долженко [9] показал, что если 𝑔 ∈ 𝐶(𝐼) и удовлетворяет
условию (5.2), то 𝑔 абсолютно непрерывна на 𝐼. Эти же рассуждения из [9] с при-
менением теоремы 2 при 𝑠 = 1 и теоремы 3 показывают, что ̂︀𝑔 также абсолютно
непрерывна на 𝐼 и при этом

‖̂︀𝑔 ′‖1 6 𝑐

∞∑︁
𝑘=0

𝑅𝑘(𝑔)∞.
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Следовательно, согласно [2; гл. 12, теорема 4.3] имеет место неравенство

𝐸(1)
𝑛 (̂︀𝑔)∞ 6

𝑐

𝑛

∞∑︁
𝑘=0

𝑅𝑘(𝑔)∞, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . . (5.4)

Таким образом, неравенство (5.3) доказано для 𝑠 = 1. Рассмотрим сейчас случай
𝑠 > 2. Пусть 𝑟𝑘 ∈ ℛ𝑘, 𝑘 ∈ N0, – элемент наилучшего приближения функции 𝑔, т.е.

‖𝑔 − 𝑟𝑘‖∞ = 𝑅𝑘(𝑔)∞.

Ввиду (5.4) можем считать 𝑛> 2. Положим 𝑚= [𝑛/2], где [𝑎] – целая часть числа 𝑎,
и 𝑔𝑚 = 𝑔 − 𝑟𝑚. Тогда 𝑔 = 𝑟𝑚 + 𝑔𝑚 и, следовательно,

𝐸(𝑠)
𝑛 (̂︀𝑔)∞ 6 𝐸(𝑠)

𝑚 (̂︀𝑟𝑚)∞ + 𝐸(1)
𝑚 (̂︀𝑔𝑚)∞. (5.5)

Далее находим, что

𝑅𝑘(𝑔𝑚)∞ 6 ‖𝑔𝑚‖∞ = ‖𝑔 − 𝑟𝑚‖∞ = 𝑅𝑚(𝑔)∞ при 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 2𝑚− 1,

𝑅𝑘(𝑔𝑚)∞ = 𝑅𝑘(𝑔 − 𝑟𝑚)∞ 6 𝑅𝑘−𝑚(𝑔)∞ при 𝑘 = 2𝑚, 2𝑚+ 1, 2𝑚+ 2, . . . .

Следовательно, согласно (5.4) справедливо неравенство

𝐸(1)
𝑚 (̂︀𝑔𝑚)∞ 6 2𝑐1𝑅𝑚(𝑔)∞ +

𝑐1
𝑚

∞∑︁
𝑘=𝑚

𝑅𝑘(𝑔)∞. (5.6)

Для 𝑟𝑚 имеем

𝑅𝑘(𝑟𝑚)∞ 6 𝑅𝑘(𝑔)∞ + ‖𝑓 − 𝑟𝑚‖∞ 6 2𝑅𝑘(𝑔)∞ при 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,𝑚− 1,

𝑅𝑘(𝑟𝑚)∞ = 0 при 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 1,𝑚+ 2, . . . .

Для оценки 𝐸
(𝑠)
𝑚 (̂︀𝑟𝑚) следует применить рассуждения из [10], использованные при

доказательстве (5.1). В данной ситуации эти рассуждения будут основаны на тео-
реме 2 и лемме 1. В результате мы получим

𝐸(𝑠)
𝑚 (̂︀𝑟𝑚)∞ 6

𝑐(𝑠)
𝑚𝑠

(︂𝑚−1∑︁
𝑘=0

(𝑅𝑘(𝑔)∞)1/𝑠

)︂𝑠

. (5.7)

Из неравенств (5.5)–(5.7) следует (5.3). Теорема 5 доказана.

Доказательство импликации (i) ⇒ (ii) проводится аналогично, доказатель-
ству импликации (i) ⇒ (ii) из [1; теорема 2], полученной в периодическом случае.
При этом нужно использовать неравенство (5.1) и теорему 5.

Доказательство импликации (ii) ⇒ (iii). Положим 𝑓(𝜃) = 𝑔(cos 𝜃), 𝜃 ∈ T.
Тогда из условия (ii) с учетом леммы 3 получим⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑘=0

(ℰ(𝑠)
𝑘 (𝑓)∞)1/𝛼 <∞,

∞∑︁
𝑘=0

(ℰ(𝑠)
𝑘 ( ̃︀𝑓)∞)1/𝛼 <∞.

4*
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Используя эти соотношения и лемму 10, легко найти, что⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑︁
𝑘=0

(𝐸(𝑠)
𝑘 (𝑓)∞)1/𝛼 <∞,

∞∑︁
𝑘=0

(𝐸(𝑠)
𝑘 ( ̃︀𝑓)∞)1/𝛼 <∞.

Используя теорему 2 из [1], заключаем, что 𝑓 ∈ 𝐵𝛼
1/𝛼(T). В частности, 𝑓 |[0,𝜋] ∈

𝐵𝛼
1/𝛼([0, 𝜋]). Поскольку 𝑔(𝑥) = 𝑓(arccos𝑥), 𝑥 ∈ 𝐼, то (см. [16], [17])

𝑔 ∈ 𝐵𝛼
1/𝛼(𝐼).

Теорема 1 доказана.

В заключение отметим, что теорему 1 можно доказать короче, установив экви-
валентность (ii) ⇔ (iii). Мы избрали метод, изложенный в данной статье, так как
этот метод, как несложно заметить, позволяет также получить импликацию “⇒”
следующей гипотезы.

Пусть 𝛼 > 1, 𝑠 ∈ N ∩ (𝛼,∞) и 𝑔 ∈ 𝐶(𝐼). Тогда для 𝑛 ∈ N имеет место эквивалент-
ность

𝑅𝑛(𝑔)∞ = 𝑂(𝑛−𝛼) ⇐⇒

{︃
𝐸(𝑠)

𝑛 (𝑔)∞ = 𝑂(𝑛−𝛼),
𝐸(𝑠)

𝑛 (̂︀𝑔)∞ = 𝑂(𝑛−𝛼).

В этом смысле ситуация аналогична периодическому случаю, рассмотренному в [1].
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