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Математические заметки �
Том 96 выпуск 2 август 2014

УДК 517.518.8+517.988.8

О константах Рисса
для некоторых систем целочисленных сдвигов

Е. А. Киселев, Л.А. Минин, И. Я. Новиков, С.М. Ситник

В работе изучаются однопараметрические семейства целочисленных сдвигов
функций Гаусса и Лоренца. В случае функции Лоренца получены формулы
для коэффициентов ряда, задающего узловые функции, и показано, что пре-
дельным значением узловых функций является функция отсчетов. Для систем
сдвигов, порожденных как функциями Гаусса и Лоренца, так и связанными
с ними узловыми функциями, получены явные выражения для констант Рисса
и изучено поведение этих констант в зависимости от параметра. Установлен-
ная при доказательстве результатов работы монотонность одного специального
отношения тета-функций Якоби имеет самостоятельное значение.

Библиография: 18 названий.
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1. Введение. Время до 1950-х годов можно назвать господством ортогональ-
ных систем функций в математике, которое длилось почти два с половиной века [1].
После этого рубежа началось время широкого использования неортогональных сис-
тем, поскольку они лучше приспособлены для описания локальных свойств изучае-
мых функций, а не их упрощенных средних характеристик. Обычно платой за неор-
тогональность является неустойчивость численных методов решения поставленных
задач. Мерой неустойчивости служит соотношение констант Рисса.

Определение 1 [1; c. 17], [2; c. 13]. Функции 𝜙𝑘(𝑡) ∈ 𝐿2(R), 𝑘 ∈ Z, образуют
систему Рисса, если существуют положительные константы 𝐴 и 𝐵 такие, что для
любой последовательности коэффициентов 𝑐 ∈ 𝑙2 выполнена двусторонняя оценка

𝐴‖𝑐‖2𝑙2 6

⃦⃦⃦⃦ ∞∑︁
𝑘=−∞

𝑐𝑘𝜙𝑘(𝑡)
⃦⃦⃦⃦2

𝐿2

6 𝐵‖𝑐‖2𝑙2 .

Наибольшая из величин 𝐴 называется нижней константой Рисса, наименьшая из
величин 𝐵 – верхней константой Рисса. Для ортонормированных систем функций
обе константы равны 1. В случае конечного набора линейно независимых функ-
ций 𝜙𝑘(𝑡) аналогами констант Рисса являются минимальное и максимальное соб-
ственные значения матрицы Грама, образованной попарными скалярными произ-
ведениями этих функций [1; c. 489]. Число обусловленности матрицы Грама рав-
но отношению максимального собственного значения к минимальному. Если оно

c○ Е.А. Киселев, Л.А. Минин, И.Я. Новиков, С.М. Ситник, 2014
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велико, то матрица называется плохо обусловленной и при работе с ней требует-
ся применять специальные приемы для обеспечения устойчивости вычислений [3;
с. 163].

Широкий класс разложений в функциональные ряды может быть охарактери-
зован как аппроксимации по мультипликативным или аддитивным сдвигам одной
функции 𝜙(𝑡). Наиболее известными представителями семейства разложений по
мультипликативным сдвигам вида ∑︁

𝑘

𝑓𝑘𝜙(𝑎𝑘𝑡),

где 𝑓𝑘 – искомые коэффициенты разложения заданной функции 𝑓(𝑡), 𝑎𝑘 – задан-
ный набор сдвигов (масштабирующих коэффициентов), являются ряды Фурье, ряды
Каптейна и Шлемильха по функциям Бесселя [4].

Второе семейство – это аппроксимации аддитивными сдвигами вида∑︁
𝑘

𝑓𝑘𝜙(𝑡− 𝑏𝑘),

где 𝑏𝑘 – заданный набор сдвигов. Сюда относятся разложения с использованием
формулы Уиттекера–Шеннона–Котельникова, сплайнов Стренга–Фикса, функций
Рвачёвых и многие другие.

На комбинациях двух указанных семейств разложений построены теории всплес-
ков [1], [2], [5] и фреймов [6].

Определение 2. Функция ̃︀𝜙(𝑡), являющаяся линейной комбинацией системы це-
лочисленных аддитивных сдвигов 𝜙𝑘(𝑡) = 𝜙(𝑡− 𝑘), 𝑘 ∈ Z,

̃︀𝜙(𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑑𝑘𝜙(𝑡− 𝑘), (1.1)

называется узловой функцией, если для нее выполнена система равенств̃︀𝜙(𝑚) = 𝛿0𝑚, 𝑚 ∈ Z, (1.2)

где 𝛿0𝑚 – символ Кронекера.

С помощью узловой функции решается задача интерполяции на бесконечной рав-
номерной сетке, поскольку функция

̃︀𝑓(𝑡) =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑓(𝑛)̃︀𝜙(𝑡− 𝑛)

совпадает с функцией 𝑓(𝑡) в целых узлах, т.е. ̃︀𝑓(𝑚) = 𝑓(𝑚) при 𝑚 ∈ Z.
В данной статье рассматриваются системы целочисленных аддитивных сдвигов

функции Гаусса 𝜙(𝑡) = exp(−𝑡2/(2𝜎2)) и функции Лоренца 𝜙(𝑡) = 𝜎2/(𝜎2 + 𝑡2). Для
исходных систем, а также для систем, порожденных сдвигами соответствующих
узловых функций, получены явные аналитические формулы для констант Рисса и
изучено их предельное поведение при 𝜎 →∞.

Название функция Лоренца мы используем для краткости. Более точно, эта
функция возникла у Коши как плотность соответствующего вероятностного распре-
деления, в физических приложениях используются названия функция Лоренца [7;
c. 23] и функция Брейта–Вигнера.
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2. Основные результаты. Для функции Гаусса в дальнейшем используется
индекс 𝐺, для функции Лоренца – индекс 𝐿. Все изучаемые в работе величины
рассматриваются как функции, зависящие от параметра 𝜎 > 0. В таблице 1 пред-
ставлены введенные нами обозначения.

Таблица 1. Основные обозначения
Исходная функция Функция Гаусса Функция Лоренца

𝜙(𝑡) 𝜙𝐺(𝑡, 𝜎) = exp

(︂
− 𝑡2

2𝜎2

)︂
𝜙𝐿(𝑡, 𝜎) =

𝜎2

𝜎2 + 𝑡2

Константы Рисса для
системы сдвигов 𝜙(𝑡 − 𝑘)

𝐴𝐺(𝜎), 𝐵𝐺(𝜎) 𝐴𝐿(𝜎), 𝐵𝐿(𝜎)

Коэффициенты 𝑑𝑘 ряда
для узловой функции 𝑑𝐺,𝑘(𝜎) 𝑑𝐿,𝑘(𝜎)

Узловая функция ̃︀𝜙(𝑡) ̃︀𝜙𝐺(𝑡, 𝜎) ̃︀𝜙𝐿(𝑡, 𝜎)
Константы Рисса для

сдвигов узловой функции
̃︀𝐴𝐺(𝜎), ̃︀𝐵𝐺(𝜎) ̃︀𝐴𝐿(𝜎), ̃︀𝐵𝐿(𝜎)

В статье [8] показано, что целочисленные сдвиги функции Гаусса образуют систе-
му Рисса с константами

𝐴𝐺(𝜎) = 𝜎
√

𝜋𝜗3

(︂
𝜋

2
, 𝑞

)︂
, 𝐵𝐺(𝜎) = 𝜎

√
𝜋𝜗3(0, 𝑞), 𝑞 = exp

(︂
− 1

4𝜎2

)︂
,

где 𝜗3(𝑡, 𝑞) – третья тета-функция Якоби [9; c. 336]

𝜗3(𝑡, 𝑞) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑞𝑘2
𝑒2𝑖𝑘𝑡, |𝑞| < 1. (2.1)

В настоящей работе получены также явные выражения для констант Рисса в слу-
чае функции Лоренца.

Teopeма 1. Целочисленные сдвиги функции Лоренца образуют систему Рисса
с константами

𝐴𝐿(𝜎) =
𝜎2𝜋2

sh(2𝜎𝜋)
, 𝐵𝐿(𝜎) =

𝜎2𝜋2 ch(2𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

.

Численные значения констант Рисса для рассматриваемых двух случаев пред-
ставлены в таблице 2. Все значащие цифры верные (с точностью до округления).

Перейдем к узловым функциям. В случае функции Гаусса аналитическое выра-
жение для коэффициентов 𝑑𝑘 из формулы (1.1) приведено в [10; с. 152]:

𝑑𝐺,𝑘(𝜎) =
1

𝐶(𝜎)
· exp

(︂
𝑘2

2𝜎2

)︂
·
∞∑︁

𝑟=|𝑘|

(−1)𝑟 · exp
(︂
− (𝑟 + 0.5)2

2𝜎2

)︂
,

где

𝐶(𝜎) =
∞∑︁

𝑟=−∞
(4𝑟 + 1) · exp

(︂
− (2𝑟 + 0.5)2

2𝜎2

)︂
.

Аналогичное утверждение нами доказано и для случая функции Лоренца.
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Таблица 2. Значения констант Рисса для систем сдвигов, порожденных
функцией Гаусса и функцией Лоренца

𝜎 𝐴𝐺(𝜎) 𝐵𝐺(𝜎) 𝐵𝐺(𝜎)/𝐴𝐺(𝜎) 𝐴𝐿(𝜎) 𝐵𝐿(𝜎) 𝐵𝐿(𝜎)/𝐴𝐿(𝜎)
0.2 0.353 0.356 1.01 0.245 0.464 1.90
0.4 0.415 1.009 2.43 0.258 1.600 6.21
0.6 0.130 2.262 17.46 0.164 3.557 21.70

1.0 6.45 · 10−4 6.283 9.67 · 103 0.037 9.870 267.75

2.0 3.60 · 10−16 25.13 6.98 · 1016 2.75 · 10−4 39.48 1.43 · 105

3.0 3.00 · 10−37 56.55 1.88 · 1038 1.16 · 10−6 88.83 7.68 · 107

4.0 5.28 · 10−67 100.53 1.91 · 1068 3.84 · 10−9 157.91 4.11 · 1010

5.0 2.18 · 10−105 157.08 7.19 · 10106 1.12 · 10−11 246.74 2.20 · 1013

Teopeма 2. Для коэффициентов узловой функции, построенной по системе
сдвигов функции Лоренца, справедлива формула

𝑑𝐿,𝑘(𝜎) =
(−1)𝑘 sh(𝜎𝜋)

𝜎𝜋2

∫︁ 𝜋

0

cos(𝑘𝑡)
ch(𝜎𝑡)

𝑑𝑡.

Подпространства, порожденные сдвигами узловой функции, совпадают с под-
пространствами, порожденными сдвигами исходной функции. Но константы Рисса
различаются, поскольку базисы разные.

Teopeма 3. Справедливы следующие предельные соотношения:

lim
𝜎→∞

̃︀𝐴𝐺(𝜎) = lim
𝜎→∞

̃︀𝐴𝐿(𝜎) =
1
2

, lim
𝜎→∞

̃︀𝐵𝐺(𝜎) = lim
𝜎→∞

̃︀𝐵𝐿(𝜎) = 1.

Соответственно, предел отношения верхней константы Рисса к нижней для узло-
вых функций равен 2.

Случай функции Гаусса рассмотрен в [11]. Утверждение для ̃︀𝐵𝐺(𝜎) там доказано,
а для ̃︀𝐴𝐺(𝜎) получен более слабый результат:

lim
𝜎→∞

̃︀𝐴𝐺(𝜎) 6
1
2

.

Рассмотрим теперь поведение узловых функций при 𝜎 → ∞. Известно [12], что
в случае функции Гаусса ̃︀𝜙𝐺(𝑡, 𝜎)

𝐿2(R)−−−−→
𝜎→∞

sinc(𝜋𝑡),

где функция отсчетов определяется так:

sinc(𝜋𝑡) =
sin 𝜋𝑡

𝜋𝑡
.

Нами установлено аналогичное утверждение и для функции Лоренца.

Teopeма 4. Справедливо предельное соотношение

̃︀𝜙𝐿(𝑡, 𝜎)
𝐿2(R)−−−−→
𝜎→∞

sinc(𝜋𝑡).

Функция отсчетов порождает ортонормированную систему целочисленных сдви-
гов. Следовательно, предел нижней константы Рисса для обеих изучаемых узловых
функций не равен нижней константе от предельной функции.



О КОНСТАНТАХ РИССА 243

3. Доказательства. Основные инструменты при изучении систем сдвигов – это
преобразование Фурье ̂︀𝜙(𝜔) =

1√
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝜙(𝑡)𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡, (3.1)

являющееся при таком выборе нормировочного множителя унитарным оператором
в 𝐿2(R), и формула суммирования Пуассона [5; c. 85]

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜙(𝑘) · 𝑒−𝑖𝑘𝜔 =
√

2𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

̂︀𝜙(𝜔 + 2𝜋𝑘). (3.2)

Выпишем образы Фурье по переменной 𝑡 для функций Гаусса и Лоренца:

̂︀𝜙𝐺(𝜔, 𝜎) = 𝜎 exp
(︂
−𝜎2𝜔2

2

)︂
, ̂︀𝜙𝐿(𝜔, 𝜎) = 𝜎

√︂
𝜋

2
𝑒−𝜎|𝜔|. (3.3)

Формула (3.2) для двух рассматриваемых функций имеет вид

∞∑︁
𝑘=−∞

exp
(︂
− 𝑘2

2𝜎2

)︂
· 𝑒−𝑖𝑘𝜔 = 𝜎

√
2𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

exp
(︂
−𝜎2(𝜔 + 2𝜋𝑘)2

2

)︂
, (3.4)

∞∑︁
𝑘=−∞

𝜎2

𝜎2 + 𝑘2
· 𝑒−𝑖𝑘𝜔 = 𝜎𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝜎|𝜔+2𝜋𝑘|. (3.5)

Из равенств (1.1) и (1.2) получается следующая бесконечная система уравнений
относительно неизвестных 𝑑𝑘:

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑑𝑘𝜙(𝑚− 𝑘) = 𝛿0𝑚, (3.6)

которая представляет собой систему типа свертки. Рассмотрим ряды Фурье с коэф-
фициентами 𝑑𝑘 и 𝜙(𝑘)

𝐷(𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑑𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑡, Φ(𝑡) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝜙(𝑘)𝑒−𝑖𝑘𝑡.

Для решения системы уравнений (3.6) достаточно найти функцию 𝐷(𝑡) ∈ 𝐿2(R)
с коэффициентами Фурье 𝑑𝑘, удовлетворяющую равенству

𝐷(𝑡) · Φ(𝑡) = 1 (3.7)

при почти всех 𝑡. Следовательно, для нахождения коэффициентов 𝑑𝑘 нужно разло-
жить в ряд Фурье функцию 1/Φ(𝑡).

Ряд Фурье 𝐷(𝑡) называется маской [2; с. 23] (или символом [5; с. 10]) последова-
тельности {𝑑𝑘}𝑘∈Z. В случае функции Гаусса маски 𝐷(𝑡) и Φ(𝑡) будем обозначать
как 𝐷𝐺(𝑡, 𝜎) и Φ𝐺(𝑡, 𝜎), в случае функции Лоренца – как 𝐷𝐿(𝑡, 𝜎) и Φ𝐿(𝑡, 𝜎).

Доказательство теоремы 1. Для систем целочисленных сдвигов одной задан-
ной функции известно следующее утверждение.
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Teopeма 5 [2; с. 16]. Пусть 𝜙 ∈ 𝐿2(R). Для того, чтобы система функций
𝜙(𝑡− 𝑘), 𝑘 ∈Z, являлась системой Рисса с постоянными 𝐴, 𝐵 , необходимо и доста-
точно, чтобы для почти всех 𝜔 ∈ R выполнялось соотношение

𝐴 6 2𝜋
∑︁
𝑘∈Z

|̂︀𝜙(𝜔 + 2𝜋𝑘)|2 6 𝐵. (3.8)

Сумма в неравенстве (3.8) представляет собой периодическую функцию от 𝜔
с периодом 2𝜋. Поэтому, если обозначить

𝑃 (𝜔) = 2𝜋
∑︁
𝑘∈Z

|̂︀𝜙(𝜔 + 2𝜋𝑘)|2, (3.9)

то константы Рисса находятся с помощью следующих соотношений:

𝐴 = inf
06𝜔62𝜋

𝑃 (𝜔), 𝐵 = sup
06𝜔62𝜋

𝑃 (𝜔).

В случае функции Гаусса 𝑃 (𝜔) будем обозначать как 𝑃𝐺(𝜔, 𝜎), а соответствующий
ряд для узловой функции – как ̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎). Аналогично определяются для функции
Лоренца величины 𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) и ̃︀𝑃𝐿(𝜔, 𝜎).

Подставляя образ Фурье функции Лоренца (3.3) в формулу (3.9), получим

𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) = 𝜎2𝜋2
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑒−2𝜎|𝜔+2𝜋𝑘|.

Раскроем модули, считая, что 𝜔 ∈ [0, 2𝜋]. Тогда

𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) = 𝜎2𝜋2

(︂ −1∑︁
𝑘=−∞

𝑒2𝜎(𝜔+2𝜋𝑘) +
∞∑︁

𝑘=0

𝑒−2𝜎(𝜔+2𝜋𝑘)

)︂

= 𝜎2𝜋2

(︂
𝑒2𝜎𝜔

∞∑︁
𝑘=1

𝑒−4𝜎𝜋𝑘 + 𝑒−2𝜎𝜔
∞∑︁

𝑘=0

𝑒−4𝜎𝜋𝑘

)︂
.

Получившиеся в последней формуле ряды легко вычисляются как суммы бесконечно
убывающих геометрических прогрессий:

𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) = 𝜎2𝜋2

(︂
𝑒2𝜎𝜔−4𝜎𝜋

1− 𝑒−4𝜎𝜋
+

𝑒−2𝜎𝜔

1− 𝑒−4𝜎𝜋

)︂
=

𝜎2𝜋2 ch(2𝜎(𝜔 − 𝜋))
sh(2𝜎𝜋)

.

Минимальное значение ch(2𝜎(𝜔 − 𝜋)) достигается при 𝜔 = 𝜋, а максимальное – при
𝜔 = 0 и 𝜔 = 2𝜋. Следовательно,

𝐴𝐿(𝜎) = 𝑃𝐿(𝜋, 𝜎) =
𝜎2𝜋2

sh(2𝜎𝜋)
, 𝐵𝐿(𝜎) = 𝑃𝐿(0, 𝜎) =

𝜎2𝜋2 ch(2𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

.

Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Вычислим Φ𝐿(𝑡, 𝜎), пользуясь формулой (3.5):

Φ𝐿(𝑡, 𝜎) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝜎2

𝜎2 + 𝑘2
𝑒−𝑖𝑘𝑡 = 𝜎𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−𝜎|𝑡+2𝜋𝑘|.
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Разбив, как и при доказательстве теоремы 1, последний ряд в сумму двух геомет-
рических прогрессий, получим

Φ𝐿(𝑡, 𝜎) = 𝜎𝜋
ch(𝜎(𝑡− 𝜋))

sh(𝜎𝜋)
, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. (3.10)

Так как Φ𝐿(𝑡, 𝜎) > 0 при всех значениях 𝑡, то на основании формулы (3.7)

𝐷𝐿(𝑡, 𝜎) =
1

Φ𝐿(𝑡, 𝜎)
=

sh(𝜎𝜋)
𝜎𝜋 ch(𝜎(𝑡− 𝜋))

=
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑑𝐿,𝑘(𝜎) · 𝑒−𝑖𝑘𝑡.

Отсюда находим

𝑑𝐿,𝑘(𝜎) =
sh(𝜎𝜋)
2𝜎𝜋2

∫︁ 2𝜋

0

𝑒𝑖𝑘𝑡

ch(𝜎(𝑡− 𝜋))
𝑑𝑡.

Преобразуем последнюю формулу, сделав в интеграле замену переменных 𝑡− 𝜋 = 𝑥

𝑑𝐿,𝑘(𝜎) =
sh(𝜎𝜋) · 𝑒𝑖𝑘𝜋

2𝜎𝜋2

∫︁ 𝜋

−𝜋

𝑒𝑖𝑘𝑥

ch(𝜎𝑥)
𝑑𝑥 =

sh(𝜎𝜋) · (−1)𝑘

𝜎𝜋2

∫︁ 𝜋

0

cos(𝑘𝑥)
ch(𝜎𝑥)

𝑑𝑥.

Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3: случай функции Лоренца. Сначала найдем
образ Фурье узловой функции:

̂︀̃︀𝜙𝐿(𝜔, 𝜎) =
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑑𝐿,𝑘 · ̂︀𝜙𝐿(𝜔, 𝜎)𝑒−𝑖𝑘𝜔 = 𝜎

√︂
𝜋

2
𝑒−𝜎|𝜔|

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑑𝐿,𝑘(𝜎)𝑒−𝑖𝑘𝜔.

Следовательно,

̂︀̃︀𝜙𝐿(𝜔, 𝜎) = 𝜎

√︂
𝜋

2
𝑒−𝜎|𝜔| ·𝐷𝐿(𝜔, 𝜎) = 𝜎

√︂
𝜋

2
𝑒−𝜎|𝜔| 1

Φ𝐿(𝜔, 𝜎)
. (3.11)

Вычислим ̃︀𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) с помощью (3.9):

̃︀𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) = 2𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

⃒⃒⃒⃒
𝜎
√︀

𝜋/2 𝑒−𝜎|𝜔+2𝜋𝑘|

Φ𝐿(𝜔 + 2𝜋𝑘, 𝜎)

⃒⃒⃒⃒2
= 𝜎2𝜋2

∞∑︁
𝑘=−∞

𝑒−2𝜎|𝜔+2𝜋𝑘|

|Φ𝐿(𝜔 + 2𝜋𝑘, 𝜎)|2
.

В силу периодичности Φ𝐿(𝜔, 𝜎) и с учетом (3.10) получим

̃︀𝑃𝐿(𝜔, 𝜎) =
𝜎2𝜋2

|Φ𝐿(𝜔, 𝜎)|2
∞∑︁

𝑘=−∞

𝑒−2𝜎|𝜔+2𝜋𝑘| =
sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

· ch(2𝜎(𝜔 − 𝜋))
ch2(𝜎(𝜔 − 𝜋))

. (3.12)

Для нахождения констант Рисса необходимо теперь найти максимум и минимум
полученной функции на отрезке 𝜔 ∈ [0, 2𝜋]. Преобразуем последнее выражение:

sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

· ch(2𝜎(𝜔 − 𝜋))
ch2(𝜎(𝜔 − 𝜋))

=
sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

· 2 ch2(𝜎(𝜔 − 𝜋))− 1
ch2(𝜎(𝜔 − 𝜋))

=
sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

·
(︂

2− 1
ch2(𝜎(𝜔 − 𝜋))

)︂
.
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Полученная функция минимальна при 𝜔 = 𝜋 и максимальна при 𝜔 = 0 или 𝜔 = 2𝜋.
Таким образом, получаем

̃︀𝐴𝐿(𝜎) =
sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

, ̃︀𝐵𝐿(𝜎) =
sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

(︂
2− 1

ch2(𝜎𝜋)

)︂
.

Осталось перейти к пределу при 𝜎 →∞:

lim
𝜎→∞

̃︀𝐴𝐿(𝜎) = lim
𝜎→∞

sh(𝜎𝜋)
2 ch(𝜎𝜋)

= lim
𝜎→∞

th(𝜎𝜋)
2

=
1
2

.

lim
𝜎→∞

̃︀𝐵𝐿(𝜎) = lim
𝜎→∞

(︂
sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

)︂
· lim

𝜎→∞

(︂
2− 1

ch2(𝜎𝜋)

)︂
= 1.

Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3: случай функции Гаусса. В работе [11] для
функции ̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎) получено соотношение

̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎) =

∞∑︁
𝑘=−∞

exp(−𝜎2(𝜔 + 2𝜋𝑘)2)

[︂ ∞∑︁
𝑘=−∞

exp
(︂
−𝜎2

2
(𝜔 + 2𝜋𝑘)2

)︂]︂2 . (3.13)

В этой же работе показано, что максимум ̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎) достигается в точке 𝜔 = 0, вычис-
лен предел при 𝜎 →∞ верхней константы Рисса

lim
𝜎→∞

̃︀𝐵𝐺(𝜎) = lim
𝜎→∞

̃︀𝑃𝐺(0, 𝜎) = 1

и получена оценка сверху для предельного значения нижней константы Рисса: по-
скольку lim𝜎→∞ ̃︀𝑃𝐺(𝜋, 𝜎) = 1/2, получаем

lim
𝜎→∞

̃︀𝐴𝐺(𝜎) 6
1
2

.

Для полного доказательства теоремы 3 осталось проверить, что функция ̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎)
принимает минимальное значение в точке 𝜔 = 𝜋. Мы докажем более общее утвер-
ждение о монотонном убывании данной функции на интервале (0, 𝜋) и монотонном
возрастании на интервале (𝜋, 2𝜋).

Преобразуем знаменатель (3.13) с помощью (3.4) и (2.1)

∞∑︁
𝑘=−∞

exp
(︂
−𝜎2(𝜔 + 2𝜋𝑘)2

2

)︂
=

1
𝜎
√

2𝜋

∞∑︁
𝑘=−∞

exp
(︂
− 𝑘2

2𝜎2

)︂
· 𝑒−𝑖𝑘𝜔

=
1

𝜎
√

2𝜋
𝜗3

(︂
𝜔

2
, exp

(︂
− 1

2𝜎2

)︂)︂
.

Сделав аналогичное преобразование для числителя, получим равенство

̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎) = 𝜎
√

𝜋
𝜗3(𝜔/2, exp(−1/(4𝜎2)))

[𝜗3(𝜔/2, exp(−1/(2𝜎2)))]2
. (3.14)
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Введем следующие обозначения:

𝑡 =
𝜔

2
, 𝑡 ∈ [0, 𝜋], 𝑞 = exp

(︂
− 1

4𝜎2

)︂
, 𝑃 (𝑡) =

̃︀𝑃𝐺(𝜔, 𝜎)
𝜎
√

𝜋
.

Тогда формула (3.14) примет вид

𝑃 (𝑡) =
𝜗3(𝑡, 𝑞)

[𝜗3(𝑡, 𝑞2)]2
. (3.15)

Воспользуемся тождеством Ватсона [13; c. 531]

𝜗3(𝑡, 𝑞)𝜗3(𝑤, 𝑞) = 𝜗3(𝑡 + 𝑤, 𝑞2)𝜗3(𝑡− 𝑤, 𝑞2) + 𝜗2(𝑡 + 𝑤, 𝑞2)𝜗2(𝑡− 𝑤, 𝑞2).

Выбрав 𝑤 = 0, придем к равенству

𝜗3(𝑡, 𝑞)𝜗3(0, 𝑞) = 𝜗2
3(𝑡, 𝑞

2) + 𝜗2
2(𝑡, 𝑞

2),

откуда следует другая форма записи (3.15)

𝑃 (𝑡) =
𝜗3(𝑡, 𝑞)
𝜗2

3(𝑡, 𝑞2)
=

1
𝜗3(0, 𝑞)

[︂
1 +

(︂
𝜗2(𝑡, 𝑞2)
𝜗3(𝑡, 𝑞2)

)︂2]︂
.

Обозначим 𝑝 = 𝑞2. Покажем, что функция 𝜗2(𝑡, 𝑝)/𝜗3(𝑡, 𝑝) монотонно убывает на
интервале (0, 𝜋). Согласно формуле для производной отношения двух тета-функций
[14; c. 19]

𝑑

𝑑𝑡

[︂
𝜗2(𝑡, 𝑝)
𝜗3(𝑡, 𝑝)

]︂
= −𝜗2

4(0, 𝑝)
𝜗1(𝑡, 𝑝)𝜗4(𝑡, 𝑝)

𝜗2
3(𝑡, 𝑝)

.

Из представления тета-функций в виде бесконечного произведения [9; c. 344] следу-
ет, что 𝜗1(𝑡, 𝑝) положительна при 𝑡 ∈ (0, 𝜋), а 𝜗3(𝑡, 𝑝) и 𝜗4(𝑡, 𝑝) положительны при
всех 𝑡 ∈ R. Следовательно, производная функции 𝜗2(𝑡, 𝑝)/𝜗3(𝑡, 𝑝) по 𝑡 отрицательна
при всех 𝑡 ∈ (0, 𝜋), а сама функция убывает. Так как 𝜗2(𝑡, 𝑝) положительна при 𝑡 ∈
(0, 𝜋/2) и отрицательна при 𝑡 ∈ (𝜋/2, 𝜋), то из формулы (3.15) следует монотонное
убывание 𝑃 (𝑡) на (0, 𝜋/2) и монотонное возрастание на (𝜋/2, 𝜋). Теорема доказана.

Доказательство теоремы 4. Так как преобразование Фурье (3.1) унитарно
в 𝐿2(R), а образ Фурье функции sinc(𝜋𝑡) равен (1/

√
2𝜋 )𝜒[−𝜋,𝜋](𝜔), где 𝜒[𝑎,𝑏](𝜔) –

характеристическая функция отрезка [𝑎, 𝑏], то доказательство теоремы удобно про-
водить в образах Фурье. Согласно равенству Парсеваля и формуле (3.11)

‖̃︀𝜙𝐿(𝑡, 𝜎)− sinc(𝜋𝑡)‖2𝐿2
=

⃦⃦⃦⃦̂︀̃︀𝜙𝐿(𝜔, 𝜎)− 1√
2𝜋

𝜒[−𝜋,𝜋](𝜔)
⃦⃦⃦⃦2

𝐿2

=
∫︁ ∞

−∞

⃒⃒⃒⃒
𝜎
√︀

𝜋/2 𝑒−𝜎|𝜔|

Φ𝐿(𝜔, 𝜎)
− 1√

2𝜋
𝜒[−𝜋,𝜋](𝜔)

⃒⃒⃒⃒2
𝑑𝜔. (3.16)
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Возведем подынтегральное выражение в квадрат. Обозначим интеграл (3.16) через 𝐼
и разобьем его на три слагаемых: 𝐼 = 𝐼1(𝜎)− 2𝐼2(𝜎) + 𝐼3(𝜎), где

𝐼1(𝜎) =
𝜎2𝜋

2

∫︁ ∞

−∞

(︂
𝑒−𝜎|𝜔|

Φ𝐿(𝜔, 𝜎)

)︂2

𝑑𝜔,

𝐼2(𝜎) =
𝜎

2

∫︁ ∞

−∞

𝑒−𝜎|𝜔|

Φ𝐿(𝜔, 𝜎)
· 𝜒[−𝜋,𝜋](𝜔) 𝑑𝜔,

𝐼3(𝜎) =
1
2𝜋

∫︁ ∞

−∞
|𝜒[−𝜋,𝜋](𝜔)|2 𝑑𝜔 = 1.

Для вычисления 𝐼1(𝜎) разобьем R на отрезки [2𝜋𝑛, 2𝜋(𝑛 + 1)], 𝑛 ∈ Z:

𝐼1(𝜎) =
𝜎2𝜋

2

∞∑︁
𝑛=−∞

∫︁ 2𝜋(𝑛+1)

2𝜋𝑛

𝑒−2𝜎|𝜔|

(Φ𝐿(𝜔, 𝜎))2
𝑑𝜔.

В каждом из интегралов сделаем замену переменных 𝜉 = 𝜔 − 2𝜋𝑛. С учетом того,
что знаменатель является 2𝜋-периодической функцией, получим

𝐼1(𝜎) =
𝜎2𝜋

2

∞∑︁
𝑛=−∞

∫︁ 2𝜋

0

𝑒−2𝜎|𝜉+2𝜋𝑛|

(Φ𝐿(𝜉, 𝜎))2
𝑑𝜉.

Так как функция в знаменателе Φ𝐿(𝜉, 𝜎) непрерывна и строго положительна, а чи-
слитель экспоненциально убывает, то операции суммирования и интегрирования
можно поменять местами. Получающуюся бесконечную сумму мы уже вычисля-
ли в п. 3 (см. формулу (3.12)):

𝐼1(𝜎) =
1
2𝜋

sh2(𝜎𝜋)
sh(2𝜎𝜋)

∫︁ 2𝜋

0

ch(2𝜎(𝜉 − 𝜋))
ch2(𝜎(𝜉 − 𝜋))

𝑑𝜉. (3.17)

Интеграл (3.17) с использованием формулы для гиперболического косинуса двойно-
го угла вычисляется аналитически. Приведем окончательный результат:

𝐼1(𝜎) =
(︂

1− 1
2𝜎𝜋

· th(𝜎𝜋)
)︂
· th(𝜎𝜋).

Поскольку th(𝜎𝜋) → 1 при 𝜎 →∞, то 𝐼1(𝜎) → 1.
Осталось рассмотреть слагаемое 𝐼2(𝜎). Из-за наличия множителя 𝜒[−𝜋,𝜋](𝜔) пре-

делы интегрирования становятся конечными. Кроме того, подынтегральная функ-
ция четная, поэтому

𝐼2(𝜎) = 𝜎

∫︁ 𝜋

0

𝑒−𝜎𝜔

Φ𝐿(𝜔, 𝜎)
𝑑𝜔 =

sh(𝜎𝜋)
𝜋

∫︁ 𝜋

0

𝑒−𝜎𝜔

ch(𝜎(𝜔 − 𝜋))
𝑑𝜔. (3.18)

Интеграл (3.18) также легко вычисляется аналитически:

𝐼2(𝜎) = (1− 𝑒−2𝜎𝜋) ·
(︂

1 +
1

2𝜎𝜋
ln

(︂
1 + 𝑒−2𝜎𝜋

2

)︂)︂
. (3.19)

Оба сомножителя в (3.19) стремятся к 1 при 𝜎 → ∞, следовательно, и 𝐼2(𝜎) → 1.
Таким образом, окончательно получаем

lim
𝜎→∞

‖̃︀𝜙𝐿(𝑡, 𝜎)− sinc(𝜋𝑡)‖2𝐿2
= lim

𝜎→∞
𝐼1(𝜎)− 2 lim

𝜎→∞
𝐼2(𝜎) + lim

𝜎→∞
𝐼3(𝜎) = 0.

Теорема доказана.
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4. Обсуждение результатов. Системы целочисленных сдвигов функции Гаус-
са широко используются в различных разделах физики, например, в теории коге-
рентных состояний. Особенно популярной эта тематика стала после появления паке-
та прикладных программ “Gaussian”, предназначенного для расчета сложных моле-
кул. В качестве базисных функций в этом пакете используются произведения сдви-
гов функции Гаусса на многочлены невысоких степеней. Как показано в моногра-
фии Мазьи, Шмидта [10], системы сдвигов функции Гаусса могут быть примене-
ны для аппроксимации различных потенциалов, а также для решения линейных и
нелинейных граничных задач математической физики. Вычислительные аспекты
интерполяции с помощью сдвигов функции Гаусса рассмотрены в [15].

Системы целочисленных сдвигов функции Лоренца изучены существенно мень-
ше. Но, как следует из доказанных в настоящей работе теорем, предельное пове-
дение узловых функций и связанных с ними констант Рисса для случаев функций
Гаусса и Лоренца практически одинаково. По-видимому, речь идет о какой-то общей
закономерности, присущей достаточно широкому классу функций, порождающих
системы целочисленных сдвигов.

Необходимо специально отметить, что неравенства для тета-функций Якоби и
их различных отношений играют важную роль в математических и прикладных
задачах. Например, в работе [16] неравенство о монотонности некоторого отноше-
ния тета-функций 𝜗2(𝑥, 𝑞) является основным моментом при решении методом дис-
симметризации Дубинина обобщенной задачи Гончара о гармонической мере ради-
альных разрезов. Эта задача имеет длительную историю и свое развитие, в этом
направлении см. [17]–[18] и библиографию в этих работах.

Две рассмотренные системы функций являются характерными для атомных спек-
тров [7; c. 23, 25]. Дело в том, что даже в случае дискретных спектров действие
различных механизмов приводит к уширению, т.е. к образованию некоторого спек-
трального распределения интенсивности вблизи частоты квантового перехода в ато-
ме или молекуле. Функции Лоренца появляются, когда мал эффект Доплера. При
сильном доплеровском уширении возникают функции Гаусса.

Сложные спектры состоят из суммы нескольких разнесенных по частотной оси
функций. Требуется определить частоту и амплитуду каждой компоненты. Реаль-
ный сигнал задается, как правило, на равномерной сетке точек. Следовательно,
математически задача представляет собой разложение сигнала по системе сдвигов
одной функции.

Для надежного определения положения спектральной линии необходимо, что-
бы на пике, связанном с этой линией, укладывалось как минимум 5–10 дискрет-
ных отсчетов, что соответствует значениям 𝜎 порядка 3–5. Следовательно, анализ
устойчивости с ростом параметра 𝜎 используемых для разложения систем функций
представляет большой практический интерес.
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