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Рассматриваются представление функции плотности вероятности перехода (ФПВП) и дру-
гих величин, характеризующих решение стохастического дифференциального уравнения, 
через функциональный интеграл и методы приближенного вычисления возникающих 
функциональных интегралов. Для записи ФПВП через функциональный интеграл исполь-
зуются Onsager-Machlup функционалы. С помощью этих функционалов можно записать 
выражение для ФПВП на малом промежутке времени t , которое верно с точностью до 

слагаемых, имеющих относительно t  порядок выше первого. Для возникающих функ-
циональных интегралов рассматривается метод приближенного вычисления этих интегра-
лов, основанный на использовании разложения действия относительно классической тра-
ектории. В качестве примера рассматривается вычисление с помощью предложенного ме-
тода некоторых характеристик решения уравнения для модели типа Cox Ingersoll Ross.  
 
Ключевые слова: стохастические дифференциальные уравнения, Onsager-Machlup функ-
ционалы, функциональные интегралы.  
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Representation of the probability density function (PDF) and other quantities, describing solution 
of stochastic differential equation, by means of functional integral is considered in this paper. 
Method of approximate evaluation of appearing functional integrals is presented. Onsager-
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Machlup functionals are used to represent PDF by means of functional integral. Using these func-
tionals the expression for PDF on small time interval t  can be written. This expression is true 

up to terms having order higher than the first in comparison with t . Method of approximate 
evaluation of appearing functional integrals is considered. This method is based on expansion of 
action along classical path. As an example the application of proposed method to evaluation of 
some quantities for solution of equation for the Cox Ingersoll Ross type model is considered. 
 
Key words: stochastic differential equations, Onsager-Machlup functionals, functional integrals. 

 

1. Введение 
 Разнообразные физические, химические и биологические системы с наличием 
флуктуаций или шума описываются стохастическими дифференциальными уравнениями 
в смысле Ито  

 ( ) ( , ) ( , ) ( )dx t f x t dt g x t dw t                      (1) 

с начальным условием 0 0( )x t x , где )(tw  – винеровский процесс.  

 Описание с помощью стохастических дифференциальных уравнений моделей вза-
имодействующих популяций, таких как ''хищник-жертва'', симбиоз, конкуренция и их 
модификации, приведено в [1,2].  
 Во многих приложениях часто требуется найти в аналитическом виде или аппрок-
симацию функции плотности вероятности перехода (ФПВП) для стохастической пере-
менной ( )x t , моментов для ФПВП, математического ожидания функции от решения 

уравнения (1) и других величин. Для вычисления этих величин можно использовать ме-
тоды решения стохастических дифференциальных уравнений [3,4], уравнения Фоккера-
Планка и численные методы решения этих уравнений [5]. Для этих целей можно также 
использовать метод функционального интегрирования.  
 Функциональные интегралы давно и успешно применяются в квантовой теории по-
ля, статистической механике [6-10], а также в теории стохастических дифференциаль-
ных уравнений [7,11,12]. Они обеспечивают удобный инструмент для аналитического и 
приближенного вычисления различных характеристик стохастических моделей. 
 В этой работе рассматриваются представление ФПВП через функциональный ин-
теграл и методы приближенного вычисления возникающих функциональных интегра-
лов.  
 Во втором разделе исследуется Onsager-Machlup функционал для записи ФПВП че-
рез функциональный интеграл. В третьем разделе рассматривается метод приближенно-
го вычисления функциональных интегралов, основанный на использовании разложения 
действия относительно классической траектории. В четвертом разделе в качестве при-
мера предлагается аналог модели Cox Ingersoll Ross.  
 

2. Представление величин с помощью функционального интеграла  
 Для записи ФПВП через функциональный интеграл используется Onsager-Machlup 
функционал [5,11-13]. В общем случае мы не можем найти ФПВП на малом промежутке 
времени t , соответствующую произвольному стохастическому дифференциальному 
уравнению. Однако можно найти выражение для ФПВП на малом промежутке времени 

t , которое верно с точностью до слагаемых, имеющих относительно t  порядок выше 
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первого. Это выражение для уравнения (1) в случае схемы Ито и функций, не зависящих 
от времени, имеет вид [12]  

 

2

22

1
( ( ( ) ( ) ( )) )1 2( , , , ) exp

2 ( )2 ( )

x y f y g y g y t
p x t t y t

g y tg y t

     
    

   
 

.   (2) 

Используя выражение (2), можно записать ФПВП в виде  

 
1

0 0 21 1
1

1
( , , , ) ...lim

2 ( )

N N

i
N i i

i

p x t x t dx
g x t



   

  
 

    

 

2
1 1

2
0

1
( ( ( ) ( ) ( )) )

2exp
2 ( )

N i i i i i

i i

x x f x g x g x t

g x t

 



     
  

 
 

 .            (3) 

В предельном случае формула (3) имеет вид  

 
0

2

0 0 2

1
( ( ) ( ( ( )) ( ( )) ( ( ))))

2( , , , ) [0] [ ]exp
2 ( ( ))

t

t

x f x g x g x
p x t x t Z D x d

g x

       
    

 
 

 


,     (4) 

где 
1

2 21

1
[ ] lim

2 ( ) 2 ( )

N
i

N i
i

dx
D x

g x t g x t



 
 

   
.  

 Выражение [ ]D x  формально расходится и имеет смысл только вместе с экспонен-

той под знаком интеграла в (4), а строго математически функциональный интеграл в 
правой части равенства (4) определяется как предел интегралов конечной кратности.  
 Функционал в показателе экспоненты в формуле (4) называется Onsager-Machlup 
функционал. Моменты для ФПВП записываются в виде  

       
0

2

1
2

1 1

1
( ( ) ( ( ( )) ( ( )) ( ( ))))

2( ) [0] [ ] ( ) exp
2 ( ( ))

tn n

i i
i i t

x f x g x g x
x Z D x x d

g x


 

       
        

 
 

 


.  (5) 

От формул (4),(5) можно перейти к формулам с постоянным коэффициентом при 2( )x  . 

Это преобразование в случае стохастических дифференциальных уравнений аналогично 
Lamperti transformation [14] или замене функции с помощью формулы Ито, при которой 
исходное уравнение приводится к уравнению с постоянным коэффициентом диффузии.  
 Пусть функции G  и  такие, что ( ) / 1/ ( )dG y dy g y , ( ( ))G y y  . Тогда если сде-
лать замену ( ) ( ( ))x y    , получим ( ( )) / ( ( ( ))) ( )y g y y       . Формула (4) после такой 
замены будет иметь вид  
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0

2
0 0

1
( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( )))1 2( , , , ) [0] [ ]exp ( ( ) )

2 ( ( ( )))

t

t

f y g y g y
p y t y t Z D y y d

g y

        
      

  
 

   , 

где 1 1
0 0( ),  ( )y x y x     , 

1

21

1
[ ] lim

2 2 ( ( ))

N
i

N i

dy
D y

t g y t



 
 

   
.  

 ]0[Z  можно записать в виде 
1

[0] [0]
( ( ))

Z Z
g y




,  

где  

 
0

2

1
( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( )))1 2[0] [ ]exp ( ( ) )

2 ( ( ( )))

t

t

f y g y g y
Z D y y d

g y

        
     

  
 

   ,    (6) 

 
1

1

1
[ ] lim

2 2

N
i

N i

dy
D y

t t



 
 

 
.   

3. Вычисление функциональных интегралов 
 Перейдем к методу вычисления функциональных интегралов вида (6). Функцио-
нальный интеграл в формуле (6) – это интеграл по функциям или траекториям, удовле-

творяющим условиям 1 1
0 0( ) ( ),   ( ) ( )y t x y t x     . Выражение  

 

2
1

( ( ( ))) ( ( ( ))) ( ( ( )))1 2( )
2 ( ( ( )))

f y g y g y
y

g y

        
    

 

  

в формуле (6) можно рассматривать как лагранжиан системы ( , , )L y y  , а величину 

0

( , , )
t

t

S L y y d     – как действие. Используя принцип наименьшего действия [6], можно 

из всех возможных траекторий выделить классическую траекторию клy , для которой 

действие S  принимает экстремальное значение. Классическая траектория находится как 
решение уравнения Эйлера-Лагранжа  

 0
d L L

dt y y

  
    

.  

 Далее для вычисления интеграла можно использовать разложение действия S  от-
носительно классической траектории клy   

 21
[ ( )] [ ( )] [ ( )]

2кл клS y S y S y      .  

 Вариацию второго порядка 2 [ ( )]клS y   можно записать в виде  
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0

2 [ ( )]
t

кл
t

S y y yd      ,  

где клy y y   ,  

 
2 2 2 2

2 2

кл кл кл клy y y y

L L d d L d L d

y y dt dt y y dt dty y

          
                               

. 

 После этих преобразований интеграл (6) запишется в виде  

 
0

1
[0] [ ]exp [ ( )]

2

t

кл
t

Z D x S y x xd
        
  

  ,                                                                  (7) 

где интегрирование выполняется по траекториям x y  , удовлетворяющим условиям 

0( ) 0,  ( ) 0x t x t  , 

 
1

1

1
[ ] lim

2 2

N
i

N i

dx
D x

t t



 
 

 
.  

 Для вычисления интеграла (7) используем разложение  

 
1

j j
j

x a u



  ,  

где функции ju  являются решениями задачи Штурма-Лиувилля, ассоциированной с 

оператором  , то есть  

 j j ju u   ,                                                                                                                    (8) 

 
0

( ) ( )
t

j i ji
t

u u d     ,     0( ) 0,   ( ) 0u t u t  ,     j  – собственные значения.  

 Тогда интеграл (7) запишется в виде  

 2

1

1
[0] exp{ [ ( )]} [ ]exp

2кл j j
j

Z S y J D a a




       
  

 ,            (9) 

где J  – якобиан перехода от переменной x  к переменной a ,  

 
1

1
[ ] lim

N

i
N i

D a da


 
  .  

Обозначим  

 2
0

1

1
( , ) [ ]exp

2 j j
j

K t t J D a a




     
  

 .                                                                           (10) 
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Так как якобиан J  инвариантен относительно операторов   [6,12], то  

 1/2 1/2
0 0 ,

1 1
( , ) ( , )j free free j

j j
K t t K t t

 

 
    ,  

где  

 2
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1

1
( , ) [ ]exp

2free free j j
j

K t t J D a a




     
  

 ,  

,free j  – собственные значения задачи Штурма-Лиувилля, ассоциированной с операто-

ром 2 2/free d dt  .  
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Следовательно  
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 Таким образом, из (9)-(11) следует, что  
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 В нашем случае  
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 Траектория клy  удовлетворяет уравнению  

 ( ) ( ( )) ( ( )) 0кл кл клy F y F y     .                                                                                 (13) 

Следовательно,  
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S y F y F y F y y d          

 +
0

0 0
1

( ( ) ( ) ( ) ( )) ( ( )) ( )
2

t

кл кл кл кл кл кл
t

y t y t y t y t F y dy     .                                              (14) 
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 Оператор   в уравнении (8) имеет вид  

 2 2 2( ( )) ( ( )) ( ( )) /кл кл клF y F y F y d dt        .              (15) 

Для приближенного вычисления собственных значений j  оператора   заменим функ-

ции ( )ju  , ( )клy  , 0t t , векторами ( ( ), (2 ),..., (( 1) ))j j j ju t u t u N t    u , ( ( ),кл клy t y  

(2 ),..., (( 1) ))кл клy t y N t   , 0tN t t   , оператор ' 2( ( ))клF y  ''( ( )) ( ( ))кл клF y F y     
2 2/d dt  заменим матрицей размерности )1()1(  NN   

 

2
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2
2

2
2 3

2
1

2 1 0 0

1 2 1 0
1

0 1 2 0

0 0 0 2 N

t f

t f

t f
t

t f 

   
 
    
        
 
   






    



,  

где 2( ( )) ( ( )) ( ( )),   1 1j кл кл клf F y j t F y j t F y j t j N         .  

 Оператор 2 2/free d dt    заменим матрицей размерности ( 1) ( 1)N N     

 
2

2 1 0 0

1 2 1 0
1

0 1 2 0

0 0 0 2

free
t

 
   
   
 
 
 
 





    


.           (16) 

 Для вычисления собственных значений ,,j free j   матриц , free   можно восполь-

зоваться методом последовательностей Штурма [15]. Можно вычислять 
1

1
det

N

j
j




   , 

1

,
1

det
N

freefree j
j




   .  

 

4. Аналог модели Cox Ingersoll Ross  
 В качестве примера рассмотрим аналог модели Cox Ingersoll Ross, описываемый 
стохастическим дифференциальным уравнением  

 ( ) ( ( ) ) ( ) ( )dx t ax t b dt x t dw t    .                (17) 

ФПВП, соответствующая стохастическому дифференциальному уравнению (17), на ма-
лом промежутке времени t  имеет вид  
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2
2

22

1
( ( ) )1 2 2( , , , ) exp

22

x y ay b t
p x t t y t

y ty t

           
    

  

.      (18) 

ФПВП можно записать в виде  
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 .                                                             (19) 

 Сделаем замену переменных 
2

2( )
4

x y y


   ,     
2

2
dx ydy


 . Получим  
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 .  

Таким образом,  
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2
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1
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1 4
exp

2 2 2

N
i i i

i i

y y ay b
t

t y






                   
 ,               (20) 

где 1 1
0 0 0( ) 2 / ,   ( ) 2 /y x x y x x         . 

 Рассмотрим случай 2 b  . Выражение (20) можно записать в виде функцио-

нального интеграла по винеровской мере dw(y):  

 2 2
0 0 0

1
( , , , ) exp ( ( ) ( ))

4( )

a
p x t x t y t y t

y

   
   


0

2
2exp ( ) ( )

8

t

t

a
y d dw y

     
  

  .  

Для вычисления интегралов по винеровской мере можно использовать методы, разрабо-
танные в [10,16,17].  
 Следуя предложенной схеме, интеграл в (20) запишем в виде 

       
0

2
0 0

1 1 1
( , , , ) [0] [0] [ ]exp ( ( ) ( )) ,

2 2( ) ( )

t

t

a
p y t y t Z Z D y y y d

y y

          
      

    (21) 
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где 
1

1

1
[ ] lim

2 2

N
i

N i

dy
D y

t t



 
 

 
.  

 В данном случае лагранжиан имеет вид  

 
2

1
( , , ) ( ) ( )

2 2

a
L y y y y

      
 

  .  

 Из (13) получаем, что уравнение Эйлера-Лагранжа для классической траектории 
имеет вид  

 2( ) ( / 2) ( ) 0кл клy a y    .            (22) 

Из (14) следует, что  
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y t y y t y y y    .  

 Из этого равенства и (12) получаем выражение для [0]Z   
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  ,  

где ,,j free j   – собственные значения матриц , free   размерности )1()1(  NN .  

 Из (15) следует, что  

 2 2 2/ 4 /a d dt  ,  

а матрица   имеет вид   
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,  

где / 2a  , 0tN t t   . Матрица free  определяется равенством (16).  
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 Вычисляя определители матриц , free  , получаем, что при 0 0t  , 1t  , 1  ,  

 20N  ,   
1/21 ,

1/2
10

1
0.36808

2 ( )

N free j

j jt t








  
.  

 В данном случае функцию ( )клy  , 0t t   , можно найти в явном виде, так как 

можно найти в аналитическом виде решение уравнения (22). Это решение имеет вид  

 0 0
0

1
( ) ( sinh( ( )) sinh( ( )))

sinh( ( ))клy x t x t
t t

       
 

. 

 Но так как в общем случае мы не можем найти в аналитическом виде решение 
уравнения Эйлера-Лагранжа, то будем вычислять функцию ( )клy   приближенно. При-

ближенные значения функции ( )клy  , 0t t   , находим, решая уравнение (22) с помо-

щью метода сеток для решения нелинейных граничных задач [18].  

 С помощью полученных приближенных значений для 
1/21 ,

1/2
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j jt t
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



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 и 

( )клy   находим приближенные значения для 2[0] [0] / 2Z Z y  . В табл.1 и 2 приведены 

приближенные и точные значения [0]Z  для переменной y , связанной с переменной x  

соотношением 2 2( ) / 4x y y    . Точные значения ]0[Z  получены из явного выраже-
ния  
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00
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[0] exp
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x x x x t t x x
Z

t tt t

                
.   (23) 

 Таблица 1. Приближенные и точные значения [0]Z . 2,a   1,   1 / 4,b   0 0,  1,t t   0 0.y   
y  –3 –2 –1 –0.6 –0.3 0 0.3 0.6 1 2 3 

[0]ПZ  0.093 0.199 0.316 0.348 0.363 0.368 0.363 0.348 0.316 0.199 0.093 

[0]ТZ  0.090 0.196 0.315 0.348 0.363 0.368 0.363 0.348 0.315 0.196 0.090 

    

   Таблица 2. Приближенные и точные значения [0]Z . 2,a   1,   1 / 4,b   0 0,  1t t  , 0 1.y   
y  e–3 e–2 1e   e–0.6 0.3e   e  e+0.3 e+0.6 1e   e+2 3e   

[0]ПZ  0.090 0.198 0.320 0.356 0.374 0.381 0.379 0.359 0.327 0.209 0.098 

[0]ТZ  0.090 0.197 0.315 0.348 0.363 0.368 0.363 0.348 0.315 0.197 0.090 
    

 Выражение (23) получено из явного выражения для ядра оператора 
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 Рассмотрим приближенное вычисление математического ожидания решения урав-

нения (17) с помощью полученных приближенных значений для [0]Z  и с учетом норми-

рующего множителя  0exp ( ) / 2t t  .  

 Из (19)–(21) получаем, что приближенные значения математического ожидания 
вычисляются по формуле  
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 . 

 Точное значение математического ожидания вычисляется из уравнения  

  2
0( ) ( ) / 4 , (0)dMx t aMx t dt Mx x    

и равно  

 
2

0 0 0( ) exp{ ( )} (exp{ ( )} 1)
4

Mx t x a t t a t t
a


     .  

 При 2,a   1,   1 / 4b  , 0 0,  1t t  , 0 0x   приближенное значение математиче-

ского ожидания равно 0.824,  точное значение равно 0.799.  При 2,a   1,   1/ 4b  , 

0 0,  1t t  , 0 1/ 4x   приближенное значение математического ожидания равно 2.81,  

точное значение равно 65.2 .  
 
5. Заключение  
 Существует большое число математических моделей в естествознании, приводя-
щих к стохастическим дифференциальным уравнениям (СДУ). Одной из наиболее часто 
встречающихся на практике задач построения моделей такого рода является введение в 
динамическую модель, описываемую дифференциальными уравнениями, случайных 
флуктуаций, обусловленных наличием шума в системе (как, например, в радиотехнике, 
термодинамике, кинетике химических реакций и др.). Другим источником моделей, ос-
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нованных на СДУ, является предельный переход в описании системы (например, модели 
генной диффузии, диффузионная аппроксимация систем массового обслуживания и др.).  
 Стохастическое дифференциальное уравнение часто используют для описания сто-
хастического поведения системы, но как правило стохастический член уравнения пред-
ставляется как внешнее случайное воздействие на систему [21]. С позиций математиче-
ского моделирования одной из актуальнейших задач является конструирование такого 
стохастического дифференциального уравнения для моделируемой системы, чтобы сто-
хастический член был связан со структурой изучаемой системы [1,2]. Одним из возмож-
ных решений этой задачи является получение стохастической и детерминистической 
частей из одного и того же исходного уравнения. Для этих целей удобно использовать 
основное кинетическое уравнение. 
 Системы, в которых временная эволюция происходит в результате взаимодействия 
ее элементов, удобно описывать с помощью основного кинетического уравнения, (дру-
гое название – управляющее уравнение [19], а в англоязычной литературе оно носит на-
звание Master equation [5]). Т.о. встает вопрос, как получить описание исследуемой сис-
темы, описываемой одношаговыми процессами, с помощью стохастического дифферен-
циального уравнения в форме уравнения Ланжевена из основного кинетического урав-
нения. Поэтому для решения этой задачи предлагается аппроксимировать основное ки-
нетическое уравнение уравнением Фоккера-Планка, для которого можно записать экви-
валентное ему стохастическое дифференциальное уравнение в форме уравнения Ланже-
вена.  
 В работах части авторов [1,2,20] задача конструирования СДУ, стохастический 
член которых связан со структурой изучаемой системы, частично решена. В настоящее 
время закончена рукопись, завершающая этот цикл исследований. Представление функ-
ции плотности вероятности перехода для решения полученных СДУ через функцио-
нальный интеграл и методы приближенного вычисления такого функционального инте-
грала будут рассмотрены в одной из последующих публикаций. 
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