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Работа посвящена математическому моделированию распространения звуковых пучков 
конечной амплитуды в нелинейно-диссипативной среде, а также исследованию построен-
ной дискретной модели. В работе использовался метод расщепления по физическим про-
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Введение 

 Нелинейные процессы в ультразвуковых пучках вследствие отсутствия физической 
дисперсии в большинстве звукопрозрачных сред представляют собой сложные про-
странственно-временные явления, описываемые квазилинейными уравнениями со сте-
пенным характером нелинейных членов. В большинстве практически важных случаев 
решение модельных уравнений акустики не может быть получено аналитическими ме-
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тодами. Единственной возможностью изучения и практического использования нели-
нейных волновых эффектов является применение методов математического моделиро-
вания.  
 Основными физическими процессами, сопровождающими распространение волно-
вых пучков большой амплитуды, являются дифракционные, диссипативные, нелиней-
ные. Влиянием дисперсии скорости звука в среде в большинстве практически важных 
случаев можно пренебречь. Указанные процессы могут быть учтены в рамках квазили-
нейного уравнения Хохлова-Заболотской-Кузнецова (ХЗК) [1, 2]. В последнее время ин-
терес к изучению сложных пространственных нелинейных волновых процессов связан с 
широкими перспективами их практического использования [3, 4].  
 В настоящее время отсутствуют доступные специализированные математические 
модели и соответствующее программное обеспечение, позволяющие исследовать чис-
ленными методами сложные нелинейные процессы в пространственно двумерных и 
трехмерных звуковых полях и выполнять инженерные расчеты при разработке новых 
методов и устройств дистанционного зондирования сред. При этом, как правило, резуль-
таты по существующим моделям носят частный характер и встречаются в научной лите-
ратуре по нелинейной акустике [5, 6]. Сложившаяся ситуация сдерживает практическое 
применение нелинейных эффектов в гидроакустике, неразрушающем контроле, меди-
цинской диагностике. 
 К настоящему времени в России и за рубежом разработан ряд математических мо-
делей для решения уравнения нелинейных звуковых пучков, использующихся в иссле-
довательских целях. Рассмотрим кратко их основные особенности. Бахвалов Н.С. с соав-
торами разработал численный метод для решения уравнения ХЗК на основе схемы рас-
щепления по физическим процессам для осесимметричных источников. В предложен-
ном алгоритме дифракционные и диссипативные процессы вычислялись в частотной об-
ласти, а нелинейный член — во временной области, при этом использовался метод Го-
дунова со специальной разностной схемой для решения  уравнений в частных производ-
ных [5]. В 1984 году Аанонсен с соавторами [7] разработал алгоритм решения ХЗК в 
частотной области. Алгоритм использует преобразование Фурье для конвертации ХЗК в 
набор сдвоенных дифференциальных уравнений в частных производных. Затем исполь-
зовался метод конечных разностей для решения этих «сдвоенных» уравнений. Позже 
Бейкер с соавторами [8] обобщил частотный алгоритм Аанонсена для неосесимметрич-
ных источников и обобщил метод для импульсных волн (разработанный ими код бази-
ровался на алгоритме, также известном как код Бергена). В 1995г. Ли и Гамильтон раз-
вили конечно-разностный операторно-расщепленный алгоритм по времени (известный 
как Техасский код). Для решения ХЗК использовалась схема расщепления по каждому 
из физических процессов в направлении возрастания осевой координаты. Первоначально 
данный алгоритм был создан для импульсных возбуждений и для осесимметричных ис-
точников. В 2005г. Янг и соавторы [9] обобщили Техасский код на случай неосесиммет-
ричных источников, при этом использовалась схема разложения по поперечным про-
странственным направлениям. В работе [10] был предложен подход для аппроксимации 
дифракционного члена без разложения его по боковым осям х и y.  
 Общим недостатком дискретных математических моделей, использующих подход 
Ли и Гамильтона, является неконсервативность разностных схем, применяемых для уче-
та нелинейного вклада в распространение волны. Другим важным недостатком разно-
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видностей Техасского кода является то, что при решении дифракционной задачи на-
правление счета совпадает с направлением роста временной переменной, при этом ис-
пользуются граничные условия первого рода для начального и конечного момента вре-
мени, такие же, как и при расчете диссипации. Вследствие этого в указанных моделях 
выполнение правого граничного условия по времени (для конечного момента времени) 
при расчете дифракционной задачи не гарантируется. 

1. Постановка задачи 

 Для описания распространения звуковых пучков конечной амплитуды в нелиней-
но-диссипативной среде использовано уравнение Хохлова-Заболотской-Кузнецова: 
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2 4

v v v N
v v

z 
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          
 (1) 

с начальным условием: 

 (0, , ) ( , )v r V r     

и следующими граничными условиями: 
 – условие периодичности сигнала: 

 ( ,0, ) ( ,2 , )v z r v z r  ,        ( ,0, ) ( ,2 , )v z r v z r    ,  

 – условие симметричности поля:  

  , ,0 0rv z   , 

 – условие отсутствия источников энергии в бесконечно удаленной точке: 

  , , 0v z    ,  

где ( , , )v v z r  – величина скорости частиц среды,   – диссипативный параметр,   – 

время в сопровождающей системе координат, z  – нормированное расстояние, N  – па-
раметр уравнения, характеризующий соотношение нелинейной и дифракционной длин 
волны,  поперечный лапласиан в полярной системе координат  
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r
r r r

           
. 

 Расчетная область по пространственным направлениям , ,x y z  представляет собой 
цилиндр (рис.1).  

 Для решения поставленной задачи в настоящей работе использовались методы 
расщепления по физическим процессам, интегро-интерполяционный метод, экономич-
ные прямые методы решения сеточных уравнений, разработанные и хорошо зарекомен-
довавшие себя при решении задач гидродинамики [11]. 
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Рис.1. Расчетная область. 

2. Построение дискретной модели 

 Дискретная модель строится на основе метода расщепления по физическим про-
цессам. После конечно-разностной аппроксимации первой пространственной производ-
ной и применения метода расщепления исходная задача сводится к решению системы 
двух дифференциально-разностных уравнений (2) и (4). Первое из полученных уравне-
ний учитывает совместное действие нелинейных и диссипативных процессов, а второе – 
дифракционных. Предложенный подход позволяет решить задачу получения устойчивой 
монотонной разностной схемы и избежать появления нефизичных осцилляций получае-
мых решений без применения дополнительных искусственных приемов, применение ко-
торых обычно приводит к существенному увеличению вычислительных издержек [6].  
 Для построения решения  разностной схемы вводится равномерная сетка:  

      , , ; 1, , 0, , 0, ; , 2 ,h n z j k r z z z rw z nh jh r kh n N j M k P N h l Mh Ph R             ,  

где n , j , k  – индексы по направлениям , ,z r  соответственно; zh , h , rh  – шаги по на-

правлениям , ,z r  соответственно; zN , ,M P  – количество узлов сетки по направлениям 

, ,z r  соответственно; l , R  – высота и радиус цилиндра соответственно. 

 После аппроксимации уравнения (1) по переменной z  и введения новых перемен-
ных 

 1 1 1,   ,   ,    ,    n n n n n n n n n n nu v u w v w v v u v w            
 , 

где nv   – значение поля v  на промежуточном пространственном слое, (0;1) , nu    

 1 1n nu u    ,  1 1n n nw w w      , [0;1],  [0;1]  , ,  n nv v   – значения 

поля v  на некотором пространственном слое, исходная задача разбивается на две подза-
дачи, в одной из которых учитываются эффекты нелинейности и диссипации среды 
уравнением 
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с граничными условиями: 

 ( ,0, ) ( ,2 , )u z r u z r  ,       ( ,0, ) ( ,2 , )u z r u z r    , (3) 

а в другой  дифракция в квазиоптическом приближении. Такое приближение модели-
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рует дифракционные процессы как диффузию амплитуды возмущения в направлении, 
перпендикулярном направлению распространения волны, и описывается уравнением 
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 (4) 

с граничными условиями 

  , ,0 0rw z   ,          , , 0w z    . (5) 

 Для аппроксимации задач (2), (4) по пространственной переменной z  использова-
ны схемы с весами [12]. 
 Дискретный аналог задачи (2)-(3), построенный при помощи интегро-интерполяци-
онного метода, запишется в виде 
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Сеточное уравнение (6) решается методом циклической прогонки. 
 Решение задачи (4)-(5) находится методом гармоник (тригонометрическая интер-
поляция). Функцию скорости частиц среды можно представить усеченным рядом Фурье, 
полученным в результате применения тригонометрической интерполяции следующим 
образом: 

 
/2

/2
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N

j
j N

w c i j
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   , (7) 

где w – частота первой гармоники, j – номер гармоники, N – количество дискретных зна-
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чений величины скорости частиц среды на периоде. Так как функции exp( )iwj  для раз-

личных j линейно независимы, то получим уравнение 
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 Дискретный аналог полученного уравнения с граничными условиями (5) может 
быть записан следующим образом: 
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 Коэффициенты ,
n
j kc на предыдущем временном слое находятся при помощи алго-

ритма быстрого преобразования Фурье из поля ,
n
j kw . 

3. Исследование дискретной модели 

 На основе принципа максимума выполнено исследование устойчивости разностной 
схемы (6), выполнение которого также гарантирует монотонность разностной схемы. 
Для доказательства устойчивости разностной схемы (8) был использован энергетический 
метод. Разностная схема (6) устойчива и монотонна при следующих ограничениях на ве-
личину шагов по временной и пространственной переменным: 
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Разностная схема (8) абсолютно устойчива при 1 / 2   и имеет второй порядок погреш-
ности аппроксимации при 1 / 2  . Погрешность аппроксимации математической моде-

ли (6)-(8) равна  2
zO h h . Для повышения порядка погрешности аппроксимации урав-

нения (2) по пространственной координате z  можно использовать следующие дискрет-
ные аналоги диссипативного и нелинейного членов уравнения 
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 При этом условия устойчивости и монотонности запишутся в следующем виде: 

 h
u


 ,          

1
2

1, 1,
22 2

n n
j k j k

z
u uh

h
hh


 



 
    

   
. (10) 

 Трудоемкость алгоритма (6)-(8) составляет 220 log 51Q PM M PM   арифметиче-

ских операций. Наиболее трудоемкой частью данного алгоритма является расчет коэф-
фициентов ряда Фурье для перехода от полевого описания к спектральному и обратно 
согласно формуле (7). При использовании аппроксимаций (9) ограничение сверху на шаг 
h  уменьшается в два раза, а на шаг zh  уменьшается в 8 раз, что приводит к увеличению 

минимальных размеров расчетных массивов в два раза и времени счета более чем в 16 
раз. Вместе с тем, при выполнении условий (10) разностные схемы, использующие ап-
проксимации (9), дают заведомо более точный результат.  
 Для разностных схем (6)-(9) несложно показать, что при распространении волн в 
виде нелинейных звуковых пучков только лишь приграничные узлы являются источни-
ками (стоками) поля скоростей, что соответствует непрерывному физическому процессу 
в рассматриваемой открытой области. Другими словами, данная дискретная модель со-
ответствует ее непрерывному аналогу с точки зрения баланса энергии и является кон-
сервативной. 

4. Программная реализация 

 Разработка программного комплекса, реализующего построенную математическую 
модель, предполагала достижение следующих основных целей: создание мощного инст-
румента для проведения исследований в области теории нелинейных волновых процес-
сов; разработка современных программных средств для выполнения инженерных расче-
тов при создании новых образцов техники, основанной на принципах нелинейной аку-
стики.  
 Программный комплекс реализует два основных подхода к описанию нелинейных 
волновых процессов – полевой и спектральный. Предложенные программно-алгоритми-
ческие решения позволяют выполнять расчеты поля скорости частиц среды в акустиче-
ской волне и порядка нескольких тысяч гармонических составляющих нелинейно иска-
жающегося временного профиля. В структуру программного комплекса входят следую-
щие блоки: 
 – управляющий блок (в данном блоке осуществляются следующие действия: выде-
ление памяти для используемых переменных, ввод начальных условий, задание вспомо-
гательных массивов для быстрого преобразования Фурье; и вызываются функции: рас-
чет скорости частиц среды с учетом диссипации и нелинейности процесса распростра-
нения волновых пучков, расчет коэффициентов ряда Фурье для функции скорости час-
тиц среды, расчет скорости частиц среды с учетом дифракции, расчет функции скорости 
частиц среды по коэффициентам ряда Фурье, функции вывода данных и удаления мас-
сивов); 
 – блок расчета скорости частиц среды с учетом диссипации и нелинейности про-
цесса распространения волн в виде пучков; 
 – блок построения сеточных уравнений для расчета скорости частиц среды с уче-
том диссипации и нелинейности процесса распространения волновых пучков; 
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 – блок прямого хода быстрого преобразования Фурье (в данном блоке в матрице 
скоростей v  для каждой строки как для вектора применяется быстрое преобразование 
Фурье и полученные векторы заносятся в матрицу коэффициентов Фурье C ); 
 – блок обратного хода быстрого преобразования Фурье (в данном блоке в матрице 
коэффициентов Фурье C  для каждой строки выполняется комплексное сопряжение и 
как для вектора применяется быстрое преобразование Фурье, затем полученные векторы 
заносятся в матрицу скоростей v ); 
  блок быстрого преобразования Фурье; 
 – блок расчета методом прогонки СЛАУ с комплексной матрицей; 
 – блок расчета скорости частиц среды с учетом дисперсии скорости распростране-
ния волновых пучков; 
 – блок расчета СЛАУ методом циклической прогонки. 

 

Рис.2. Схема алгоритма программы. 

 Схема алгоритма программы представлена на рис.2. Для тестирования разработан-
ного программного комплекса использовалась модельная задача распространения перво-
начально синусоидального звукового пучка конечной амплитуды с гауссовым попереч-
ным распределением. Такая задача хорошо исследована и может считаться эталонной 
для проверки правильности работы построенной математической модели и ее программ-
ной реализации. При N>>1 приведенная задача имеет известное аналитическое решение 
[3]. 

5. Аналитические решения 

 Рассмотрим возможные предельные случаи для исходного уравнения: 
 – преобладание нелинейных и диссипативных процессов над дифракционными 
(N<<Г<1), тогда имеет место следующее уравнение Бюргерса:  
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  преобладание дифракционных процессов над нелинейными и диссипативными 
(Г<<N, N>>1), тогда получаем параболическое уравнение теории дифракции 
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Точное решение уравнения (11) имеет вид 
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Решение уравнения (12) в случае гауссова пучка гармонических волн имеет вид 
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 В стандартной записи (13) примет вид 
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Учитывая, что /d pN L L , / pz x L , 2( ) / 2дL ka , /R r a , получим: 
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 Решения (13), (16) использовались для верификации построенной математической 
модели и отладки разработанного программного обеспечения. 

6. Результаты численных экспериментов для гауссового пучка  

 В настоящем разделе рассмотрены гармонические пучки с начальным гауссовским 

распределением:    2, exp( )sinV r r    . На рис.3 более темным цветом изображена 

исходная функция скорости частиц среды (при z=0), а более светлой поверхности соот-
ветствует решение исходного уравнения при следующих параметрах: 0.5,z   0.001,  

0.4,N   100P  , 122M  . На рис.4 представлено решение при 1z  . 

 На рис.5 приведена функция двух переменных  ,v r  при фиксированных значе-

ниях 0,1, 2, 4z  . При этом вертикальная ось соответствует переменной r , а горизон-

тальная – переменной  . С ростом z  положительный и отрицательный фронты сближа-
ются.  
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Рис.3. Функции скорости частиц среды 
при 0z   и 0.5z  . 

Рис.4. Функции скорости частиц среды при 
0z   и 1z  . 

 

 
0z   

 
1z   

 
2z   

 
4z   

Рис.5. Функция двух переменных ( , )v r  при фиксированных значениях z . 
 

 Из рис.3-5 видно, как с ростом z  в приосевой области формируется ударный фронт 
с одновременным расплыванием интенсивности поля в поперечном направлении и 
трансформацией первоначально плоского волнового фронта в квазисферический. 

7. Пример применения программного комплекса для исследования сложных нели-
нейных пространственных эффектов 

 Построенная математическая модель и ее программная реализация позволяет вы-
полнять исследования широкого спектра сложных нелинейных явлений в неодномерных 
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звуковых полях. В частности, разработанное программное обеспечение использовалось 
при изучении нелинейных волновых процессов в поле фокусированных звуковых пуч-
ков, интерес к которым в последнее время возрастает в связи с развитием ультразвуко-
вых методов воздействия на биологические ткани и органы. 
 Рассмотрены пучки с распределением, равномерным по амплитуде и квадратич-

ным по фазе:    2, sin , 1,6V r kr k      . На рис.6 изображена исходная функция 

скорости частиц среды, а на рис.7 – функция скорости при следующих параметрах: 

0.5,z   0.001  , 0.2,N   100,P   162M  . Видно, что происходит фокусировка зву-
кового пучка. 

 
 

Рис.6. Функция скорости частиц среды 
при 0z  . 

Рис.7. Функция скорости частиц сре-
ды при 0.5z  . 

 

 На рис.8 представлены графики зависимостей скорости частиц среды v  от пере-
менной   на оси симметрии ( 0)r   при разных : 0,0.5,1,1.5z z  . Крестами обозначены 

максимальные значения скорости частиц среды при фиксированных 0,0.1,0.2,...,1.5z  , а 

кругами – минимальные значения скорости при тех же значениях z . 

 

Рис.8. Зависимости скорости частиц среды от   на оси симметрии 
при разных : 0,0.5,1,1.5z z  . 
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 На рис.9 изображены графики зависимости скорости частиц среды v  от перемен-
ной z  на оси симметрии ( 0)r  , при этом верхнему графику соответствует функция 

, 0
( ) max{ ( , , )}

r
v z v z r

 
  , а нижнему – 

, 0
( ) min{ ( , , )}

r
v z v z r

 
  . 

 

Рис.9. Зависимости скорости частиц среды от z  на оси симметрии. 
 

 Таким образом, гауссовский пучок с ростом координаты z  расширяется, его ин-

тенсивность снижается, а пучок, имеющий начальное распределение 2( , ) sin( )V r kr   , 
фокусируется с ростом z  и его интенсивность возрастает.  

8. Верификация результатов работы программного комплекса 

 Для проверки корректности работы программного комплекса моделирования рас-
пространения звуковых пучков в квадратично-нелинейной среде без дисперсии (MSB) 
выполнялись расчеты при стандартных начальных условиях в виде гауссова звукового 
пучка с гармонической временной зависимостью при различных значениях внешних па-
раметров N и Г модельного уравнения ХЗК. Такая методика проверки позволяет выпол-
нить ее для всех предельных случаев соотношения масштабов проявления нелинейных, 
дифракционных и диссипативных процессов.  
 В работе выполнялся качественный и количественный анализ результатов расчетов 
из различных источников. Для количественной оценки различий поведения волнового 
профиля использовалась величина   среднего квадратического отклонения, выраженно-
го в процентах по отношению к амплитуде исходной волны.  
 Для одномерного случая существуют решения Римана (уравнения простых волн) и 
точное решение уравнения Бюргерса, записанное в интегральной форме (13). Как из-
вестно, уравнение ХЗК переходит в уравнение простых волн при N0, Г0, а в уравне-
ние Бюргерса  при N0. 
 В работе был выполнен анализ формы  волнового профиля на оси звукового пучка 
при N<<1, Г<<1, что соответствует преобладанию нелинейных процессов над дифракци-
онными и диссипативными. Сравним его с волновым профилем, являющимся решением 
уравнения простых волн (само решение) для первоначально гармонической волны.  
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 Сравнение результатов работы разработанной нами программы с точным аналити-
ческим решением уравнения простых волн выполнялось при значениях параметров мо-
дели Г=0.001 и N=0.001 при R=0. Результаты сравнений представлены на рис.10. Из 
сравнения видно, что имеет место не только качественное, но и количественное хорошее 
совпадение вплоть до области формирования ударного фронта. 
 

а) 

 

б) 

 

в) 

 
 

Рис.10. Результаты верификации математической модели для предельного случая (11) 
(слева – расчетные профили, справа – погрешность счета). 

 

 На рис.11-12 представлены осевые (R=0) распределения амплитуды и фазы основ-
ной гармоники в гауссовом пучке соответственно для предельного случая (12). Сравни-
ваемые зависимости получены путем расчета по формуле (4) и при помощи программ-
ного комплекса MSB (N=10). 
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Рис.11. Сравнение пространственных рас-
пределений амплитуды основной 
гармоники при R=0 (N=10). 

Рис.12. Сравнение пространственных рас-
пределений фазы основной гармо-
ники при R=0 (N=10). 

 
 Как видно из рис.11,12, сравниваемые зависимости практически совпадают. Коли-
чественное значение погрешности для амплитуды и фазы составляет менее 0.5%. 

9. Сравнение с результатами вычислительных экспериментов, выполненных дру-
гими авторами 

 На следующем этапе верификации программного комплекса выполнялась проверка 
работы программного комплекса для промежуточных значений внешних параметров 
уравнения ХЗК. Для этого использовались данные вычислительных экспериментов из 
монографии [5]. 
 Результаты наложения волновых профилей при соответствующих значениях пара-
метров N,Z, Г представлены на рис.13. 
 Так как в каждом из предельных случаев разработанное программное обеспечение 
дает погрешность всего лишь в пределах 2%, то можно предположить, что значительное 
расхождение с источником [5] не связано с ошибочностью результатов работы програм-
много комплекса MSB. Авторы же монографии [5] упоминают о сравнительно неболь-
шом количестве исследуемых точек, что видимо и дает такое существенное расхожде-
ние, в том числе и с аналитическими результатами. 

Выводы 

 В работе построена конечно-разностная модель второго порядка точности для ква-
зилинейного уравнения, описывающего распространение звуковых пучков конечной ам-
плитуды в нелинейно-диссипативной среде без физической дисперсии. При построении 
математической модели использовался метод расщепления по физическим процессам, 
предпочтение отдано монотонным схемам. Доказана консервативность, устойчивость и 
сходимость построенной модели. Выполнены вычислительные эксперименты, на основе 
которых установлен эффект существования в квадратично-нелинейных средах без физи-
ческой дисперсии явлений компрессии и декомпрессии звуковых импульсов. С помо-
щью построенной модели выполнен численный эксперимент и доказана возможность 
существования фокусировки звуковых пучков.  
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Рис.13. Результаты наложения волновых профилей. 
 
 Отличительной особенностью разработанных алгоритмов является высокая точ-
ность при низких вычислительных затратах, что достигается за счет использования мо-
нотонных разностных схем. Также следует отметить, что разработанные алгоритмы об-
ладают устойчивостью в широком диапазоне значений параметров решаемой задачи.  
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