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Приведено аналитическое и численное моделирование ряда физических свойств малой капли, лежащей

на частично смачиваемой поверхности твердого тела в условиях термодинамического равновесия. Ме-

тодика моделирования основана на применении парного межатомного потенциала Леннарда−Джонса и

континуального приближения для взаимодействующих атомов. Для вычисления параметров потенциала

использована теория функционала электронной плотности в приближении электронного газа. Выведены

новые формулы для потенциальной энергии взаимодействия капли с подложкой и удельной работы адгезии,

а также сформулировано условие нарушения устойчивости малой капли. Численные расчеты выполнены для

системы Li (малая капля)−Ni (подложка).
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Введение

Малые капли жидкостей и частицы твердых матери-

алов с размерами в единицы — десятки нанометров

на поверхностях твердых тел представляют как тео-

ретический, так и практический интерес. Наибольшее

распространение в теоретических исследованиях этих

нанообъектов получили методы молекулярной динамики

и Монте-Карло [1–3]. Даже приблизительный подсчет

количества опубликованных статей, в которых использо-

вались данные методы, довольно затруднителен. Менее

распространенными, к сожалению, стали аналитические

термодинамические и статистические методы исследова-

ния, хотя они и позволяют получать ценные результаты

(см. работы [4–12] и ссылки в них). На практике моде-

лирование и прогнозирование свойств малых капель и

частиц на поверхностях твердых тел весьма важно для

различных приложений в нанотехнологиях, микроэлек-

тронике и микрофлюидике [13,14].

Известно, что единичные трехмерные островки кон-

денсированной фазы на поверхности твердого тела

формируются по механизму Вольмера−Вебера, когда

взаимодействие атомов этой фазы между собой срав-

нимо или сильнее, чем их взаимодействие с атомами

подложки [15]. В зависимости от температуры и состава

эти островки могут находиться как в жидком (капля),
так и в твердом (частица) состоянии. В случае с каплей

при изменении термодинамических условий возможен

переход от частичного смачивания поверхности с крае-

вым углом θ < π/2 к полному смачиванию, когда θ → 0.

Такой переход правомерно отнести к фазовому переходу

первого рода, так как в данном случае производные

термодинамических потенциалов по температуре пре-

терпевают скачки [16]. Заметим, что фазовый переход

смачивания в области малых размеров капель имеет

некоторые общие черты с первичной кристаллизаци-

ей. Вследствие снижения поверхностного натяжения и

действия сил притяжения со стороны подложки малая

капля может очень быстро растекаться, превращаясь в

структурно жесткую тонкую пленку, толщина которой

соответствует области действия этих сил. Процесс быст-

рого растекания жидкости по частично или плохо смачи-

ваемой поверхности иногда называют суперрастеканием

(англ. superspreading). Физико-химические причины это-

го явления сейчас активно обсуждаются [17].

Настоящая работа посвящена моделированию равно-

весных термодинамических свойств малой капли на

частично смачиваемой и атомарно гладкой поверхности.

Теоретический подход основан на применении парного

межатомного потенциала Леннарда−Джонса (ЛД) и

аддитивного континуального приближения [18]. Для рас-

чета параметров межатомного потенциала используется

метод функционала электронной плотности; электрон-

ные плотности берутся в приближении Хартри−Фока

с учетом оболочечной структуры взаимодействующих

атомов. Проведены численные расчеты потенциальной

энергии взаимодействия капли с подложкой и удельной

работы адгезии. Сформулировано условие нарушения

механической устойчивости капли с помощью обобще-

ния уравнения Лапласа. Подход справедлив не только

для капель, но и для разреженных островковых пленок,

в которых расстояния между отдельными островками

превышают радиус действия межатомных сил.
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1. Расчет параметров потенциала ЛД

В работе для моделирования свойств лежащей капли

нами предлагается использовать парный межатомный

потенциал ЛД, параметры которого вычисляются из

теории функционала электронной плотности [19,20].
При этом потенциал ЛД уже перестает быть чисто

эмпирическим.

В разд. 1 во всех формулах используется атом-

ная система единиц (~ = e = me = 1). Рассматривается
невалентное взаимодействие двух атомов. Кулоновская

составляющая потенциала взаимодействия включает в

себя отталкивание между ядрами, отталкивание между

электронными облаками и притяжение между ядрами и

электронными облаками атомов:

ϕ1 =
Za Zb

r
+

x ρa(r1)ρb(r2)

r12
d3r1d

3r2

− Zb

∫

ρa(r1)

r1b
d3r1 − Za

∫

ρb(r2)

r2a
d3r2,

где индексы
”
a“ и

”
b“ обозначают взаимодействующие

атомы, r — расстояние между атомами, Za,b и ρa,b —

заряды и электронные плотности атомов, r12 — рассто-

яние между электронами атомов, r1b и r2a — расстояния

от электронов до ядер. В сферических координатах

все части данного функционала группируются в одно

выражение

ϕ1(r) = 16π2

∞
∫

0

∞
∫

0

ρa(x)ρb(y)I(r, x , y)x2y2dxdy, (1)

I(r, x , y) =
1

r
+ F(r, x , y) − 2

r + x + |r − x |

− 2

r + y + |r − y | , (2)

F(r, x , y) =











































2

r + x + |r − x | , y < |r − x |,
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1

x
+

1
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)

− r
4xy

− (x − y)2

4rxy
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1

y
, y > r + x .

(3)
Квантовая поправка вычисляется по формуле

ϕ2 =

∫

{

[

ρa(ra) + ρb(rb)
]

eg(ρa + ρb) − ρa(ra)eg(ρa)

− ρb(rb)eg(ρb)
}

d3r,

где eg(ρ) — объемная плотность энергии электрон-

ного газа. В эллипсоидальных координатах получается

интеграл

ϕ2(r) =
πr3

4

∞
∫

1

1
∫

−1

[

(ρa + ρb)eg(ρa + ρb) − ρa eg(ρa)

− ρbeg(ρb)
]

dµ dλ. (4)

Объемная плотность энергии электронного газа равна

eg(ρ) =
3

10
(3π2ρ)2/3 − 3

4

(

3

π
ρ

)1/3

+ ec(ρ), (5)

ec(ρ) =











































2.711816ρ1/2 − 0.706052ρ1/3 − 3.819822ρ2/3

− 1.319676ρ5/6, ρ < η1,

− 0.7062 − 0.00633 ln(ρ), η1 ≤ ρ ≤ η2,

− 0.010367 ln(ρ) − (0.001861 ln(ρ)

+ 0.008869)ρ−1/3 − 0.062849, ρ > η2,

ρa(r ; λ, µ) = ρa

(

r(λ+µ)

2

)

, ρb(r ; λ, µ) = ρb

(

r(λ−µ)

2

)

,

где отдельные слагаемые в (5) отвечают кинетическому,

обменному и корреляционному вкладам соответствен-

но, η1 = 2.387324 · 10−4 и η2 = 0.696013 — параметры

сшивки в корреляционном вкладе. Результирующая по-

тенциальная энергия взаимодействия двух атомов есть

ϕ = ϕ1 + ϕ2. (6)

В (1)−(6) требуется задать ρa,b . Наиболее корректно

это можно сделать, если воспользоваться квантово-

механическими электронными плотностями атомов, вы-

численными методом Хартри−Фока [21]. Согласно [22],
имеем формулу

ρ(ξ)=
Z

4πξ

[

∑

i

Ai exp(−αiξ)+
∑

j

B j(β jξ−2) exp(−β jξ)

]

,

(7)

где Z — заряд ядра атома, Ai , αi , B j , и β j — число-

вые коэффициенты, которые определяются по данным

из [22], ξ — координата, отсчитываемая от ядра атома.

Расчет парного межатомного потенциала по (1)−(7) не

накладывает никаких ограничений по температуре при

дальнейшем рассмотрении взаимодействия в конденси-

рованных фазах.

Интегрирование в (1)−(7) проводилось методом

трапеций в ограниченных областях, в пределах ко-

торых располагаются
”
эффективные“ части функций.

Область интегрирования для (1) представляла со-

бой квадрат размером 60× 60, а для (4) — пря-

моугольник размером 2× 60. При этом расстояния

в 40−60 a.u. уже достаточно велики, чтобы служить

хорошим приближением к бесконечности. Расстояние

между атомами во всех расчетах изменялось в ши-

роком интервале от 0.5 до 20 a.u. с шагом 0.05 a.u.
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Рис. 1. Результаты расчета парного межатомного взаимодей-

ствия Li−Ni: a — распределения радиальных электронных

плотностей; b — потенциальные кривые.

Расчетная сетка состояла из ≈ 5 · 108 точек, что в

итоге гарантировало 4−6 верных знаков после за-

пятой. Сам алгоритм был распараллелен для про-

ведения вычислений на графическом процессоре и

реализован в программной среде CUDAC++. Это

позволило уменьшить время работы программы на

порядки.

Параметры потенциала ЛД — равновесное рассто-

яние r0 и глубина потенциальной ямы D — опреде-

лялись по табулированной кривой ϕ(r) посредством

прямого перебора данных. При этом погрешность по

расстоянию соответствует шагу разбиения и в на-

шем случае не превышает 0.05 a.u. В настоящей ра-

боте рассматривалась система Li−Ni. Результаты рас-

четов приведены на рис. 1. Найденные нами зна-

чения равновесного расстояния и глубины потенци-

альной ямы равны 6.071 и 0.00572 a.u. В [23] при-

ведены эмпирические значения параметров потенци-

ала типа
”
n−m“ для взаимодействия гомоатомных

пар Li−Li и Ni−Ni. Применение к этим данным пра-

вил комбинирования Лоренца−Бертло [2] для гете-

роатомной пары Li−Ni дает близкие значения 5.443

и 0.00557 a.u.

2. Математическая модель капли

Рассматривается малая капля неполярной и несжима-

емой жидкости в форме сферического сегмента, приле-

гающего к плоской поверхности твердого тела. Краевой

угол θ < π/2. Геометрия системы показана на рис. 2.

Предполагается, что гиббсовские адсорбции на всех

границах раздела фаз равны нулю или пренебрежи-

мо малы, т. е. протяженные межфазные слои на этих

границах отсутствуют. В этом случае из уравнения

Гиббса для любой межфазной границы в системе имеем

dσ = 0 и σ = const, где σ— поверхностное натяжение

на данной границе. Средние плотности контактирующих

фаз также считаются постоянными, т. е. независящими

от давления и пространственных координат. Системы с

указанными свойствами наблюдаются в установившемся

процессе при t → ∞ во многих численных экспери-

ментах по методу молекулярной динамики (см., напри-
мер, [24–27]): при интенсивном межатомном взаимодей-

ствии практически все атомы пара захватываются кап-

лей, образуя ее равновесный объем. Сделанные предпо-

ложения, по нашему мнению, наиболее приемлемы для

жидких металлов вдали от фазового перехода испарения.

Из-за большого значения поверхностного натяжения ма-

лая капля типичного жидкого металла по форме должна

быть близка к сферической (см., например, [28,29]).
По этой же причине для металла на границе раздела

”
жидкость−пар“ профиль распределения плотности име-

ет приблизительно ступенчатый вид, толщина межфаз-

ной области стремится к нулю и размерные зависимости

поверхностного натяжения и краевого угла можно не

принимать во внимание.

Запишем дифференциал свободной энергии капли [29]:

dF = 1pdV − σlv cos(θc)dωs l + σlvdωlv + du, (8)

где 1p — избыточное давление, равное разнице между

давлением пара и давлением в капле, dV, dωs l и dωlv —

дифференциалы объема капли и площадей раздела фаз,

wlv

wsl

a

R

z

h

r1

r2

r

q

Droplet

Substrate

Рис. 2. Модель капли на частично смачиваемой поверхности.
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Рис. 3. Зависимость фактора смачивания от краевого угла

смачивания.

σlv — поверхностное натяжение на границе раздела

”
жидкость−пар“, θc — краевой угол смачивания, du —

дифференциал энергии взаимодействия капли с подлож-

кой. Из геометрии имеем

dV = π
[

2− 3 cos(θc) + cos3(θc)
]

R2dR,

dωs l = 2π sin2(θc)RdR,

dωlv = 4π[1− cos(θc)]RdR,

h = R[1− cos(θc)], a = R sin(θc),

где R — радиус капли, h — высота капли, a — радиус

основания капли. С учетом приведенных формул из (8)
для капли в состоянии термодинамического равновесия

получаем обобщенное уравнение Лапласа

1p =
2σlv

R
+

1

4πR2 f (θc)

(

∂u
∂R

)

eq

, (9)

где

f (θc) = [2− 3 cos(θc) + cos3(θc)]/4

— фактор смачивания (англ. wetting factor), возникаю-
щий в теории гетерогенной нуклеации. График функции

f (θc) показан на рис. 3. При достаточно большом R
второе слагаемое в (9) можно не учитывать, поэтому

имеем обычное уравнение Лапласа.

Найдем теперь энергию взаимодействия капли с под-

ложкой. В континуальном приближении

u = nlns

x
ϕ(r)dVsdVl, (10)

ϕ(r) = D

[(

r0
r

)12

− 2

(

r0
r

)6]

, (11)

где ns ,l — объемные концентрации атомов подложки

и капли, зависящие, вообще говоря, от температуры.

Энергия взаимодействия стороннего атома с полубеско-

нечной подложкой равна

uA(z ) = ns

∫

ϕ dV = 2πns

∞
∫

z

ϕ(r)(r2 − rz )dr, (12)

где z — расстояние от атома до поверхности подложки.

Подставляя (11) в (12) и проводя интегрирование,

находим

uA(z ) =
u0

2

[(

z 0

z

)9

− 3

(

z 0

z

)3]

, (13)

u0 =
10

9
πns Dz 3

0, z 0 =
r0
6
√
5
,

где z 0 и u0 — равновесное расстояние и глубина потен-

циальной ямы при взаимодействии
”
атом−подложка“.

Потенциал взаимодействия сферического сегмента с

подложкой имеет вид

u(z ) = nl

∫

uAdV = 2πnl

arctg(a/z )
∫

0

sin(θ)dθ

ρ2(z ,θ)
∫

ρ1(z ,θ)

uA(r)r2dr,

(14)

ρ1(z , θ) =
z

cos(θ)
,

ρ2(z , θ) = (h + z −R) cos(θ) +

√

R2−(h + z −R)2 sin2(θ),

где z — расстояние между каплей и подложкой, R —

радиус капли, a и h — радиус основания и высота капли,

связанные между собой соотношением a =
√

h(2R−h).
Вычисляя внутренний интеграл в (14), находим

u(z ) =
10

3
π2ns nlDz 6

0

arctg(a/z )
∫

0

µ(z , θ) sin(θ)dθ, (15)

µ(z , θ)=
1

18

[(

z 0

ρ1(z , θ)

)6

−
(

z 0

ρ2(z , θ)

)6]

+ ln

(

ρ1(z , θ)
ρ2(z , θ)

)

.

Множитель перед интегралом в (15) может быть

выражен через константу Гамакера [18]. Сам интеграл

в (15) не выражается через элементарные функции, но

эффективно рассчитывается методом Ромберга.

Равновесное расстояние z d , на котором капля находит-

ся над подложкой, и удельная работа адгезии W капли с

подложкой определяются из уравнений

(

∂u(z )

∂z

)

z=z d

= 0, (16)

Wd = − u(z d)

πh(2R − h)
= − u(z d)

πR2 sin2(θc)
. (17)

Уравнение (16) решается численно методом касатель-

ных. С другой стороны, для капли имеет место хорошо

известное уравнение Юнга−Дюпре

Wd = σs l
[

1 + cos(θc)
]

= σs l
[

1 +
√

1− (a/R)2
]

, (18)
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Рис. 4. Температурные зависимости предельного радиуса и

скорости растекания литиевой капли на никелевой подложке.

где σs l — поверхностное натяжение на границе раздела

”
твердое тело−жидкость“. Уравнения (17), (18) могут

быть использованы для теоретического определения σs l .

Равновесная энергия u(z d) зависит только от R и θc

(если исключить из нее a и h), и должна входить

в уравнение (9).
Используя полученные формулы, можно определить

условие фазового перехода смачивания. В отсутствие

взаимного растворения веществ полное смачивание, оче-

видно, произойдет, когда давление в капле, создаваемое

межатомными силами со стороны подложки, будет рав-

но или превысит давление Лапласа. Соответствующее

условие в нашем случае имеет вид

1p = 0. (19)

Решая (19) с учетом (9) при заданном угле θc , опре-

деляем предельное значение радиуса капли R, меньше

которого для капли быть не может. Скорость растекания

капли v оценивается из равенства гидродинамического

и лапласовского давлений: ρlv
2/2 = 2σlv/R, где ρl —

плотность жидкости. Отсюда находим формулу

v = 2

√

NAσlv

MnlR
, (20)

где M — молярная масса, NA — число Авогадро. В (20)
под R подразумевается именно предельный радиус капли

при заданной температуре.

Ниже приводятся результаты численных расчетов для

малой литиевой капли, лежащей на никелевой подложке.

Без участия кислорода литий и никель не образуют хи-

мическое соединение [30]. Исходные параметры [30–34]:

θc(T ) = 488.14 − 0.72T, [deg],

σlv(T ) = 0.447− 1.07 · 10−4T − 1.351 · 10−8T 2, [N/m],

ns(T ) = 92.252−3.345 · 10−3T−7.413 · 10−7T 2, [nm−3],

nl(T ) = 48.37 − 8.607 · 10−3 T, [nm−3],

где во всех формулах температура выражена в Кельви-

нах. Параметры потенциала ЛД, рассчитанные в прибли-

жении электронного газа, в привычных единицах изме-

рения равны (для рис. 1): r0 = 0.3213 nm; D = 0.1556 eV.

На рис. 4 показаны зависимости предельного радиуса

и скорости растекания капли от температуры. Можно

видеть, что с увеличением температуры предельный

радиус увеличивается. Это обусловлено одновременным

снижением краевого угла смачивания и поверхностного

натяжения. Скорость растекания при этом уменьшается,

что объясняется увеличением объема капли. Получен-

ные значения скоростей меньше скорости звука в литии

(6000m/s), поэтому предположение о несжимаемости

жидкости при растекании можно считать справедливым.

Параметры адгезии малой капли целесообразно срав-

нить с аналогичными параметрами для двух массивных

образцов с плоской границей раздела между ними.

Интегрированием (11) по полупространству находим

удельную работу адгезии и равновесное расстояние для

двух массивных образцов:

Wp =
15

8
πnlns Dz 4

p, z p =
r0
6
√
15

. (21)

При некоторой температуре, например при

T = 350◦C, для литиевой капли предельного размера

и толстой жидкой пленки лития в контакте с

твердой никелевой подложкой из (17) и (21) находим

Wd = 0.2 J/m2 и Wp = 1 J/m2. Грубая оценка по формуле

Жирифалько−Гуда [35] с учетом справочных данных

из [36] дает значение удельной работы адгезии

Wp ∼ 1.6 J/m2. Таким образом, определяем, что в одних

и тех же условиях удельная работа адгезии толстой

жидкой пленки значительно превышает удельную работу

адгезии малой лежащей капли. Кроме того, зависимости

термодинамических характеристик от температуры

в случае малой капли проявляются сильнее, чем в

случае с толстой жидкой пленкой. Причина всего этого

заключается в том, что в области малых размеров

геометрия системы играет решающую роль.

Заключение

Исследования межфазных явлений, возникающих за

счет физических сил взаимодействия, не теряют ак-

туальности. В работе реализована аналитическая (без
компьютерного моделирования методами молекулярной

динамики и Монте-Карло) модель малой капли на ча-

стично смачиваемой поверхности твердого тела, которая

позволила исследовать физические свойства системы.

Модель включает в себя расчет из первых принципов

параметров парного потенциала ЛД и вычисление на

его основе потенциальной энергии и удельной работы

адгезии капли. Численные расчеты проведены для систе-

мы Li (капля)−Ni (подложка), которая интересна с точ-

ки зрения изучения физико-химических свойств электро-

дов литий-ионных аккумуляторов. Смачиваемость элек-
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тродов литием в этих аккумуляторах имеет первосте-

пенное значение [37]. Полученные в работе результаты

согласуются с [33].
Из проведенных расчетов естественным образом сле-

дует, что при фиксированном значении краевого угла

равновесное расстояние между каплей и подложкой

уменьшается с увеличением объема капли. Физиче-

ски это объясняется тем, что при переходе от взаи-

модействия между отдельными атомами к взаимодей-

ствию между объемными телами равновесное расстоя-

ние должно уменьшаться. Так, например, с потенциа-

лом Леннарда-Джонса равновесное расстояние состав-

ляет r0, 0.765r0 и 0.637r0 для систем
”
атом−атом“,

”
атом−пластина“ и

”
пластина−пластина“.

При неполном смачивании поверхности с уменьше-

нием размеров лежащей капли ее удельная работа ад-

гезии возрастает. Это обусловлено увеличением вклада

дисперсионных сил притяжения, действующих между

каплей и подложкой. На этом же основании предска-

зывается существование минимального размера капли.

Если лежащая капля слишком мала, то избыточное

давление, вызываемое межатомными силами со стороны

подложки, превышает капиллярное давление, связанное

с поверхностным натяжением (т. е. фактически с взаи-

модействием атомов жидкости между собой), и капля

перестает быть устойчивой. Это явление наблюдается в

машинных экспериментах [24,27], но в многочисленной

литературе количественно не описывается или физика

явления вовсе не обсуждается. По нашему мнению,

растекание капли вследствие потери ею устойчивости, в

частности из-за уменьшения поверхностного натяжения

и действия поверхностных сил, может иметь отношение

к фазовому переходу первого рода и к так называемому

суперрастеканию.

Несомненное преимущество представленной методи-

ки моделирования заключается в том, что она при-

менима не только для малой капли, но без урав-

нений (9), (19) и для твердой частицы на поверхно-

сти твердого тела. Для лежащей капли с невысоким

значением поверхностного натяжения требуется учи-

тывать отклонение от сферической формы, а также

размерную зависимость поверхностного натяжения, что

приводит к нелинейным дифференциальным уравнениям

типа Башфорта−Адамса [28,35,38–40]. Данная проблема

является предметом отдельного рассмотрения.
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