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Исследуются эффекты взаимодействия экситона одиночной квантовой точки с резервуаром акусти-

ческих фононов за пределами теории возмущений. В случае сильных взаимодействий становится непри-

менимой модель независимых бозонов. Предлагается обобщение этой модели на случай сильного взаимо-

действия экситона с резервуаром акустических фононов. Мы рассчитываем собственно-энергетическую

функцию квантовой точки за пределами теории возмущений и марковского приближения. Важность вы-

хода за рамки теории возмущений демонстрируется на спектрах излучения одиночной квантовой точки.

DOI: 10.31857/S1234567821160047

1. Введение. Передовой фронт оптических кван-

товых технологий [1–5] строится на возможности

генерации и управления большим числом одиноч-

ных неразличимых фотонов с помощью различ-

ных устройств [6]. В качестве таковых, большую

популярность в последние десятилетия приобрели

полупроводниковые коллоидные квантовые точки

(КТ). КТ являются интересной системой в свя-

зи с наличием уникальных оптических свойств, та-

ких как узкий и симметричный спектр флуоресцен-

ции, широкий спектр поглощения, перенастраивае-

мая длина волны излучения, зависящая от разме-

ров КТ, высокая фотостабильность и высокий кван-

товый выход [7–13]. Благодаря данным уникальным

характеристикам КТ широко применяются в мик-

роскопии и картировании нанобъектов [7–10], в раз-

личных фотонных и оптоэлектронных приложениях

как однофотонные источники [14–19], солнечные эле-

менты и светодиоды [20–22], нанолазеры и фотоде-

текторы [23, 24], а также используются в создании

квантовых компьютеров и в квантовых вычислениях

[2–4, 25, 26].

Вопрос о фононных возбуждениях в полупровод-

никовых нанокристаллах достаточно хорошо изучен

и экспериментально, и теоретически [27, 28]. Наряду

с этим, во многих приложениях фотоники и кванто-

вых технологий приходится сталкиваться с ситуаци-

ей, когда взаимодействие квантовых систем с окру-

жением становится сильным. В этом случае теория

1)e-mail: Renat.Gainutdinov@kpfu.ru

возмущения становится недостаточно эффективной.

Однако наиболее важным является то, что взаимо-

действие КТ с резервуаром фононов, имеющим бес-

конечно большое количество степеней свободы, яв-

ляется нелокальным во времени и в пространстве,

другими словами, немарковским [29]. Вместе с тем,

в работе [30] было выведено самое общее динами-

ческое уравнение (обобщенное динамическое уравне-

ние, ОДУ), совместное с современными концепция-

ми квантовой физики. Как хорошо известно, причи-

ной ультрафиолетовых расходимостей в квантовой

теории поля является локальность взаимодействия

в пространстве и во времени. Важным является то,

что ОДУ позволяет решить проблему ультрафиоле-

товых расходимостей, поскольку оно допускает рас-

ширение квантовой динамики на случай нелокаль-

ных во времени взаимодействий. Возможности обоб-

щенной квантовой динамики (ОКД) были продемон-

стрированы в работах [31–36]. В работе [36] было по-

казано, что динамика нуклонов при низких энергиях

описывается ОДУ с нелокальным во времени взаи-

модействием, которое в данном случае не сводится

к уравнению Шредингера. При этом, когда динами-

ку системы генерирует мгновенное взаимодействие,

ОДУ сводится к уравнению Шредингера (марков-

ское приближение).

2. Обобщенная квантовая динамика и опи-

сание нелокальных во времени взаимодей-

ствий. В общем случае, окружение состоит из прак-

тически бесконечного числа степеней свободы и дей-

ствует на квантовую систему как единое целое, на-
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зываемое резервуаром. Такое эффективное взаимо-

действие нелокально как в пространстве, так и во

времени, и, следовательно, динамика в системе яв-

ляется негамильтоновой (немарковской). Кроме то-

го, при решении задач физики многих частиц нужно

начинать с модельных гамильтонианов. Было пока-

зано, что уравнение Шредингера не является самым

общим динамическим уравнением, согласующимся с

современными представлениями квантовой физики,

и более общее уравнение движения было выведено

в [30]. Фундаментальная природа ОДУ проявляется

не только в том, что оно расширяет квантовую дина-

мику на случай, когда динамика генерируется нело-

кальным во времени взаимодействием, но и в том,

что в отличие от уравнения Шредингера, включаю-

щего гамильтониан взаимодействия, вид ОДУ не за-

висит от особенностей взаимодействия (эти особен-

ности содержатся в граничном условии для уравне-

ния). Это позволяет находить формальные решения

различных физических задач из первых принципов,

которые также не зависят от особенностей взаимо-

действия. ОДУ записывается в терминах оператора

S̃(t2, t1), который определяет вклад в оператор эво-

люции U(t, t0), от процесса, в котором взаимодей-

ствие начинается в момент времени t1 и заканчива-

ется в момент времени t2:

〈ψ2|U(t, t0)|ψ1〉 =

= 〈ψ2|ψ1〉+

t
∫

t0

dt2

t2
∫

t0

dt1〈ψ2|S̃(t2, t1)|ψ1〉, (1)

(t2 − t1)S̃(t2, t1) =

t2
∫

t1

dt4

t4
∫

t1

dt3(t4 − t3)S̃(t3, t1). (2)

Граничное условие для уравнения (2) соответству-

ет взаимодействию на бесконечно малом временном

промежутке t2 → t1, определяемом гамильтонианом

взаимодействия S̃(t2, t1) → Hint(t2, t1). С учетом то-

го, что в картине Шредингера оператор эволюции

можно записать через оператор Грина G(z), имеем

US(t, 0) = 1
2π

∫ +∞

0
e−iztG(z)dx, z = x + iy. Тогда в

энергетическом представлении ОДУ принимает вид

dT (z)

dz
= −T (z)(G0)(z))

2T (z), (3)

T (z) = i

∞
∫

0

dτ exp(i(z−H0)t2)S̃(t2, t1) exp(−i(z−H0)t1).

(4)

Данный формализм позволяет с самого начала

учесть, что вклад в оператор Грина G(z), который

исходит от процессов, связанных с самодействием

частиц, имеет ту же структуру, что и свободный

оператор Грина G0(z). По этой причине, естествен-

но, заменить G0(z) оператором G̃0(z), описывающим

эволюцию системы, когда частицы свободно распро-

страняются,

〈m′|G̃0(z)|m〉 =
〈m′|m〉

z − Em − Cm(z)
, (5)

где |m〉 – собственные векторы свободного гамиль-

тониана (H0|m〉 = Em|m〉). В таком случае полный

оператор Грина принимает вид

G(z) = G̃0(z) + G̃0(z)M(z)G̃0(z), (6)

где оператор M(z) описывает процессы взаимодей-

ствия частиц друг с другом [29]. Уравнение для

собственно-энергетической функции Cm(z), имеет

вид

dCm(z)

dz
= −〈m|M(z)(G̃0(z))

2M(z)|m〉, 〈m|m〉 = 1,

(7)

а условие z − E
(0)
m − Cm(z) = 0 определяет физиче-

ские массы частиц. Фактически, поскольку наиболь-

ший вклад вносят процессы, связанные с фундамен-

тальным взаимодействием в системе, в лидирующем

порядке уравнение для Cm(z) сводится к уравнению

dC
(0)
m (z)

dz
= −〈m|HI(G̃0(z))

2HI |m〉, 〈m|m〉 = 1. (8)

Собственно-энергетическая функция (СЭФ) играет

важную роль как в квантовой электродинамике, так

и в физике твердого тела. Понятие СЭФ нашло ши-

рокое распространение в физике твердого тела [37],

например, СЭФ Фана–Мигдала [38, 39]. Конкретно в

нашем случае СЭФ определяет поправку к уровню

энергии экситона КТ, возникающую за счет взаимо-

действия с фононами окружения. Зависимость СЭФ

Cm(z) от энергии означает, что взаимодействие яв-

ляется нелокальным во времени, иными словами, в

этом случае проявляются немарковские эффекты.

В предыдущих исследованиях данная зависимость

не учитывалась, за исключением некоторых работ

[29, 40]. В данной работе подробно показывается, что

для решения ряда проблем необходимо использова-

ние формализма ОКД.

3. Экситон-фононное взаимодействие. Рас-

смотрим КТ, сильно связанную с резервуаром аку-

стических фононов. Для описания процессов кванто-

вых флуктуаций квазичастиц между уровнями кван-

товых точек, одетых бозонной модой, используем
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граничные условия M (0)(z) = HI . Гамильтониан мо-

дели независимых бозонов, описывающий экситон-

фононное взаимодействие, имеет вид [41]

HI =
∑

q

gqx(bq + b†q)|x〉〈x|, (9)

где |x〉 – вектор экситонного состояния, q обозначает

различные акустические фононные моды с энергией

ωq, b
†
q и bq – операторы рождения и уничтожения фо-

нонов, соответственно, gqx – деформационный потен-

циал связи, который зависит от материальных пара-

метров основного полупроводника и волновой функ-

ции экситона. Итак, уравнение (7) в лидирующем по-

рядке можно записать в виде

dCx,µ(z)

dz
= −

∑

q

∑

µ

〈x, µ|HI |x, µ, q〉〈x, µ, q|HI |x, µ〉

(z − Ex − ωq)2
.

(10)

Усредняя по степеням свободы резервуара |µ〉, полу-

чаем

dCx(z)

dz
= −

∑

q

{

|g(q)|2(1 + n(q))

(z − Ex − ωq)2
+

|f(q)|2n(q)

(z − Ex + ωq)2

}

.

(11)

Решая уравнение по теории возмущений, приходим

к выражению для СЭФ:

Cx(z) =
∑

q

{

|g(q)|2(1 + n(q))

z − Ex − ωq

+
|g(q)|2n(q)

z − Ex + ωq

}

.

(12)

4. Перенормировка оператора Грина. В слу-

чае сильной связи нельзя ограничиваться уравнени-

ем (10), поэтому необходим выход за рамки теории

возмущений, в котором СЭФ определяется операто-

ром M(z):
dCx,µ(z)

dz
=

= −
∑

q

∑

µ

〈x, µ|M(z)x|, µ, q〉〈x, µ, q|M(z)|x, µ〉

(z − Ex,µ − ωq − Cx,µ(z))2
,

(13)

где вектор |µ〉 определяет состояние резервуара.

Представим Cx,µ в виде

Cx,µ(z) = (z − Ex − ωq)χ1(ωq) + C̃x,µ(z), (14)

где χ1(ωq) – первая производная СЭФ. Подставляя

(14) в (13), получаем

dCx,µ(z)

dz
= (15)

= −
∑

q

∑

µ

〈x, µ|M(z)|x, µ, q〉〈x, µ, q|M(z)|x, µ〉

Z2
2 (z − Ex − ωq)2

.

Здесь Z2 = 1−χ1(ωq) = 1−
dCx,µ(z)

dz

∣

∣

z=Ex+ωq
и положе-

но, что вклад от высших производных C̃x(z) в разло-

жении (14) является крайне малым. Множитель Z2

можно рассматривать как константу, перенормиру-

ющую оператор Грина экситона.

В окрестности энергии z = Ex + ωq, которая иг-

рает важную роль при описании спектров излучения

КТ, энергетической зависимостью оператора M(z)

можно пренебречь: M(Ex + ωq). В таком случае ре-

шение дифференциального уравнения (15) для СЭФ

принимает вид:

Cx,µ(z) = (16)

∑

q

∑

µ

〈x, µ|M(Ex+ωq)|x, µ, q〉〈x, µ, q|M(Ex+ωq)|x, µ〉

Z2
2 (z − Ex − ωq)

,

где взаимодействие описывается обобщенным опера-

тором M(Ex + ωq).

5. Перенормировка экситон-фононного вза-

имодействия. Ограничение перенормировкой опе-

ратора Грина приводит к “нарушению баланса”, по-

скольку в этом случае перенормировка вершинных

функций (экситон-фононного взаимодействия) пре-

небрегается. Далее определим параметр перенорми-

ровки экситон-фононной связи Z1. Часть оператора

взаимодействияM(Ex+ωq) описывается лестничны-

ми диаграммами, образованными последовательной

заменой членов HIG̃0(z)HIG̃0(z) . . .HI в уравнении

(4). Таким образом, вклады от лестничных диаграмм

могут быть представлены как

M(Ex + ωq) = HI +
∑

n=1

HI(G̃0(z)HI)
n. (17)

Другие члены в решении уравнения (17) содер-

жат петли, связанные с испусканием и поглоще-

нием квантов в процессе взаимодействия. Посколь-

ку мы сосредоточены на перенормировке экситон-

фононной связи, то ограничимся вкладом от процес-

сов, описываемых петлей с одним гамильтонианом

взаимодействия внутри нее:

〈x;µ|M(Ex + ωq)|x;µ, q〉 = 〈x;µ|HI |x;µ, q〉+

+ 〈x;µ|M(Ex + ωq)G̃0(Ex + ωq)×

×HIG̃0(Ex + ωq)M(Ex + ωq)|x;µ, q〉, (18)

где энергия состояния |µ〉 резервуара выбрана в ка-

честве точки нулевой энергии. В пределе q → 0

это уравнение сводится к выражению, которое после

усреднения по степеням свободы резервуара прини-

мает вид

gx + gx
∑

µ

Pµ〈x, µ|M(Ex)G̃
2
0(Ex)M(Ex)|x;µ〉 ≡ gxZ1.

(19)
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В свою очередь из уравнения (7) следует, что левая

часть уравнения (19) может быть записана как

gx

(

1−
dCx(z)

dz

∣

∣

∣

∣

z=Ex

)

= gxZ2. (20)

Отсюда следует, что Z2 = Z1. Таким образом, вер-

шину Γx(z, q) можно представить в виде

Γx(z, q) = gx(q)Z1 + gx(q)Λren(z, q), (21)

где Λren(z, q) = Λ(z, q)− Λ(z, 0) и

Λ(z, q) = (22)

∑

µ

∑

q

〈x;µ|M(z)|x;µ, q1〉〈x;µ, q1|Hep|x;µ, q2|M(z)|x;µ〉

Z2
2 (z − Ex − ωq1)(z − Ex − ωq1 − ωq)

.

Усредняя по степеням свободы µ резервуара и учи-

тывая перенормировку вершинной функции и опера-

тора Грина, получаем

Λ(z, q) =
∑

q

{

Z3
1 |qx(q1)|

2(1 + n(q1))

Z2
2 (z − Ex − ωq1)(z − Ex − ωq1 − ωq)

+

+
Z3
1 |gx(q1)|

2n(q1)

Z2
2 (z − Ex + ωq1)(z − Ex + ωq1 + ωq)

}

= Z1Λ̃(z, q),

(23)

и переходя от суммы к интегрированию по внутрен-

ним волновым векторам q1, это выражение можно

переписать как

Λ̃ren(z, q) =
SHR

ω2
b

∞
∫

0

ω3
q1
e

(

−
ω2(q1)

2ω2
b

)

×

×

(

1 + n(q1)

(z − Ex − ωq1)(z − Ex − ωq1 − ωq)
+

+
n(q1)

(z − Ex + ωq1)(z − Ex + ωq1 + ωq)
−

−
1 + n(q1)

(z − Ex − ωq1)
2
−

n(q1)

(z − Ex + ωq1)
2

)

dωq1 . (24)

С учетом того, что Z2 = Z1, СЭФ принимает вид

Cs(z) =
SHR

ω2
b

∞
∫

0

ω3(q)e

(

−
ω2(q)

2ω2
b

)

×

×

{

1 + n(q)

z − Ex − ω(q)
+

n(q)

z − Ex + ω(q)

}

×

× [1 + Λ̃ren(z, q)]
2dω(q). (25)

На рисунках 1 a–h представлена СЭФ взаимо-

действия КТ с фононным резервуаром при раз-

личных значениях температуры и параметра связи

“КТ-фононный резервуар” – параметра Хуана–Риса

[29, 42] без учета и с учетом поправки от перенорми-

ровки вершинной функции и оператора Грина (крас-

ная (сплошная) линия и синяя (штриховая) линия

соответственно). Отметим, что на рис. 1 b, d, f, h мни-

мая компонента Cx(z) имеет локальный максимум

вблизи z = 0мэВ и локальный минимум в промежут-

ке от z = 0мэВ до z = 2мэВ, а реальная компонента

Cx(z) (рис. 1a, c, e, g) имеет значительные величины

в широком спектральном диапазоне. Таким образом,

и реальная и мнимая компоненты СЭФ имеют су-

щественное влияние на эффекты фононной связи. С

увеличением температуры и параметра Хуана–Риса

амплитуда СЭФ увеличивается, что говорит об уси-

лении взаимодействия КТ с фононными модами.

Экситон-фононное взаимодействие определя-

ет форму спектров излучения КТ, т.е. оптико-

спектральные свойства этого нового материала для

фотонных технологий [11–13]. На рисунках 2a–f

продемонстрированы спектры излучения одиночной

КТ, взаимодействующей с фононным резервуаром,

в зависимости от температуры и параметра Хуана–

Риса. Даны спектры излучения КТ, рассчитанные

с помощью теории возмущения и за ее пределами

(красная (сплошная) линия и синяя (штриховая)

линия соответственно). В случае рассмотрения

рис. 2a, c, e, при повышении температуры наблюда-

ется рост фононной боковой линии. Также отметим,

что вклад от СЭФ с учетом перенормировки приво-

дит к неочевидной зависимости ширины линии от

температуры и параметра экситон-фононной связи.

Данное поведение можно объяснить эффектом

сильного взаимодействия: рассматривается увели-

чение константы связи – параметра Хуана–Риса,

что демонстрируется расщеплением спектральных

линий. Из анализа графиков видно, что значение

параметра Хуана–Риса 0.2 приводит к аномальным

спектрам, а увеличение до 0.6, что равнозначно

переходу к сильному взаимодействию, приводит к

дополнительным пикам в спектрах.

5. Заключение. Сравнение расчетов по тео-

рии возмущений и за ее пределами демонстриру-

ет необходимость учета перенормировки взаимодей-

ствия КТ с резервуаром акустических фононов за

пределами теории возмущений. Это объясняется тем,

что процессы квантовых флуктуаций, будучи нело-

кальными во времени взаимодействиями, требуют

более тщательного анализа. Использование теории

возмущений не позволяет полностью описать вклад

от данных процессов и требует обобщения, что поз-

волит учитывать нелокальность во времени взаимо-

действия. Данное обобщение производится форма-
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Рис. 1. (Цветной онлайн) СЭФ взаимодействия КТ с фононным резервуаром при различных значениях температуры

(T = 4 и 20 K) и параметра Хуана–Риса (SHR = 0.2 и 0.6), где красная (сплошная) линия и синяя (штриховая) линия

обозначают решение задачи по теории возмущений и за ее пределами соответственно. Параметр уширения Γ = 77мкэВ

лизмом обобщенной квантовой динамики, в котором

вклад от квантовых флуктуаций проявляет себя в пе-

ренормировках оператора Грина и вершинной функ-

ции. Важно отметить, что равенство параметров пе-

ренормировок, которые определяются за пределами

теории возмущений, порождает аналогию с хорошо

известным в квантовой теории поля тождеством Уо-

рда. Зависимость процессов, дающих вклад в СЭФ

экситона, от энергии означает, что здесь проявляют-

ся немарковские эффекты, другими словами, нело-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектры излучения КТ при различных температурах (T = 4, 10, 20 К) и параметрах Хуана–

Риса (SHR = 0.2 и 0.6), где красная (сплошная) линия и синяя (штриховая) линия обозначают решение задачи по

теории возмущений и за ее пределами соответственно. Параметр уширения Γ = 77мкэВ

кальность во времени взаимодействия КТ с резерву-

аром акустических фононов. Вклад от СЭФ с уче-

том перенормировки приводит к неочевидной зави-

симости ширины экситон-фотонной связи в спектрах

излучения КТ. В случае сильного взаимодействия

собственно-энергетический оператор становится ча-

стично недиагональным и может приводить к пере-

ходам между одетыми состояниями, что может от-

крыть новые возможности для физической реализа-

ции кубитов для квантовых вычислений.
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