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Исследована функция плотности распределения вероятности p v отклонения поверхности жидкого во
дорода от равновесного плоского состояния в системе капиллярных волн. Показано, что в турбулентном 
режиме при возбуждении колебаний поверхности низкочастотным шумом распределения вероятности 
prj хорошо описывается функцией Гаусса. При возбуждении колебаний гармонической силой на низкой 
частоте стохастизация волн наступает после нескольких процессов рассеяния. 

PACS: 47 .27 . - i , 47.35.+i 

Введение. Частота капиллярной волны на поверх
ности жидкости и) определяется величиной волнового 
вектора к и зависит также от величины коэффициен
та поверхностного натяжения a и плотности жидкос
ти р: 

ш = ((т/р)1/2^2. (1) 

При возбуждении колебаний поверхности жидкос
ти внешней силой в системе капиллярных волн мо
жет быть сформировано турбулентное состояние, ко
торое характеризуется направленным потоком энер
гии в fc-пространстве из области накачки в сторону 
больших волновых чисел (высоких частот). Перенос 
энергии по турбулентному каскаду обусловлен нели
нейным взаимодействием волн, интенсивность кото
рого можно охарактеризовать коэффициентом нели
нейности V = (<т /р 3 ) 1 / / 4 . Поскольку закон диспер
сии капиллярных волн является распадным, основной 
вклад в перераспределение энергии между волнами 
вносят трехволновые процессы - распад одной вол
ны на две и слияние двух волн в одну с сохранением 
энергии и импульса: 

UÛ\ =Ь (JÜ2 — о; 3, ki ± &2 = &з- (2) 

Коэффициент трехволнового взаимодействия не
линейных волн на поверхности жидкого водорода при 
температуре 15.5 К почти в три раза превосходит 
оценку для воды и в десять раз для ртути при нор
мальных условиях. Кроме того, коэффициент кине
матической вязкости жидкого водорода почти в де
сять раз меньше коэффициента кинематической вяз
кости воды и сравним по величине с коэффициентом 
вязкости ртути. Так как коэффициент V входит в 
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кинетическое уравнение, описывающее капиллярную 
турбулентность, в квадрате [1], а частота высокочас
тотного края инерционного интервала уменьшается 
с ростом вязкости, то для формирования развито
го турбулентного каскада угловая амплитуда волны 
на поверхности жидкого водорода может быть поч
ти на порядок меньше, чем на поверхности воды и 
ртути при той же длине волны и сравнимых по ши
рине инерционных интервалах. Это обстоятельст
во, как нам кажется, делает исследования на поверх
ности жидкого водорода предпочтительнее при срав
нении экспериментальных результатов с положения
ми и предсказаниями теории слабой волновой турбу
лентности, в которой градиенты на поверхности по
лагаются малыми. 

Характеристикой турбулентного каскада волн на 
поверхности жидкости является парная корреляци
онная функция 1(т) = (rj(r,t + r)rj(r,t)) отклоне
ний поверхности от равновесия rj(r,t). В фурье-
представлении в пределах инерционного интервала 
она пропорциональна степенной функции частоты, 
1Ш ~ u)~m [1]. Величина показателя определяется 
спектральной характеристикой возбуждающей силы 
и изменяется от m = 3.5 при возбуждении поверхнос
ти жидкого водорода спектрально узкой накачкой до 
m = 3.0 при возбуждении капиллярных волн шумом 
на низкой частоте [2]. 

При теоретическом описании системы капилляр
ных волн на поверхности жидкости, находящейся 
в режиме развитой турбулентности, волновое поле 
предполагается слабонелинейным, то есть почти сво
бодным [1]. Для свободного поля распределение ве
роятности отклонения поверхности в точке г от 
равновесия rj(r, t) является гауссовым: 

Pri(z) ~ ехр(-* 2 /2*7о), (3) 
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где 77о = (rj2) - средний квадрат отклонения поверх
ности. 

Недавно функция плотности распределения веро
ятности отклонения поверхности жидкости исследо
валась в экспериментах со ртутью. Волны на поверх
ности жидкости возбуждались с помощью специаль
ных поверхностных вибраторов [3]. Было показано, 
что на поверхности жидкости распределение вероят
ности Р г { при низком уровне накачки хорошо апрок-
симируется функцией Гаусса. Однако с повышением 
амплитуды возбуждающей силы отклонения в экспе
риментальном распределении Р т ) от зависимости (3) 
возрастают. 

В наших предыдущих работах по изучению тур
булентности на поверхности жидкого водорода [4, 5] 
предполагалось, что при достаточно высоком уров
не возбуждения, когда наблюдается колмогоровский 
спектр в широком частотном диапазоне, колебания 
поверхности являются случайными и некоррелиро
ванными (стохастическими). Однако эксперимен
тальных доказательств этого предположения мы не 
приводили. 

Поэтому основной целью данной работы являлось 
нахождение распределения вероятности отклонения 
поверхности при разных условиях возбуждения по
верхности водорода и получение доказательств того, 
что в режиме развитой капиллярной турбулентнос
ти поверхностные колебания являются случайными 
и некоррелированными. Предварительные резуль
таты были опубликованы в [6]. 

Экспериментальная методика. В проведенных ис
следованиях была использована методика [7], осно
ванная на измерении вариации мощности лазерного 
луча, отражающегося от колеблющейся поверхности 
жидкости. Оптическая ячейка располагалась в ваку
умной полости гелиевого криостата. Внутри ячей
ки был установлен плоский горизонтальный конден
сатор. Газообразный водород конденсировался в ци
линдрический стакан, образованный нижней обклад
кой конденсатора и охранным кольцом. Диаметр ста
кана составлял 60 мм, а высота равнялась 4 мм. Над 
стаканом, на расстоянии 4 мм размещалась верхняя 
горизонтальная металлическая обкладка. Набор во
дорода производился до тех пор, пока поверхность 
жидкости не достигала края стакана. Температура 
Т жидкого водорода во время измерений равнялась 
15.5 К. 

На нижней обкладке конденсатора была располо
жена радиоактивная мишень, которая излучала ß-
электроны. Под действием излучения вблизи поверх
ности мишени образуется ионизированный слой жид
кости. Приложенное к обкладкам электрическое на

пряжение U = 1400 В извлекало из ионизированного 
слоя положительные ионы и поджимало их к поверх
ности жидкости. Для предотвращения ухода зарядов 
на стенки ячейки на охранное кольцо подавалось по
стоянное напряжение. Таким образом, заряженная 
поверхность жидкого водорода и верхняя металли
ческая пластина образовывали плоский конденсатор. 

Волны на заряженной поверхности жидкого водо
рода возбуждались переменным электрическим по
лем при подаче на охранное кольцо переменного на
пряжения в дополнение к постоянному. Накачка осу
ществлялась гармонической силой на резонансных 
частотах колебаний поверхности жидкости в цилинд
рической ячейке, на двух резонансных частотах, а 
также широкополосным шумом. Переменное напря
жение с фотоприемника Р(£), пропорциональное мощ
ности отраженного луча, оцифровывалось 24-битным 
аналого-цифровым преобразователем (АЦП) с часто
той опроса около 100 кГц. 

Время записи сигнала P(t) составляло около 160 с. 
К экспериментальным зависимостям P(t) применял
ся алгоритм дискретного преобразования Фурье. В 
результате этой процедуры получали распределение 
квадрата амплитуд гармоник по частоте Р2. Как по
казано в [7], для широкого луча парная корреляцион
ная функции отклонения поверхности от равновесия 
в фурье-представлении пропорциональна Р2: 

1Ш = {Ы2)~Р1 

Так как в наших экспериментах угол отклонения 
поверхности от равновесия был много меньше едини
цы, то можно считать, что rj(t) ~ P(t). Поэтому 
функция плотности распределения вероятности от
клонения поверхности от начального плоского состо
яния pv(z) строилась по экспериментальным зависи
мостям P(t). Для этой цели подсчитывали число из
мерений в сигнале P(t), принадлежащих интервалу 
[z,z + Az). Распределение нормировали так, чтобы 
полная вероятность равнялась единице, 

J Pr,(z)dz = 1. 

Экспериментальные результаты и обсуждение. 
Первоначально было получено распределение Р г ) при 
возбуждении поверхности низкочастотным шумом. 
Шумовая накачка создавалась широкополосным ана
логовым генератором и ограничивалась пассивным 
фильтром в интервале частот от 2 до 300 Гц. Фраг
мент экспериментальной записи P(t) приведен на 
рис.1. Отметим, что распределение вероятности 
осцилляции напряжения в шумовом сигнале, кото
рый подавали на охранное кольцо при возбуждении 
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О 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 
Г ( 8 ) 

Рис.1. Фрагмент записи P(t) при возбуждении поверх
ности жидкого водорода шумом в интервале 2-300 Гц 

поверхности, хорошо описывалось колоколообразной 
центрированной функцией, близкой к функции Гаус
са. Измеренная угловая амплитуда волн на поверх
ности жидкого водорода на частотах накачки была 
меньше 0.01 рад, то есть максимальная амплитуда 
волн на поверхности жидкого водорода на частотах 
накачки около 100 Гц не превосходила 0.005 мм. Из 
наших предыдущих измерений [2] известно, что при 
такой низкой амплитуде возбуждающих волн область 
диссипации и область накачки энергии не разнесены 
по шкале частот и турбулентный каскад на поверх
ности жидкого водорода не формируется. 

Спектральное распределение колебаний Р% пред
ставлено на рис.2 верхней кривой. Здесь же приве-

1 ю ю2 ю3 

F (Hz) 

Рис.2. Верхняя кривая - распределение колебаний 
поверхности жидкого водорода при накачке шумом в 
интервале 2-300 Гц; нижняя кривая - спектр накачки 

ден спектр для возбуждающего сигнала (нижняя кри
вая). Действительно, хорошо видно, что верхняя за
висимость Р% не имеет участка, который можно бы
ло бы описать степенной функцией частоты. Таким 
образом, данное распределение не может быть кол-
могоровским каскадом. Осцилляции на высоких час
тотах, по-видимому, являются следствием возбуж
дающего воздействия высокочастотного крыла шумо
вой накачки. Отметим, что в отличие от развитых 

турбулентных каскадов, где частоты отдельных пи
ков кратны частоте накачки, на приведенном каскаде 
частоты пиков совпадают с резонансными частотами 
колебаний поверхности жидкости в цилиндрической 
ячейке. Пики с комбинационными частотами также 
не наблюдаются. Таким образом, в этом эксперимен
те поверхность жидкости колеблется почти в линей
ном режиме, нелинейное взаимодействие капилляр
ных волн мало. 

Распределение вероятности pv(z) приведено на 
рис.3 в полулогарифмических координатах. Оно было 

! 

! 

! 
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z sign(z) (10 ) 
Рис.3. Распределение вероятности prj{z) в полулогариф
мических координатах при возбуждении поверхности 
шумом. Симметрично расположенные прямые лучи в 
таких координатах соответствуют распределению Га
усса (3). Отклонение поверхности z от равновесия при
водится в относительных единицах 

получено непосредственной обработкой зависимости 
Р(£), представленной на рис.1. Видно, что распреде
ление плотности вероятности осцилляции поверхнос
ти хорошо описывается гауссианом. 

С повышением уровня накачки шумом на поверх
ности жидкого водорода формируется развитый тур
булентный каскад. На рис.4 показан спектр Р% при 
возбуждении волн на поверхности шумом в интерва
ле частот 40-120 Гц. Сигнал накачки формировался 
цифровым генератором и поэтому не имел длинных 
спадающих крыльев на низких и высоких частотах. 
Максимальная амплитуда переменного напряжения, 
подаваемого на охранное кольцо U(t), в этих изме
рениях равнялась 1В. При этом угловая амплитуда 
отклонений поверхности жидкости в диапазоне на
качки достигала 0.02 рад, а максимальная амплитуда 
капиллярных волн составляла 0.01 мм. 

При таком уровне накачки в системе капилляр
ных волн формируется турбулентный каскад. На 
графике можно выделить диапазон накачки энергии 
от 40 до 120 Гц, инерционный интервал, в котором су
ществует колмогоровский каскад, от 200 Гц до 1 кГц 
и диссипационную область при частотах выше 1 кГц, 
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10 1<Г 
F (Hz) 

Рис.4. Спектр P j осцилляции поверхности жидкого во
дорода. Возбуждение выполнялось шумом в интервале 
40-120 Гц, максимальная амплитуда накачки 1 В, по
стоянное напряжение между обкладками конденсатора 
равно 1400 В, 1 - область накачки энергии, 2 - инерци
онный интервал, 3 - область диссипации энергии 

где происходит диссипация энергии волновых колеба
ний поверхности в силу вязкостных потерь. В инер
ционном интервале турбулентный каскад можно опи
сать степенной функцией частоты и)~т с показателем 
степени m = 3 =Ь 0.3. Такая частотная зависимость 
хорошо согласуется с предсказанием теории волновой 
турбулентности [1, 8] и нашими предыдущими экспе
риментальными результатами [2, 4] для капиллярной 
турбулентности. С увеличением амплитуды возбуж
дающего сигнала U(t) до 4 В высокочастотный край 
инерционного интервала сдвигался в сторону высо
ких частот и достигал 4 кГц. На низких частотах в 
интервале от 10 до 40 Гц на рис.4 видны комбинаци
онные пики, обусловленные взаимодействием волн в 
диапазоне накачки. 

На рис.5 показано распределение Pv(z), рассчитан
ное по экспериментальной зависимости P(t) при трех 

z 2sign(z) (10 1 0 ) 

Рис.5. Распределение вероятности prj{z) при возбужде
нии поверхности шумом в диапазоне частот 40-120 Гц. 
1 - максимальная амплитуда сигнала возбуждения 1 В, 
2 - 2 .5В, 3-4В 

различных уровнях накачки U(t) = 1, 2.5, 4 В в по
лулогарифмических координатах. Изменение вели

чины Р г ) составляет почти три порядка. Очевидно, 
что все зависимости хорошо описываются нормаль
ным распределением, так как в этих координатах они 
близки к прямым лучам. 

Таким образом, мы можем сделать вывод, что при 
возбуждении поверхности жидкого водорода низко
частотным шумом в частотном диапазоне конечной 
ширины на поверхности жидкости возбуждались слу
чайные колебания, которые формировали турбулент
ный каскад. Распределение вероятности для таких 
колебаний имеет вид гауссиана независимо от уров
ня возбуждения. 

Ситуация качественно меняется, когда в качест
ве возбуждающей накачки выбирается гармоничес
кая сила. При возбуждении колебаний поверхнос
ти жидкого водорода на низкой частоте LJP В сис
теме капиллярных волн формируется турбулентный 
каскад, состоящий из ряда высокочастотных гармо
ник. На рис.6а приведен пример записи колебаний 

1.03 1.04 1.05 
Г (s) 

1.06 

Рис.6, (а) Фрагмент записи сигнала P(t) с фотоприем
ника. Возбуждение поверхности осуществляется гар
монической силой на частоте 178 Гц. (Ь) Высокочас
тотная составляющая ( > 1 кГц) сигнала P(t) 

поверхности при возбуждении гармонической силой 
на частоте 178 Гц. На экспериментальной зависимос
ти P(t) отчетливо видна основная гармоника с час
тотой u)p. Хорошо также видны искажения гармони
ческого сигнала, обусловленные присутствием на по
верхности высокочастотных гармоник. Спектр сиг
нала P j показан на рис.7. Каскад нелинейных капил
лярных волн состоит из приблизительно 50 гармоник, 
кратных Up, и простирается до 8 кГц. Частотная за-
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Рис.7. Турбулентный каскад при накачке поверхнос
ти жидкого водорода гармонической силой на частоте 
178 Гц. Более темная часть - спектр высокочастотной 
составляющей сигнала P(t) 

висимость спектрального распределения Р% близка к 
степенной функции с показателем степени, близким 
к m = 3.5. То есть на поверхности водорода наблю
далась развитая капиллярная турбулентность с кол-
могоровским спектром [9]. 

Распределение вероятности отклонения поверх
ности при накачке гармонической силой радикально 
отличается от распределения при возбуждении слу
чайной силой. Плотность распределения pv(z) опи
сывается несимметричной функцией с двумя локаль
ными максимумами (рис.8а) и демонстрирует до
минирование основной моды на частоте накачки в 
сигнале P(t). Несимметричность распределения, по-
видимому, обусловлена в основном скоррелирован-
ностью колебаний первой и второй гармоник. Что
бы устранить влияние низкочастотных гармоник и 
построить распределение pv(z) для высокочастотной 
части сигнала, из спектра исходного сигнала после
довательно удалялись основная частота, а также не
сколько первых гармоник. К исходному сигналу 
последовательно применяли фурье-фильтры высоких 
частот с частотами отсечки « nu)p (п = 1,2,..) 
и последовательно строили плотности распределения 
Pri(z) для оставшейся высокочастотной части сигна
ла. С ростом п функция Pv(z) трансформировалась. 
При значении п = 6, что соответствует частоте от
сечки « 1 кГц, форма распределения pv(z) стала близ
кой к нормальному распределению. Дальнейшее уве
личение п не приводило к качественному измене
нию формы распределения. Временная зависимость 
высокочастотных осцилляции и их спектр приведе
ны на рис.бЬ и 7, соответственно. На рис.8Ь пока
зано распределение вероятности на частотах выше 
1000 Гц в полулогарифмических координатах. Вид
но, что плотность вероятности изменяется в преде
лах двух порядков и хорошо описывается экспоненци-
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Рис.8, (a) Распределение вероятности отклонения по
верхности в условиях развитого турбулентного каска
да: 1 - для исходного сигнала Р(£), 2 - для высокочас
тотной составляющей ( > 1 кГц) сигнала P(t). (b) Рас
пределение вероятности для высокочастотной состав
ляющей сигнала в полулогарифмических координатах 

альной зависимостью (3). Таким образом, оказалось 
достаточно пяти-шести актов взаимодействия капил
лярных волн (2), чтобы высокочастотные колебания 
поверхности потеряли информацию о фазе основной 
моды на частоте накачки UÛV, ТО есть стали н е к о р р е 
лированными. 

Следует отметить, что если к накачке на час
тоте UÛ\ — 178 Гц добавить возбуждение на частоте 
(jj2 = 58 Гц, то гауссово распределение формируется 
на меньших частотах - от 360 Гц. Другими словами, 
из спектра сигнала P(t) оказалось достаточным уда
лить первые и вторые гармоники возбуждающих час
тот, а также несколько осцилляции на комбинацион
ных частотах uûv,q = puji + qu)2, чтобы распределение 
Pn(z) стало близким к нормальному. Из этого следу
ет, что стохастизация капиллярных волн в развитом 
турбулентном каскаде, возбуждаемом силой на двух 
частотах, наступает быстрее, чем в случае возбужде
ния поверхности гармонической силой на одной резо
нансной частоте. 

Выводы. Таким образом, в этой работе мы пока
зали, что в развитом турбулентном каскаде капил
лярных волн, возбуждаемом шумом в полосе конеч
ной ширины, плотность распределения вероятности 
отклонения поверхности жидкого водорода от равно
весия близка к функции Гаусса, а осцилляции на раз-
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ных частотах являются случайными и нескоррелиро-
ванными. 

При возбуждении поверхности гармонической 
низкочастотной силой с амплитудой, достаточной 
для формирования турбулентного каскада, стохасти-
зация в каскаде капиллярных волн на поверхности 
жидкого водорода возникает после нескольких про
цессов распада возбуждающей волны. Увеличение 
числа возбужденных мод при включении дополни
тельной гармонической накачки снижает частоту, с 
которой наступает стохастизация волн в каскаде. 
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