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ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÄËß ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÛÕ
ÑËÎÈÑÒÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ Ñ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅÍÍÛÌ ÓÑÊÎÐÅÍÈÅÌ

Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåîäíîìåðíûå êîíâåêòèâíûå ñëîèñòûå òå÷åíèÿ âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïðîñòðàíñòâåííûì óñêîðåíèåì. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ íà
îñíîâå óðàâíåíèé òåïëîâîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà. Ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé
èùåòñÿ â îáîáùåííîì êëàññå òî÷íûõ ðåøåíèé, â êîòîðîì âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè,
äàâëåíèå è òåìïåðàòóðà ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïîëíûõ ëèíåéíûõ ôîðì ïî äâóì äåêàðòîâûì
êîîðäèíàòàì ñ íåëèíåéíûìè (îòíîñèòåëüíî òðåòüåé äåêàðòîâîé êîîðäèíàòû) êîýôôèöèåí-
òàìè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëîèñòûõ òå÷åíèé ñèñòåìà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ñâîäèòñÿ ê
ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñôîðìóëèðîâàíû
è äîêàçàíû äâå òåîðåìû, îáîñíîâûâàþùèå ñóùåñòâîâàíèå (ïðè âûïîëíåíèè ñïåöèàëüíîãî àë-
ãåáðàè÷åñêîãî óñëîâèÿ) è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ïîëó÷èâøåéñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òî÷íîå ðåøåíèå, ñëîèñòîå òå÷åíèå, ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, óñëîâèå ñîâ-
ìåñòíîñòè.

ÓÄÊ: 517.958

DOI: 10.26907/0021-3446-2021-7-12-22

Ââåäåíèå

Èçâåñòíî, ÷òî âíåøíåå ïîëå ñèëû òÿæåñòè â íåèçîòåðìè÷åñêîé æèäêîñòè ãåíåðèðóåò êîí-
âåêòèâíûå òå÷åíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ òàêèõ äâèæåíèé æèäêîñòè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå Áóññèíåñêà [1], [2]. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñâÿçàíû ñ
óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðåøåíèé [3]�
[7]. Íåñìîòðÿ íà ðàçâèòèå ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãèäðîäèíàìèêè, íå òåðÿåò àêòóàëüíîñòè
çàäà÷à òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, äîïîëíåííîé óðàâíåíè-
åì íåñæèìàåìîñòè è êàëîðè÷åñêèì óðàâíåíèåì. Ýòîò ôàêò ìîæíî îáúÿñíèòü òåì, ÷òî äàæå
äëÿ ñàìûõ ñëîæíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü òåñòîâûå ïðèìåðû, êî-
òîðûå ìîãóò ïîìî÷ü â âåðèôèêàöèè è àïðîáàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ [8]�[13].
Òî÷íûå ðåøåíèÿ íåçàìåíèìû ïðè ïîñòðîåíèè ôèçè÷åñêèõ òåîðèé [1], [14]�[16] è ñîçäàíèè
òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ [17]�[22].
Íå âûçûâàåò ñîìíåíèé, ÷òî òå÷åíèå æèäêîñòåé ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì êàê ïî ñêîðîñòÿì,

òàê è ïî êîîðäèíàòàì. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ íåñêîëüêî êëàññîâ òî÷íûõ ðåøå-
íèé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà, ïîçâîëÿþùèõ èññëåäîâàòü òðåõìåðíûå äâèæåíèÿ æèäêîñòè
â ðàçëè÷íûõ ñèëîâûõ ïîëÿõ [5], [23]�[25]. Â ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð, â ãåîôèçè÷åñêîé ãèä-
ðîäèíàìèêå èëè â ãèäðîäèíàìèêå ùåëåâûõ ñèñòåì, ìîæíî ïðåíåáðå÷ü îäíîé êîìïîíåíòîé

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 24.06.2020, ïîñëå äîðàáîòêè 12.11.2020. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 24.12.2020.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðî-
åêò 19-19-00571).
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âåêòîðà ñêîðîñòè. Ïîëó÷èâøååñÿ ïîñëå ðåäóêöèè äâóìåðíîå ïîëå ñêîðîñòåé (ñëîèñòîå èëè
ñäâèãîâîå òå÷åíèå) ìîæåò çàâèñåòü îò òðåõ êîîðäèíàò � ýòî òàê íàçûâàåìûå òå÷åíèÿ ðàç-
ìåðíîñòè ¾äâà ñ ïîëîâèíîé¿ [26]�[28]. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Íàâüå�Ñòîêñà, îïèñûâàþùèõ ñëîèñòûå èëè ñäâèãîâûå òå÷åíèÿ æèäêîñòè, çàêëþ÷àåòñÿ
â ïåðåîïðåäåëåííîñòè óðàâíåíèé äâèæåíèé [26]�[31].
Èññëåäîâàíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà è óðàâíåíèÿ íåñæè-

ìàåìîñòè áûëî íà÷àòî Áåðêåðîì [32]. Îí ïîñòðîèë ìíîãî òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ïëîñêèõ
èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Â ñòàòüÿõ Øìûãëåâñêîãî áûë ïðî-
âåäåí ïîëíûé àíàëèç ïëîñêèõ òå÷åíèé æèäêîñòè ïðè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè è ïîëó÷åíî
óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè. Â ñòàòüÿõ [30], [32]�[37] áûëè ïðåäëîæåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ è íî-
âûå êëàññû òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ îïèñàíèÿ èçîáàðè÷åñêèõ òå÷åíèé ðàçìåðíîñòè ¾äâà ñ
ïîëîâèíîé¿. Âèä òî÷íîãî ðåøåíèÿ Vx = U (z, t) + u (z, t) y, Vy = V (z) , Vz = 0 áûë èñ-
ïîëüçîâàí äëÿ îïèñàíèÿ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé çàâèõðåííîé æèäêîñòè. Ïîëå ñêîðîñòåé
Vx = U (z, t) + u (z, t) y, Vy = V (z) , Vz = 0 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñåìåéñòâà òî÷íûõ
ðåøåíèé Ëèíÿ�Ñèäîðîâà�Àðèñòîâà. Â íåäàâíèõ ñòàòüÿõ [26], [27] èññëåäîâàëàñü ðàçðåøè-
ìîñòü óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà â êëàññå Ëèíÿ�Ñèäîðîâà�Àðèñòîâà äëÿ èçîòåðìè÷åñêèõ
òå÷åíèé âðàùàþùåéñÿ æèäêîñòè. Â ýòèõ ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàëèñü ñëó÷àè, êîãäà âåêòîð
óãëîâîé ñêîðîñòè ñîäåðæàë îäèí (îñü âðàùåíèÿ ïàðàëëåëüíà íàïðàâëåíèþ óñêîðåíèÿ ñâî-
áîäíîãî ïàäåíèÿ) [26] èëè äâà ïàðàìåòðà Êîðèîëèñà [27]. Èçó÷åíèå óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ
òî÷íûõ ðåøåíèé ðàçìåðíîñòè ¾äâà ñ ïîëîâèíîé¿ äëÿ ñëîèñòûõ è ñäâèãîâûõ òå÷åíèé â êëàññå
Ëèíÿ�Ñèäîðîâà�Àðèñòîâà äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ïðîâîäèëîñü. Òàêèì îáðàçîì, äàííàÿ
çàäà÷à íóæäàåòñÿ â ðåøåíèè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â ãåîôèçè÷åñêîé
ãèäðîäèíàìèêå è äðóãèõ ðàçäåëàõ ãèäðîäèíàìèêè, ãäå ïðèìåíèìî ïðèáëèæåíèå òîíêîãî
ñëîÿ (ïðåíåáðåæåíèå âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòüþ â ïîòîêå æèäêîñòè).
Â äàííîé ñòàòüå ïîëó÷åíî óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé

òåïëîâîé êîíâåêöèè â ïðèáëèæåíèè Áóññèíåñêà [1], [2] äëÿ êëàññà óñòàíîâèâøèõñÿ ñëîè-
ñòûõ òå÷åíèé âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, îïèñûâàåìûõ ïîëíûìè ëèíåéíûìè ôîðìàìè
ïî ÷àñòè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñòðîåíû òî÷íûå (àíàëèòè÷åñêèå) ðåøåíèÿ äëÿ
êèíåìàòèêî-äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, îïðåäåëÿþùèõ âûáðàííûé êëàññ òå÷åíèé âÿçêîé
æèäêîñòè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âÿçêîé ñïëîøíîé ñðåäû (æèäêîñòè èëè ãàçà) ÿâëÿþòñÿ, êàê èçâåñò-
íî, êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
[1], [2]:

(V · O)V = −OP + ν4V + F. (1)

Çäåñü V (t, x, y, z) = (Vx, Vy, Vz) � ñêîðîñòü æèäêîñòè, F � âåêòîð îáúåìíûõ (ìàññîâûõ)
ñèë. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå Áóññèíåñêà äëÿ êîíâåêòèâíûõ òå÷åíèé [1], [2] F = (0, 0, gβT ), ãäå
g � óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, β � êîýôôèöèåíò îáúåìíîãî ðàñøèðåíèÿ, T (t, x, y, z)
� îòêëîíåíèå òåìïåðàòóðû îò ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ, P (t, x, y, z) � îòêëîíåíèå äàâëå-
íèÿ îò ãèäðîñòàòè÷åñêîãî, íîðìèðîâàííîå íà ñðåäíþþ ïîñòîÿííóþ ïëîòíîñòü æèäêîñòè ρ,

ν � êèíåìàòè÷åñêàÿ (ìîëåêóëÿðíàÿ) âÿçêîñòü, O =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
� îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà,

(V · O) = Vx
∂

∂x
+ Vy

∂

∂y
+ Vz

∂

∂z
� êîíâåêòèâíàÿ ïðîèçâîäíàÿ, 4 =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
�

îïåðàòîð Ëàïëàñà.
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Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëèæåíèÿ Áóññèíåñêà äëÿ îïèñàíèÿ òåïëîâîé êîíâåêöèè ìîæíî
ñ÷èòàòü ýôôåêòû ñæèìàåìîñòè ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè [1], [2]. Â ýòîì ñëó÷àå æèäêîñòü
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü íåñæèìàåìîé, ò. å. ñêîðîñòè åå äâèæåíèÿ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äî-
ïîëíèòåëüíî ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ, ÿâëÿþùåìóñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññ:

O ·V = 0. (2)

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2) íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ðàññìàòðèâàòü
çàêîí èçìåíåíèÿ òåìïåðàòóðû (óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè)

(V · O)T = χ4T, (3)

ãäå χ � êîýôôèöèåíò òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè.
Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü ñëîèñòûå êîíâåêòèâíûå óñòàíîâèâøèåñÿ òå÷åíèÿ (Vz = 0). Â

ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)�(3) ñ ó÷åòîì ïðèíÿòûõ âûøå äîïóùåíèé ïðèìåò âèä

Vx
∂Vx
∂x

+ Vy
∂Vx
∂y

= −∂P
∂x

+ ν

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Vx,

Vx
∂Vy
∂x

+ Vy
∂Vy
∂y

= −∂P
∂y

+ ν

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
Vy,

∂P

∂z
= gβT,

∂Vx
∂x

+
∂Vy
∂y

= 0,

Vx
∂T

∂x
+ Vy

∂T

∂y
= χ

(
∂2T

∂x2
+
∂2T

∂y2
+
∂2T

∂z2

)
. (4)

Ñèñòåìà (4) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé (çà ñ÷åò íàëè÷èÿ êîíâåêòèâíîé ïðîèçâîäíîé) ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. ×èñëî óðàâíåíèé â íåé ïðåâûøàåò
÷èñëî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé (ñêîðîñòè Vx, Vy, äàâëåíèå P , òåìïåðàòóðà T ). Ïðè ýòîì íè îä-
íî óðàâíåíèå ñèñòåìû (4) íå ÿâëÿåòñÿ èçîëèðîâàííûì, ò. å. íè îäíà èç èñêîìûõ íåèçâåñòíûõ
íå ìîæåò áûòü íàéäåíà íåçàâèñèìî îò äðóãèõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëå-
íèþ. Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåìû (4), îòëè÷íîå îò òðèâèàëüíîãî (íóëåâîãî), áóäåì îïðåäåëÿòü
â êëàññå Ëèíÿ�Ñèäîðîâà�Àðèñòîâà, ëèíåéíî çàâèñÿùåì îò ÷àñòè êîîðäèíàò [23], [26]�[29],
[38]�[40]:

Vx = U (z) + u1 (z)x+ u2 (z) y,

Vy = V (z) + v1 (z)x+ v2 (z) y,

T = T0 (z) + T1 (z)x+ T2 (z) y,

P = P0 (z) + P1 (z)x+ P2 (z) y. (5)

Îòìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ëèíåéíûõ ôîðì (5) îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò x è y çàâèñÿò îò
ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû z.
Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (5) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ñ ó÷åòîì ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííûõ

êîýôôèöèåíòîâ îòíîñèòåëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x, y, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòå-
ìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðóþ ðàçîáüåì íà ïîäñèñòåìû:

u21 + u2v1 = νu′′1, u1u2 + u2v2 = νu′′2, u1v1 + v1v2 = νv′′1 ,

u2v1 + v22 = νv′′2 , u1 + v2 = 0; (6)

u1T1 + v1T2 = χT ′′
1 , u2T1 + v2T2 = χT ′′

2 ; (7)

P ′
1 = gβT1, P ′

2 = gβT2; (8)

Uu1 + V u2 = −P1 + νU ′′, Uv1 + V v2 = −P2 + νV ′′; (9)

UT1 + V T2 = χT ′′
0 , P ′

0 = gβT0. (10)
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Äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñèñòåìå (6)�(10) âåäåòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé êîîðäèíàòå z. Ïðè ïåðå-
õîäå îò ñèñòåìû (4) óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ê ðåäóöèðîâàííîé ñèñòåìå (6)�(10)
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íàñëåäóåòñÿ ñâîéñòâî ïåðåîïðåäåëåííîñòè.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ äâåíàäöàòè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîýôôèöèåíòàìè ëèíåé-
íûõ ôîðì (5), èìåþòñÿ òðèíàäöàòü óðàâíåíèé. Çàìåòèì, ÷òî â ïîäñèñòåìàõ (7)�(10) ÷èñëî
íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íèõ.
Òîëüêî ñèñòåìà (6) ÿâëÿåòñÿ ïåðåîïðåäåëåííîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè óäàñòñÿ ïîëó÷èòü
íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, âõîäÿùèõ â (6), óäîâëåòâîðÿþùèõ
àëãåáðàè÷åñêîìó óñëîâèþ èç ýòîé ñèñòåìû, òî ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâàíèåì áóäåò
íàéäåíî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (6)�(10).

2. Àíàëèç ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû

Òåîðåìà 1. Ïåðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà (6)�(10) èìååò íåòðèâèàëüíîå òî÷íîå ðåøåíèå â

êëàññå (5), ÿâëÿþùååñÿ òî÷íûì ðåøåíèåì ñèñòåìû (1),(2), òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ôóíêöèè u1, u2, v1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

u1 = u cosϑ sinϑ, u2 = u cos2 ϑ, v1 = −u sin2 ϑ,

ãäå u � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ u′′ = 0, à ϑ � íåêîòîðîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (6). Ñ ó÷å-
òîì óñëîâèÿ u1 + v2 = 0 îíè ïðèìóò âèä

νu′′1 = u21 + u2v1, νu′′1 = −u2v1 − u21,

u′′2 = 0, v′′1 = 0. (11)

Ñêëàäûâàÿ è âû÷èòàÿ ïîïàðíî ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (11) ñî âòîðûì, ïîëó÷èì, ÷òî
ïðîñòðàíñòâåííûå óñêîðåíèÿ u1, u2, v1 ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñëåäóþùèõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé:

u′′1 = 0, u′′2 = 0, v′′1 = 0. (12)

Ïðè ýòîì îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (12) äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü àëãåáðàè÷åñêîìó óñëîâèþ
ñîâìåñòíîñòè

u21 + u2v1 = 0. (13)

Óñëîâèå (13) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé ñèñòåìû (11) ñîâïà-
äàþò, à ïðàâûå ÷àñòè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì.
Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) èìååò âèä

u1 = ψ1z + ψ2, u2 = ψ3z + ψ4, v1 = ψ5z + ψ6. (14)

Ïàðàìåòðû ψi (i = 1, . . . , 6) â ðåøåíèè (14) �� ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñîîòíîøåíèå (13) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ â îáùåì ðåøåíèè (14)

èçîëèðîâàííûõ (íåçàâèñèìûõ) äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïå-
ðåîïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà (11) áóäåò ñîâìåñòíà. Ïîñëå íåáîëüøèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðà-
çîâàíèé óñëîâèå (13) â ñèëó âûðàæåíèé (14) ïðèìåò âèä(

ψ2
1 + ψ3ψ5

)
z2 + (2ψ1ψ2 + ψ3ψ6 + ψ4ψ5) z + ψ2

2 + ψ4ψ6 = 0.

Ïðèìåíÿÿ ê ïîëó÷èâøåìóñÿ ñîîòíîøåíèþ ïðèíöèï íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ, ïðè-
õîäèì ê ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ èíòåãðèðîâàíèÿ ψi:

ψ2
1 + ψ3ψ5 = 0, 2ψ1ψ2 + ψ3ψ6 + ψ4ψ5 = 0, ψ2

2 + ψ4ψ6 = 0. (15)

Ñèñòåìà (15) èìååò íåñêîëüêî íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé:



16 Í.Â.ÁÓÐÌÀØÅÂÀ, Å.Þ.ÏÐÎÑÂÈÐßÊÎÂ

(a) ψ4 =
ψ2ψ3

ψ1
, ψ5 = −ψ

2
1

ψ3
, ψ6 = −ψ1ψ2

ψ3(
åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ψ2 = ψ4 = 0, ψ5 = −ψ

2
1

ψ3
, ψ6 = 0

)
,

(b) ψ1 = ψ3 = ψ5 = 0, ψ6 = −ψ
2
2

ψ4
(åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ψ1 = ψ2 = ψ3 = ψ5 = ψ6 = 0),

(c) ψ1 = ψ2 = ψ3 = ψ4 = 0,
(d) ψ1 = ψ2 = ψ5 = ψ6 = 0

(åãî ÷àñòíûé ñëó÷àé ψ1 = ψ2 = ψ4 = ψ5 = ψ6 = 0).

Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, çàïèøåì ðåøåíèå (14) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ
(a):

u1 = ψ1z + ψ2, u2 = ψ3z +
ψ2ψ3

ψ1
=
ψ3

ψ1
(ψ1z + ψ2) ,

v1 = ψ5z + ψ6 = −ψ
2
1

ψ3
z − ψ1ψ2

ψ3
= −ψ1

ψ3
(ψ1z + ψ2) . (16)

Ðåøåíèå (16) ñèñòåìû (12), (13) êîìïàêòíî ìîæíî çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ íàáîð ôóíêöèé

u1 = u cosϑ sinϑ = −v2, u2 = u cos2 ϑ, v1 = −u sin2 ϑ. (17)

Çäåñü u = c1z + c2 � ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ u′′ = 0, à ϑ � ïðîèçâîëüíîå
÷èñëî.
Â ñëó÷àÿõ (b)�(d) ðåøåíèå (14) ïðèíèìàåò ñîîòâåòñòâåííî âèä

u1 = ψ2, u2 = ψ4, v1 = −ψ
2
2

ψ4
, u1 = 0, u2 = 0, v1 = ψ5z + ψ6, u1 = 0, u2 = ψ3z + ψ4, v1 = 0.

Î÷åâèäíî, ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ôîðìû çàïèñè (17). �

3. Ïîñòðîåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ â çàìêíóòîé ôîðìå

Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû (6), óðàâíå-
íèÿ (7)�(10) îáðàçóþò çàìêíóòóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
÷èñëî óðàâíåíèé ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé. Äîêàæåì ðàçðåøèìîñòü ýòîé
ñèñòåìû êîíñòðóêòèâíî, ò.å. ÿâíî ïîñòðîèì åå ðåøåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ϑ, c1, c2, îïðåäåëÿþùèõ íàáîð ôóíêöèé (17),
ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (7)�(10) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèì ðåøåíèå (17) â óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (7), ïîçâîëÿþùèå îïðåäå-
ëèòü ïðîäîëüíûå (ãîðèçîíòàëüíûå) ãðàäèåíòû T1, T2 ïîëÿ òåìïåðàòóðû T , ïîëó÷èì

χT ′′
1 = u cosϑ sinϑT1 − u sin2 ϑT2,

χT ′′
2 = u cos2 ϑT1 − u cosϑ sinϑT2. (18)

Ïîâåäåíèå è ñòðóêòóðà ðåøåíèé ñèñòåìû (18) çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ϑ. Íà÷íåì ñ
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà sinϑ = 0. Òîãäà ñèñòåìà (18) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ:

T ′′
1 = 0, χT ′′

2 = uT1, (19)
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ò. å. ïîëó÷àåì îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèé T1, T2. Ðåøåíèå ñèñòåìû (19) ëåãêî íàõîäèòñÿ ïóòåì ïîñëåäîâà-
òåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñíà÷àëà ïåðâîãî, à ïîòîì è âòîðîãî åå óðàâíåíèé:

T1 = α1z + α2,

T2 =
1

χ

(
c1α1

12
z4 +

(c1α2 + c2α1)

6
z3 +

c2α2

2
z2 + γ1z + γ2

)
, (20)

çäåñü α1, α2, γ1, γ2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå âèäà (20) áûëî èññëåäîâàíî â
[41].
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôîðìàëüíîé ñèììåòðèè óðàâíåíèé ñèñòåìû (7) îòíîñèòåëüíî íåèç-

âåñòíûõ ôóíêöèé T1, T2 â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå îíà èìååò íåñèììåòðè÷íîå ðå-
øåíèå (20): êîìïîíåíòà T1 ïîëÿ òåìïåðàòóðû îïèñûâàåòñÿ ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè, à
êîìïîíåíòà T2 � ïîëèíîìîì ÷åòâåðòîé ñòåïåíè.
Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîäîëüíûõ ãðàäèåíòîâ P1, P2 ïîëÿ äàâëåíèÿ P îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì

èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèÿ (8), ò. å. ôàêòè÷åñêè (ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ
gβ) íàõîæäåíèåì ïåðâîîáðàçíûõ îò ïîëèíîìîâ T1, T2. Âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ
èìåþò âèä

P1 = gβ
(α1

2
z2 + α2z + ξ1

)
,

P2 =
gβ

χ

(
c1α1

60
z5 +

(c1α2c2α1)

24
z4 +

c2α2

6
z3 +

γ1
2
z2 + γ2z + ξ2

)
, (21)

ãäå ξ1, ξ2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Ñèñòåìà (9) ïðè sinϑ = 0 ïðèìåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

νU ′′ = V u+ P1, νV ′′ = P2. (22)

Ïðîèíòåãðèðóåì ñíà÷àëà âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (22), èñïîëüçóÿ âûðàæåíèÿ (21), ïîëó-
÷èì

V =
gβ

νχ

(
c1α1

2520
z7 +

(c1α2 + c2α1)

720
z6 +

c2α2

120
z5 +

γ1
24
z4 +

γ2
6
z3 +

ξ2
2
z2 + λ1z + λ2

)
.

Çäåñü λ1, λ2 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå â ïåðâîå óðàâíåíèå ñè-
ñòåìû (22), äâàæäû èíòåãðèðóÿ ïîëó÷èâøååñÿ ñîîòíîøåíèå, íàõîäèì âèä òî÷íîãî ðåøåíèÿ
äëÿ îäíîðîäíîé ñêîðîñòè U :

U =
f

ν
+ λ3z + λ4.

Çäåñü f (z) � ïîëèíîì äåñÿòîé ñòåïåíè, ÿâëÿþùèéñÿ ðåçóëüòàòîì äâóêðàòíîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñóììû V u+ P1, à λ3, λ4 � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ.
Äàëåå, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (10), ïîëó÷àåì ðåøåíèÿ äëÿ ôîíîâûõ êîìïîíåíò

ïîëÿ äàâëåíèÿ è ïîëÿ òåìïåðàòóðû. Ïðàâûå ÷àñòè îáîèõ óêàçàííûõ óðàâíåíèé ÿâëÿþò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííîé z, ïîýòîìó äàííàÿ îïåðàöèÿ ñëîæíîñòè íå
ïðåäñòàâëÿåò è ïðîèçâîäèòñÿ îäíîçíà÷íûì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì òåïåðü îáùèé ñëó÷àé (sinϑ 6= 0). Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (18) íà

cosϑ, à âòîðîå íà sinϑ è âû÷òåì äðóã èç äðóãà. Â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

T ′′
1 cosϑ− T ′′

2 sinϑ = 0. (23)

Äâàæäû èíòåãðèðóÿ ñîîòíîøåíèå (23), ðàçðåøàåì åãî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè T2:

T2 =
T1 cosϑ− α1z − α2

sinϑ
. (24)
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Äàëåå ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå (24) â ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (18) è ïðåîá-
ðàçîâûâàåì åãî ê âèäó

T ′′
1 =

sinϑ

χ
(α1z + α2) (c1z + c2) . (25)

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (25) ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ϑ, à â ÷àñòíîì
ñëó÷àå sinϑ = 0 óñëîâèå (25) ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó óðàâíåíèþ ïðèâåäåííîé âûøå ñèñòå-
ìû (19). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (25) íàõîäèòñÿ äâóêðàòíûì ïîñëåäîâàòåëüíûì èíòåãðèðîâà-
íèåì:

T1 =
sinϑ

12χ

(
α1c1z

4 + 2 (α1c2 + α2c1) z
3 + 6α2c2z

2 + 12γ1z + 12γ2
)
. (26)

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå (26) â ñîîòíîøåíèå (24) îïðåäåëÿåì òî÷íîå ðåøåíèå äëÿ âòîðîãî
ïðîäîëüíîãî ãðàäèåíòà ïîëÿ òåìïåðàòóðû:

T2 =
cosϑ

12χ

(
α1c1z

4 + 2 (α1c2 + α2c1) z
3 + 6α2c2z

2 + 12γ1z + 12γ2
)
− α1z + α2

sinϑ
. (27)

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (26), (27), îáùåå ðåøåíèå äëÿ ïðîäîëüíûõ ãðàäè-
åíòîâ òåìïåðàòóðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé, ÷åé ïîðÿäîê íå
ïðåâîñõîäèò ÷åòûðåõ.
Äàëåå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (8) îïðåäåëÿþòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîäîëü-

íûõ ãðàäèåíòîâ P1, P2 ïîëÿ äàâëåíèÿ P :

P1 = gβ
sinϑ

240χ

(
4α1c1z

5 + 5 (α1c2 + α2c1) z
4 + 40α2c2z

3 + 120γ1z
2 + 240γ2z + 20ξ1

)
,

P2=gβ

[
cosϑ

120χ

(
2α1c1z

5 + 5(α1c2 + α2c1) z
4 + 20α2c2z

3 + 60γ1z
2 + 120γ2z

)
−α1z

2 + 2α2z + ξ2
2 sinϑ

]
.

(28)
Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ïðîäîëüíûõ ãðàäèåíòîâ äàâëåíèÿ P1, P2,

ïîäñòàâèì â ñèñòåìó (9) ðåøåíèå (17) äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ óñêîðåíèé u1, u2, v1, v2 è âû-
ðàæåíèÿ (28) äëÿ êîìïîíåíò P1, P2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó

Uu cosϑ sinϑ+ V u cos2 ϑ = −P1 + νU ′′,

U
(
−u sin2 ϑ

)
+ V (−u cosϑ sinϑ) = −P2 + νV ′′. (29)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (29) íà sinϑ, âòîðîå íà cosϑ è ñëîæèì èõ. Ïîñëå
àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

U ′′ = −cosϑ

sinϑ
V ′′ +

P1 sinϑ+ P2 cosϑ

ν sinϑ
. (30)

Â êà÷åñòâå íåîäíîðîäíîãî ñëàãàåìîãî â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (30) âûñòóïàåò ïîëèíîì
ïÿòîé ñòåïåíè. Âñëåäñòâèå ÷åãî, äàííîå ñîîòíîøåíèå ìîæåò áûòü ëåãêî äâàæäû ïðîèíòå-
ãðèðîâàíî:

U = −cosϑ

sinϑ
V +

q + λ1z + λ2
ν sinϑ

. (31)

Çäåñü q (z) �� ïîëèíîì ñåäüìîé ñòåïåíè, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ ñóììû P1 sinϑ+P2 cosϑ. Ïîäñòàâèì çàâèñèìîñòü (31) âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (29).
Ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

νV ′′ = P2 −
u sinϑ

ν
(q + λ1z + λ2) . (32)

Â ïðàâîé ÷àñòè ëèíåéíîãî íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (32) ñòîèò èçâåñòíûé ïîëèíîì ñåäü-
ìîé ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü V , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (32), åñòü ïîëèíîì



ÒÎ×ÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÄËß ÓÑÒÀÍÎÂÈÂØÈÕÑß ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÛÕ ÑËÎÈÑÒÛÕ ÒÅ×ÅÍÈÉ 19

ñåäüìîé ñòåïåíè. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäñòàâèâ â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (32) çíà÷åíèå
sinϑ = 0, ïîëó÷èì âòîðîå ñîîòíîøåíèå ñèñòåìû (22).
Ïîñëå òîãî, êàê áóäåò íàéäåíî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (32), íàõîäèì îáùåå ðåøåíèå äëÿ

ñêîðîñòè U , ïîëüçóÿñü çàâèñèìîñòüþ (31). Ðåøåíèÿ äëÿ îäíîðîäíûõ êîìïîíåíò U, V ïîëÿ
ñêîðîñòè (5) çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ ââèäó èõ ãðîìîçäêîñòè. À òàêæå ïîòîìó, ÷òî êîíêðåòíûé
âèä ïîëèíîìîâ U, V íå âëèÿåò íà ðàçðåøèìîñòü è èíòåãðèðîâàíèå ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòå-
ìû (6)�(10). Ïî àíàëîãè÷íûì ñîîáðàæåíèÿì íå áóäóò ïðèâåäåíû òî÷íûå ðåøåíèÿ è äëÿ
ïîêà ÷òî íåíàéäåííûõ êîýôôèöèåíòîâ ëèíåéíûõ ôîðì (5).
Òî÷íûå ðåøåíèÿ äëÿ ñêîðîñòåé U, V ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü îäíîðîäíóþ ñîñòàâëÿþùóþ

òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ T � ôîíîâóþ òåìïåðàòóðó T0. Ñîãëàñíî ïåðâîìó óðàâíåíèþ ñèñòå-
ìû (10) âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôîíîâîé òåìïåðàòóðû T0 åñòü ïîëèíîì ñ èçâåñòíûìè ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, ïîëó÷åííûé ïîäñòàíîâêîé òî÷íûõ ðåøåíèé äëÿ ñêîðîñòåé U, V è
ïðîäîëüíûõ ãðàäèåíòîâ òåìïåðàòóðû T1, T2 â ëåâóþ ÷àñòü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (10).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëå äâóêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî òî÷íîå
ðåøåíèå äëÿ ôîíîâîé òåìïåðàòóðû T0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì âûñîêîãî ïîðÿäêà.
Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíòû T0 âî âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòå-

ìû (10) ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ôîíîâîãî äàâëåíèÿ P0 ñ èçâåñòíîé
íåîäíîðîäíîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Îáùåå ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì íåïîñðåäñòâåí-
íûì èíòåãðèðîâàíèåì. Òàêèì îáðàçîì, è ôîíîâîå äàâëåíèå P0 áóäåò îïèñûâàòüñÿ ìíîãî÷ëå-
íîì ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ ââèäó
åãî êðàéíåé ãðîìîçäêîñòè, íî ïðè íåîáõîäèìîñòè îíî ìîæåò áûòü ëåãêî ïîëó÷åíî ñîãëàñ-
íî èçëîæåííîìó âûøå àëãîðèòìó ïîýòàïíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ïåðåîïðåäåëåííîé
ñèñòåìû (7)�(10).
Ïðè ýòîì åäèíñòâåííîñòü ïîñòðîåííîãî ðåøåíèÿ íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ïðèâåäåí-

íîãî àëãîðèòìà èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
�

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå èññëåäîâàíà ðàçðåøèìîñòü îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé Îáåðáåêà�Áóññè-
íåñêà, èñïîëüçóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîíâåêòèâíûõ ñëîèñòûõ òå÷åíèé âÿçêîé
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ñ ïðîñòðàíñòâåííûì óñêîðåíèåì. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïåðåîïðåäå-
ëåííàÿ ñèñòåìà Îáåðáåêà�Áóññèíåñêà â ðàìêàõ êëàññà Ëèíÿ�Ñèäîðîâà�Àðèñòîâà ñâîäèòñÿ
ê ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Áûëî ïîëó÷åíî
óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè óðàâíåíèé ýòîé ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû. Äîêàçàíà ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ òåîðåìà. Êðîìå òîãî, êîíñòðóêòèâíûì îáðàçîì áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèí-
ñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïåðåîïðåäåëåííîé ñèñòåìû. Òî÷íîå ðåøåíèå, îïèñû-
âàþùåå óñòàíîâèâøèåñÿ êîíâåêòèâíûå ñëîèñòûå òå÷åíèÿ ñ ïðîñòðàíñòâåííûì óñêîðåíèåì,
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
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N.V.Burmasheva and E.Yu. Prosviryakov

Exact solutions for steady convective layered �ows with a spatial acceleration

Abstract. The article considers non-one-dimensional convective layered �ows of a viscous incom-
pressible �uid with a spatial acceleration. The simulation is based on the equations of thermal
convection in the Boussinesq approximation. The solution to these equations is sought in a generali-
zed class of exact solutions in which all components of the velocity vector, pressure and temperature
are presented in the form of complete linear forms along two Cartesian coordinates with non-linear
(relative to the third Cartesian coordinate) coe�cients. It is shown that for layered �ows the system
of de�ning relations reduces to an overdetermined system of ordinary di�erential equations. Two
theorems, that justify the existence (under a special algebraic condition) and the uniqueness of the
solution of the resulting overdetermined system, are formulated and proved.
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