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Â.È.ÔÈËÈÏÏÎÂ

ÐßÄÛ ÒÈÏÀ ÔÓÐÜÅ Ñ ÖÅËÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ ÏÎ ÑÈÑÒÅÌÀÌ
ÈÇ ÑÆÀÒÈÉ È ÑÄÂÈÃÎÂ ÎÄÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀÕ Lp,

p ≥ 1

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñèñòåìû ôóíêöèé, ïîëó÷åííûå èç ñæàòèé è ñäâèãîâ îäíîé
ôóíêöèè, â ïðîñòðàíñòâàõ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞. Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ðàçëîæåíèè ïî ýòèì
ñèñòåìàì ðÿäîâ òèïà Ôóðüå ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðèáëèæåíèå ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâ
Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñæàòèÿ îáðàçîâ, ò. å. èìååòñÿ ìíîãî êîýôôèöèåíòîâ,
ðàâíûõ íóëþ. Ýòè èññëåäîâàíèÿ ìîãóò âûçâàòü èíòåðåñ òàêæå ó ñïåöèàëèñòîâ ïî ïåðåäà÷å è
îáðàáîòêå öèôðîâîé èíôîðìàöèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû èç ñæàòèé è ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè, ðÿäû òè-
ïà Ôóðüå ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, öèôðîâàÿ îáðàáîòêà èíôîðìàöèè, öèôðîâàÿ ïåðåäà÷à
èíôîðìàöèè.

ÓÄÊ: 517.518

DOI: 10.26907/0021-3446-2019-6-58-64

Äàííàÿ ðàáîòà îáîáùàåò è ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ àâòîðà â ñòàòüÿõ [1]�[5]. Èíòåðåñ ê
ñèñòåìàì, ñîñòîÿùèì èç ñæàòèé è ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ Lp, 1 ≤ p ≤ ∞,
âîçíèê â ñâÿçè ñ ðåçóëüòàòàìè ïî âñïëåñêàì (wavlets) è ôðåéìàì. Ñòðîèì íå îðòîíîðìè-
ðîâàííóþ ñèñòåìó, à ðàçëîæåíèå ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâ Lp íåïîñðåäñòâåííî ïî ñæàòèÿì è
ñäâèãàì îäíîé ôóíêöèè. Ïîñòðîåííàÿ ñèñòåìà, êîíå÷íî, ïåðåïîëíåííàÿ [1], [5], íî ïðåäëî-
æåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèÿ ñ áîëüøèì ÷èñëîì íóëåâûõ êîýôôèöè-
åíòîâ. Ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ â êàêîé-òî ìåðå îïòèìàëüíûì ïðè ïðèáëèæåíèè
ñ ôèêñèðîâàííîé òî÷íîñòüþ, ïîñêîëüêó ìàëûå ïðîìåæóòî÷íûå êîýôôèöèåíòû çàíóëÿþò-
ñÿ â ïðåäëîæåííîì ìåòîäå. Ïðè ýòîì äîïóñêàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ íåòî÷íîñòü âû÷èñëåíèÿ
ïðîìåæóòî÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ, à àëãîðèòì êîððåêòèðóåò ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ êîýô-
ôèöèåíòîâ.
Èìååòñÿ îïðåäåëåííûé èíòåðåñ ê ðàçëîæåíèÿì â ðÿä ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàïðè-

ìåð, â [6] ïðèâîäèòñÿ ðåçóëüòàò î ñóùåñòâîâàíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðàÿ ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïî÷òè
âñþäó.
Â [7], [8] òàêæå ðàññìîòðåíû ñèñòåìû èç ñæàòèé è ñäâèãîâ îäíîé ôóíêöèè, íî êîýôôèöè-

åíòû ðàçëîæåíèÿ íàõîäÿòñÿ ïî÷òè êàê êîýôôèöèåíòû Ôóðüå è íåñêîëüêî ïî-äðóãîìó, ÷åì
â ïðåäëîæåííîé ðàáîòå.
Î÷åâèäíà ñâÿçü ýòèõ ðàçëîæåíèé ñ ðàçëîæåíèÿìè ïî ñèñòåìå Õààðà. Â ðàáîòàõ [9], [10]

èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðÿäà èç êîýôôèöèåòîâ Ôóðüå�Õààðà. Â äàííîé ðàáîòå ðå÷ü èäåò îá
îãðàíè÷åííîñòè êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ, åñëè ýòî âîçìîæíî.

Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 25.04.2018, ïîñëå äîðàáîòêè 25.04.2018. Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè 26.09.2018
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Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ñèñòåìû âèäà

{ψk,j} =
1

2k
{ψ(2kt− j)} = {ψl}, (1)

k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , 2k − 1, l = 2k + j − 1,

ãäå ψ(t) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, ïðîäîëæåííàÿ çíà÷åíèåì 0 âíå

[0, 1]. Â òåîðåìå 2 ïðèìåíÿåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå ψk,0(0) = 1/2k, k ≥ 0.
Ïóñòü äëÿ òåîðåì 1 è 2

ψ(t) =

{
1, åñëè t ∈ (0, 1];

0, åñëè t /∈ (0, 1].
(2)

Ðàññìîòðèì ðÿä

∞∑
l=0

d∗l ψl =

∞∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j , (3)

ãäå fk+1 = fk −
2k−1∑
j=0

d∗k,jψk,j , f0 = f, k ≥ 0,

d∗l = d∗2k+j = d∗k,j =



[
2k

|∆k,j|
∫

∆k,j

fkdt

]
, åñëè

∫
∆k,j

fkdt ≥ 0;[
2k

|∆k,j|
∫

∆k,j

fkdt

]
+ 1, åñëè

∫
∆k,j

fkdt < 0,

∆k,j =
(

j
2k
, j+1

2k

)
, k ≥ 0, j = 0, 1, . . . , 2k − 1, è [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞. Òîãäà ðÿä (3) ïî
ñèñòåìå (1) ñ îáðàçóþùåé ôóíêöèåé ψ êàê â (2) ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1),

1 ≤ p <∞, ê f(t), ò. å.

∥∥∥∥f − m∑
l=0

d∗l ψl

∥∥∥∥
p

→ 0, m→∞.

Ïóñòü χ∆(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà ∆.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè âèäà R(t) =
2k−1∑
j=0

dk,j · χ∆k,j
(t), ãäå dk,j ∈ R,

∆k,j =
(

j
2k
, j+1

2k

)
, k = 0, 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . , 2k − 1, ñóììà âèäà P (t) =

2k−1∑
j=0

d∗k,jψk,j, ãäå ψ

êàê â (2) è

d∗k,j =

{[
2kdk,j

]
, åñëè dk,j ≥ 0;[

2kdk,j
]

+ 1, åñëè dk,j < 0,

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ‖R(t)− P (t)‖p ≤
1
2k
, 1 ≤ p <∞,∥∥∥∥∥∥

m∑
j=0

d∗k,jψk,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤ ‖R(t)‖p +
1

2k
, 0 ≤ m ≤ 2k − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî,∥∥∥∥∥∥
2k−1∑
j=0

dk,jχ∆k,j
(t)−

2k−1∑
j=0

d∗k,jψk,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥∥
2k−1∑
j=0

(
dk,j −

1

2k
d∗k,j

)
χ∆k,j

(t)

∥∥∥∥∥∥
p

=

=

∥∥∥∥∥∥
2k−1∑
j=0

1

2k

(
2kdk,j − d∗k,j

)
χ∆k,j

(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 1

2k
.

Ïîýòîìó

∥∥∥∥∥ m∑
j=0

d∗k,jψk,j(t)

∥∥∥∥∥
p

≤

∥∥∥∥∥2k−1∑
j=0

d∗k,jψk,j(t)

∥∥∥∥∥
p

≤ ‖R(t)− P (t)‖p + ‖R(t)‖p ≤ ‖R(t)‖p +

+1/2k, 0 ≤ m ≤ 2k − 1. �

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü f0 = f . Òîãäà ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé Sk(t), k ≥ 0, ôóíêöèé fk, k ≥ 0, è ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
2k−1∑
j=0

d∗k,jψk,j(t), k ≥ 0, òàê, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ fk+1 = fk −
2k−1∑
l=0

d∗k,lψk,l(t),

ãäå dk,l = 1

|∆k,l|
∫

∆k,l
fk · χ∆k,l

(t)dt, k ≥ 0, l = 0, 1, . . . , 2k − 1,

d∗k,l =

{[
2kdk,l

]
, åñëè dk,l ≥ 0;[

2kdk,l
]

+ 1, åñëè dk,l < 0.

Ïóñòü Sk (g) =
2k−1∑
l=0

pk,l · ψk,l(t), pk,l = 2k

|∆k.l|
∫

∆k,l
g(t)dt, g(t) ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, k ≥ 0,

l = 0, 1, . . . , 2k − 1.

Òîãäà Sk (fk) =
2k−1∑
l=0

dk,l · χ∆k,l
(t) =

2k−1∑
l=0

2kdk,l · ψk,l(t), S
∗
k (fk) =

2k−1∑
l=0

d∗k,l · ψk,l(t).

Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïîëó÷èì

‖Sk(fk)− S∗k(fk)‖p =

∥∥∥∥∥∥
2k−1∑
l=0

(
2kdk,l − d∗k,l

)
ψk,l(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤ 1/2k.

Ïîýòîìó

‖fk+1‖p ≤ ‖fk − Sk(fk)‖p +

∥∥∥∥∥∥Sk(fk)−
2k−1∑
l=0

d∗k,lψk,l(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤ ‖fk − Sk(fk)‖p + 1/2k,

Sk(fk) = Sk

f − k−1∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)

 = Sk(f)− Sk

k−1∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)

 .

(4)

Òàê êàê
k−1∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t) =
2k−1∑
l=0

ck,lψk,l(t), òî

Sk

k−1∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)

 = Sk

2k−1∑
l=0

ck,lψk,l(t)

 =
2k−1∑
l=0

ck,lψk,l(t) =
k−1∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t).
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Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ (4) è ([11], ñ. 74�75), ïîëó÷èì

‖fk−1 − Sk−1(fk−1)‖p =

∥∥∥∥∥∥f −
k−2∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)− Sk−1

f − k−2∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤

≤

∥∥∥∥∥∥f − Sk−1(f)− Sk−1

k−2∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)

− k−2∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,jψi,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

=

= ‖f − Sk−1(f)‖p ≤ cpωp

(
1/2k−1, f

)
, (5)

ãäå ωp

(
1/2k−1, f

)
� èíòåãðàëüíûé ìîäóëü íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞,

ñ øàãîì 1/2k−1. Ñëåäîâàòåëüíî, èç (4) è (5) èìååì

‖fk‖p ≤ 1/2k−1 + cpωp

(
1/2k−1, f

)
→ 0, k →∞. (6)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé ðÿä

∞∑
l=0

d∗l · ψl(t) =
∞∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,j · ψi,j(t)

ñõîäèòñÿ ê f â Lp. Ïóñòü n > 0 � êàêîé-ëèáî áîëüøîé íîìåð è îïðåäåëèì èíäåêñ k ≥ 2 òàê,

÷òî 0 ≤ j0 ≤ 2k, k ≥ 2, è

n∑
l=0

d∗l · ψl(t) =
k−1∑
i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,j · ψi,j(t) +

j0∑
j=0

d∗k,j · ψk,j(t).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 1, (5) è (6), ïîëó÷èì∥∥∥∥∥∥f −
k−1∑

i=0

2i−1∑
j=0

d∗i,j · ψi,j(t) +

j0∑
j=0

d∗k,j · ψk,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤ ‖fk‖p +

∥∥∥∥∥∥
j0∑
j=0

d∗k,j · ψk,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤

≤ ‖fk‖p + 1/2k + ‖Sk(fk)‖p ≤ 2 ‖fk‖p + 1/2k + ‖fk − Sk(fk)‖p ≤

2cpωp

(
1/2k−1, f

)
+ cpωp

(
1/2k, f

)
+ 1/2k + 1/2k−2 → 0, n→∞. �

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f ∈ C[0, 1]. Ðÿä (3) ïî ñèñòåìå (1) ñ îáðàçóþùåé ôóíêöèåé ψ êàê â (2)

ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà C[0, 1] ê f(t), ò. å.

∥∥∥∥f − m∑
l=0

d∗l ψl

∥∥∥∥
C[0,1]

→ 0, m→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèÿ ëåììû 1 è òåîðåìû 1, ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 2, ãäå â (5) è (6) âìåñòî cpωp

(
1/2k, f

)
èñïîëüçóåì îöåíêó 3ω

(
1/2k, f

)
([11], ñ. 74). �

Ðàññìîòðèì áîëåå îáùèé ñëó÷àé äëÿ ôóíêöèè ψ. Ïðèâåäåì ëåììû, êîòîðûå ïîíàäîáÿòñÿ
â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 2 ([1]). Ïóñòü ψ ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞,
1∫
0

ψ(t)dt = δ 6= 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò

êîíñòàíòà λ0 6= 0 òàêàÿ, ÷òî

‖1− λ0ψ(t)‖p = σ0 < 1. (7)
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Ëåììà 3 ([1]). Ïóñòü ôóíêöèÿ ψ ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (7).

Çàôèêñèðóåì σ ∈ (max{1/2, σ0}; 1). Òîãäà äëÿ ëþáîé ñòóïåí÷àòîé ôóíêöèè S(t) =
2k−1∑
l=0

dk,l ·

χ∆k,l
(t) ñóùåñòâóåò êîíå÷íàÿ ñóììà h(t) =

2k−1∑
l=0

dk,l ·2kλ0 ·ψk,l(t) (çàìåòèì, ÷òî ψk,l(t) êàê

â (1)) òàêàÿ, ÷òî
‖S(t)− h(t)‖p ≤ σ ‖S(t)‖p

è ∥∥∥∥∥
m∑
l=0

dk,l · 2kλ0 · ψk,l(t)

∥∥∥∥∥
p

≤ (1 + σ) ‖S(t)‖p , 0 ≤ m ≤ 2k − 1.

Ïóñòü ψ ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞,
1∫
0

ψ(t)dt = δ 6= 0,

{ψn,k} =
λ0

2n
{ψ(2nt− k)} = {ψl}, (8)

n = 0, 1, 2, . . . , k = 0, 1, . . . , 2n − 1, l = 2n + k − 1.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp(0, 1), 1 ≤ p < ∞, ñóùåñòâóåò ðÿä
∞∑
l=0

d∗l · ψl(t) ïî

ñèñòåìå (8), ãäå d∗l ∈ Z, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp(0, 1), 1 ≤ p <∞, ê
f(t), ò. å. ∥∥∥∥∥f −

m∑
l=0

d∗l · ψl(t)

∥∥∥∥∥
p

→ 0, m→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f0 = f . Òîãäà, âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 3, ïîñòðîèì ïî èíäóêöèè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé Rk(t), k ≥ 1, íîìåðîâ nk (n1 ≥ 4), ôóíêöèé fk,

k ≥ 1, è ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé
2nk−1∑
j=0

d∗nk,j
· ψnk,j(t), k ≥ 1, òàêèõ, ÷òî

fk = fk−1 −
2nk−1∑
j=0

d∗nk,j
· ψnk,j(t),

‖fk−1 −Rk(t)‖p < 1/2k+2, (9)

ãäå

Rk(t) =

2nk−1∑
l=0

dnk,l · χ∆nk,l
(t), ∆nk,l =

(
l

2nk
,
l + 1

2nk

)
, k ≥ 1,

dnk,l =
1

|∆nk,l|

∫
∆nk,l

fk−1 · χ∆nk,l
(t)dt, l = 0, 1, . . . , 2nk − 1,

d∗nk,l
=

{
[2nkdnk,l] , åñëè dnk,l ≥ 0;

[2nkdnk,l] + 1, åñëè dnk,l < 0.

Çàìåòèì, ÷òî nk îïðåäåëÿåì òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøåíèå (9).
Ïóñòü

Sk (fk−1) = Rk(t) =

2nk−1∑
l=0

dnk,l · χ∆nk,l
(t),



ÐßÄÛ ÒÈÏÀ ÔÓÐÜÅ Ñ ÖÅËÛÌÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÌÈ 63

S∗k (fk−1) =
2nk−1∑
l=0

d∗nk,l
· ψnk,l(t),

R∗k(t) =

2nk−1∑
l=0

1

2nk
d∗nk,l

· χ∆nk,l
(t).

Òîãäà, èñïîëüçóÿ ëåììó 3, ïîëó÷èì

‖R∗k(t)− S∗k(fk−1)‖p < σ ‖R∗k(t)‖p (10)

è ∥∥∥∥∥
m∑
l=0

d∗nk,l
· ψnk,l(t)

∥∥∥∥∥
p

≤ (1 + σ) ‖R∗k(t)‖p , 0 ≤ m ≤ 2nk − 1.

Ïðîâåðèì, ÷òî ïîëó÷åííûé ðÿä
∞∑
l=0

d∗l · ψl(t) =
∞∑
i=0

2ni−1∑
j=0

d∗ni,j
· ψni,j(t) ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

f â ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà Lp. Ïðè áîëüøîì n > 0 îïðåäåëèì èíäåêñ k ≥ 2 òàê, ÷òî 0 ≤ j0 ≤
2nk − 1, k ≥ 2, è

n∑
l=0

d∗l · ψl(t) =
k−1∑
i=0

2ni−1∑
j=0

d∗ni,j · ψni,j(t) +

j0∑
j=0

d∗nk,j
· ψnk,j(t).

Òîãäà èç ëåììû 1 è (9) ïîëó÷èì∥∥∥∥∥∥f −
k−1∑

i=0

2ni−1∑
j=0

d∗ni,j · ψni,j(t) +

j0∑
j=0

d∗nk,j
· ψnk,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤ ‖fk−1‖p +

∥∥∥∥∥∥
j0∑
j=0

d∗nk,j
· ψnk,j(t)

∥∥∥∥∥∥
p

≤

≤ ‖fk−1‖p + 2 ‖R∗k(t)‖p ≤ ‖fk−1‖p + 2 ‖R∗k(t)−Rk(t)‖p + 2 ‖Rk(t)‖p ≤ ‖fk−1‖p + 2/2nk+

+ 2 ‖fk−1 −Rk(t)‖p + 2 ‖fk−1‖p ≤ 3 ‖fk−1‖p + 2/2k + 2/2k+2 ≤ 3 ‖fk−1‖p + 1/2k−2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èñïîëüçóÿ ëåììû 1, 3, (9) è (10), ïîëó÷èì

‖fk−1‖p ≤
∥∥fk−2 −R∗k−1(t)

∥∥
p

+
∥∥R∗k−1(t)− S∗k−1(fk−2)

∥∥
p
≤ ‖fk−2 −Rk−1(t)‖p +

+
∥∥R∗k−1(t)−Rk−1(t)

∥∥
p

+ σ
∥∥R∗k−1(t)

∥∥
p
≤ 1/2k + σ

∥∥R∗k−1(t)−Rk−1(t)
∥∥
p

+ σ ‖Rk−1(t)‖p ≤

≤ 1/2k + σ/2k+1 + σ
(

1/2k+1 + ‖fk−2‖p
)
≤ 1/2k−1 + σ ‖fk−2‖p .

Òàêèì îáðàçîì,

‖fk‖p ≤ 1/2k + σ/2k−1 + . . .+ σk−1/2 + σk ‖f‖p ≤ kσ
k + σk ‖f‖p → 0, k →∞.

Ñëåäîâàòåëüíî, ∥∥∥∥∥f −
n∑

l=0

d∗l ψl

∥∥∥∥∥
p

→ 0, n→∞.

Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé â òåîðåìàõ 1�3 íàçîâåì öåëî÷èñëåííûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèé èç
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâ.
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