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А.Ю.ТРЫНИН

ПРИЗНАК СХОДИМОСТИ ПРОЦЕССОВ
ЛАГРАНЖА–ШТУРМА–ЛИУВИЛЛЯ В ТЕРМИНАХ ОДНОСТОРОННЕГО

МОДУЛЯ ИЗМЕНЕНИЯ

Аннотация. Получен признак равномерной сходимости внутри интервала (0, π) интерполя-
ционных процессов, построенных по собственным функциям регулярной задачи Штурма–
Лиувилля с непрерывным потенциалом ограниченной вариации. Условие признака формули-
руется в терминах одностороннего модуля изменения функции.

Ключевые слова: синк-аппроксимации, интерполяция функций, равномерное приближение,
процессы Лагранжа–Штурма–Лиувилля.

УДК: 517.518

Введение

Г.И.Натансон в [1] получил признак Дини–Липшица равномерной сходимости внутри
интервала (0, π), т. е. равномерной на любом компакте, содержащемся в (0, π), процессов
Лагранжа–Штурма–Лиувилля вида

LSL
n (f, x) =

n∑
k=1

f(xk,n)
Un(x)

U ′
n(xk,n)(x − xk,n)

=
n∑

k=1

f(xk,n)lSL
k,n(x), (1)

где Un есть n-я собственная функция регулярной задачи Штурма–Лиувилля

U ′′ + [λ − q]U = 0, U ′(0) − hU(0) = 0, U ′(π) + HU(π) = 0 (2)

с непрерывным потенциалом q ограниченной вариации на [0, π] и граничными условиями,
гарантирующими, что главный член в асимптотических формулах для Un будет косину-
сом, т. е. h �= ±∞, H �= ±∞. Здесь через 0 < x1,n < x2,n < · · · < xn,n < π обозначены
нули функции Un. Изучению аппроксимативных свойств операторов Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) посвящены также работы [2], [3]. В работе [2] устанавливается существование
непрерывной на [0, π] функции, интерполяционный процесс Лагранжа–Штурма–Лиувилля
(1) которой неограниченно расходится п. в. на [0, π]. Исследования, проведенные в [3], [4], [5],
показывают, что при сколь угодно малом изменении параметров задачи Штурма–Лиувилля
(2) (потенциала q или констант h, H) аппроксимативные свойства процессов (1) могут силь-
но измениться.

Свойства операторов интерполирования функций лагранжевого вида (1) тесно связаны
с поведением синк-приближений

Ln(f, x) =
n∑

k=0

sin (nx − kπ)
nx − kπ

f

(
kπ

n

)
=

n∑
k=0

(−1)k sinnx

nx − kπ
f

(
kπ

n

)
, (3)
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используемых в теореме отсчетов Уиттекера–Котельникова–Шеннона [6]. Операторы ви-
да (3) являются частным случаем операторов Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) в случае
краевых условий первого рода и нулевого потенциала.

Операторы интерполирования функций, аналогичные операторам Лагранжа–Штурма–
Лиувилля (1) и синк-приближениям (3), нашли широкое применение при построении раз-
личных численных методов математической физики и приближения функций как одной
так и нескольких переменных [7]–[11], в теории квадратурных формул и теории вейвлет-
преобразований или всплесков [6].

До появления работ [12], [13] приближение такими операторами на отрезке или ограни-
ченном интервале осуществлялось только для некоторых множеств аналитических функций
сведением к случаю оси с помощью аналитического отображения.

В [14] предложены различные модификации синк-приближений (3), позволяющие ап-
проксимировать непрерывные функции на отрезке [0, π].

Изучение операторов Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1) также тесно связано с исследо-
ванием аппроксимативных свойств операторов интерполирования, построенных по реше-
ниям задач Коши с дифференциальными выражениями второго порядка [15]. Операторы,
предложенные в [15] являются обобщением операторов Лагранжа–Штурма–Лиувилля (1)
и классических синк-приближений (3). Таким образом, все утверждения работы [15] спра-
ведливы для операторов (1) и синк-аппроксимаций (3).

В данной работе, используя идеи и концепции исследований [16]–[18], получим достаточ-
ные условия равномерной внутри интервала (0, π) сходимости интерполяционных процессов
(1), построенных по решениям задачи Штурма–Лиувилля (2) в терминах односторонних
модулей непрерывности и изменения.

1. Основные результаты

На протяжении всей работы будем считать потенциал q задачи Штурма–Лиувилля (2)
непрерывной функцией ограниченной вариации на [0, π]. Договоримся также, что собствен-
ная функция будет нормирована условием Un(0) = 1. Рассматриваем краевые условия (2)
третьего рода, из которых исключены условия типа Дирихле, т. е. h �= ±∞, H �= ±∞. Для
любых 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b − a)/2 индексы p1, p2, m1 и m2 определим с помощью
соотношений

xp1,n ≤ a + ε < xp1+1,n, xp2,n ≤ b − ε < xp2+1,n,

xk1−1,n < a ≤ xk1,n, xk2+1,n ≤ b < xk2+2,n, (4)

m1 =
[
k1/2

]
+ 1, m2 =

[
k2/2

]
после добавления к множеству нулей x1,n < x2,n < · · · < xn,n n-й собственной функции Un

точек x0,n = 0 и xn+1,n = π. Здесь [z] обозначает целую часть числа z. Если не оговоре-
но иное, штрих у суммы в этой работе означает отсутствие слагаемого со знаменателем,
равным нулю.

Обозначим через Ω множество всех действительнозначных, неубывающих, вогнутых на
[0, b − a], исчезающих в нуле функций ω. Пусть C(ωl, [a, b]) и C(ωr, [a, b]) есть множества
элементов пространства C[a, b] таких, что для произвольных x и x + h (a ≤ x < x + h ≤ b)
имеют место неравенства

f(x + h) − f(x) ≥ −Kfω(h) или f(x + h) − f(x) ≤ Kfω(h) (5)

соответственно, где ω ∈ Ω. Здесь выбор положительной константы Kf зависит только от
функции f . В этом случае функцию ω(h) называют соответственно лево- или правосторон-
ним модулем непрерывности.
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Классический модуль непрерывности функции f ∈ C[a, b] будем обозначать как обычно
ω(f, δ) = sup

|h|<δ; x,x+h∈[a,b]
|f(x + h) − f(x)|. Модуль непрерывности f ∈ C[0, π] в случае a = 0,

b = π обозначим ω1(f, δ) = sup
|h|<δ; x,x+h∈[0,π]

|f(x + h) − f(x)|.

Модулем изменения функции f на отрезке [a, b] будем называть функцию натурального
аргумента

v(n, f) = sup
Tn

n−1∑
k=0

|f(tk+1) − f(tk)|,

где Tn = {a ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn ≤ b}, n ∈ N. Возьмем неотрицательную
неубывающую вогнутую функцию натурального аргумента v(n). Если модуль изменения
функции f на интервале [a, b] такой, что v(n, f) = O(v(n)) при n → ∞, то будем говорить,
что f принадлежит классу V (v). Здесь выбор константы равномерности в o-символике за-
висит только от функции f .

По аналогии с положительным (отрицательным) изменением функции будем называть
положительным (отрицательным) модулем изменения функции f на отрезке [a, b] соответ-
ственно функции натурального аргумента

v+(n, f) = sup
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1) − f(tk)

)
+

и v−(n, f) = inf
Tn

n−1∑
k=0

(
f(tk+1) − f(tk)

)
−,

где z+ = z+|z|
2 , z− = z−|z|

2 и Tn = {a ≤ t0 < t1 < t2 < · · · < tn−1 < tn ≤ b}, n ∈ N.
Будем говорить, что f принадлежит классу V +(v) или V −(v), если существует константа
Mf такая, что для любого натурального n справедливо неравенство

v+(n, f) ≤ Mfv(n) или v−(n, f) ≥ −Mfv(n)

соответственно.

Теорема 1. Пусть 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b−a)/2. Если неубывающая вогнутая функция
натурального аргумента v(n) и функция ω ∈ Ω такие, что существует бесконечно малая
последовательность неотрицательных чисел αn = o(1), для которой

lim
n→∞

k2−k1−1∑
k=mn+1

v(k)
k2

= 0, (6)

где k1 и k2 + 1 — номера наименьшего и наибольшего из нулей собственной функции Un,
попадающих в отрезок [a, b], и mn :=

[
exp αn

ω(π/n)

]
, то для любой функции f ∈ C(ωl[a, b]) ∩

V −(v) (f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v)) выполняется соотношение

lim
n→∞

‖f − LSL
n (f, ·)‖C[a+ε,b−ε] = 0, (7)

где оператор Лагранжа–Штурма–Лиувилля LSL
n (f, ·) определен в (1).

Замечание 1. При этом на множестве [0, π] \ [a, b] соотношение

lim
n→∞

|f(x) − LSL
n (f, x)| = 0

может вовсе не выполняться (например, [2], [3]).

Доказательство этого утверждения приведем в разделе 3.
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2. Вспомогательные утверждения

Убедимся в справедливости ряда вспомогательных утверждений.

Лемма 1. Пусть Un — собственная функция, соответствующая собственному значению
λn регулярной задачи Штурма–Лиувилля (2). Через 0 < x1,n < x2,n < · · · < xn,n < π
обозначим нули функции Un. Тогда имеют место следующие асимптотические формулы:

Un(x) = cos nx +
β(x)

n
sin nx + O(n−2), (8)

U ′
n(x) = −n sinnx + β(x) cos nx + O(n−1), (9)

U ′′
n(x) = −n2 cos nx − nβ(x) sin nx + O(1), (10)

U ′
n(xk,n) = (−1)kn + O(n−1), (11)

xk,n =
2k − 1

2n
π + n−2β

(
2k − 1

2n
π

)
+ O(n−3), (12)√

λn = n + O(n−1), (13)

где β(x) = −cx + h + 1
2

∫ x
0 q(τ) dτ , c = 1

π

(
h + H + 1

2

π∫
0

q(τ) dτ
)
, а оценка остаточного члена

во всех формулах (8)–(12) равномерна по x ∈ [0, π], 1 ≤ k ≤ n.

Доказательство леммы 1. По поводу доказательства формул (8), (9) и (13) смотрите, на-
пример, [19] или [20]. Убедимся в справедливости (12). Пусть xk,n — k-й нуль собствен-
ной функции Un. Из асимптотической формулы (8) получаем соотношение | cos nxk,n +
β(xk,n)

n sin nxk,n| = O(n−2). Положив cos αk,n := n√
n2+β2(xk,n)

, получим асимптотическую фор-

мулу
∣∣ sin

(
π
2 +nxk,n − αk,n

)∣∣=O(n−2). Следовательно, имеем соотношение
∣∣π
2 +nxk,n − αk,n −

πk
∣∣ = O(n−2). Но функция β, по крайней мере, один раз непрерывно дифференцируема,

поэтому имеет место асимптотическая формула

xk,n =
2k − 1

2n
π + n−2β

(
2k − 1

2n
π

)
+ O(n−3).

Формула (10) следует из (8) и (2), а (11) — из (9) и (12). �
Замечание 2. Из асимптотической формулы (8) видно, что выбранная нормировка соб-
ственных функций Un обеспечивает их ограниченность в совокупности. Обозначим

M = sup
{
|Un(x)|, x ∈ [0, π], n ∈ N

}
< ∞. (14)

Пусть ρλ = o
( √

λ
ln λ

)
при λ → +∞. Считаем, что значения функции h(λ) ∈ R для произ-

вольного неотрицательного λ. Обозначим через qλ произвольную функцию из шара Vρλ
[0, π]

радиуса ρλ в пространстве функций ограниченной вариации, исчезающих в нуле (qλ не обя-
зательно непрерывна), т. е.

V π
0 [qλ] ≤ ρλ, ρλ = o

(√
λ

ln λ

)
при λ → ∞, qλ(0) = 0. (15)

Для произвольного потенциала qλ ∈ Vρλ
[0, π] при λ → +∞ нули решения задачи Коши

y′′ +
(
λ − qλ(x)

)
y = 0, y(0, λ) = 1, y′(0, λ) = h(λ) (16)

или при дополнительном условии h(λ) �= 0

V π
0 [qλ] ≤ ρλ, ρλ = o

(√
λ

ln λ

)
, при λ → ∞, qλ(0) = 0, h(λ) �= 0, (17)
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задачи Коши
y′′ +

(
λ − qλ(x)

)
y = 0, y(0, λ) = 0, y′(0, λ) = h(λ), (18)

попадающих в отрезок [0, π], пронумеруем следующим образом:

0 ≤ x0,λ < x1,λ < · · · < xn(λ), λ ≤ π (x−1,λ < 0, xn(λ)+1,λ > π). (19)

(Здесь x−1,λ < 0 и xn(λ)+1,λ > π обозначают нули какого-либо продолжения решения зада-
чи Коши (16) или (18) при сохранении ограниченности вариации потенциала qλ вне [0, π].)
В [15] описано множество непрерывных на отрезке [0, π] функций f , допускающих равно-
мерную внутри интервала (0, π) аппроксимацию значениями операторов следующего вида.
Обозначим оператор, построенный по решениям задачи Коши (16) или (18), и ставящий
в соответствие каждой конечнозначной функции на множестве {xk,λ}n,∞

k=0,n=1 непрерывную
функцию по правилу

Sλ(f, x) =
n∑

k=0

y(x, λ)
y′(xk,λ, λ)(x − xk,λ)

f(xk,λ) =
n∑

k=0

sk,λ(x)f(xk,λ). (20)

Очевидно, что значение оператора (20) интерполирует функцию f в узлах {xk,λ}n
k=0.

Обозначим C0[0, π] = {f : f ∈ C[0, π], f(0) = f(π) = 0}. При приближении с помощью
операторов (1) функций f ∈ C[0, π]\C0[0, π] вблизи концов отрезка [0, π] возникает явление
Гиббса (например, [21], теорема 2). Эта проблема решается с помощью обобщения оператора
(20), предложенного в ([15], формула (1.9)), вида

Tλ(f, x) =
n∑

k=0

y(x, λ)
y′(xk,λ)(x − xk,λ)

{
f(xk,λ)−f(π) − f(0)

π
xk,λ−f(0)

}
+

f(π) − f(0)
π

x+f(0), (21)

где y(x, λ) — решение задачи Коши (16) или (18) и xk,λ — нули этого решения.

Теорема 2 ([15], предложение 9). Пусть y(x, λ) — решение задачи Коши (16) или (18),
и предположим, что в случае задачи Коши (16) выполняются условия (15), а в случае
задачи Коши (18) — условия (17). Если f ∈ C0[0, π], то равномерно на [0, π] справедливо
соотношение

lim
λ→∞

(
f(x) − Sλ(f, x) − 1

2

n−1∑
k=0

(
f(xk+1,λ) − f(xk,λ)

)
sk,λ(x)

)
= 0. (22)

Далее потребуется

Лемма 2. Существуют константа C1 и номер n0 ∈ N, не зависящие от f ∈ C[0, π],
0 ≤ a < b ≤ π и 0 < ε < (b − a)/2 такие, что для произвольных x ∈ [a + ε, b − ε] и n > n0

справедливо неравенство∣∣∣∣∣∣12
∑

k∈[1,n−1]\[k1,k2]

ψk,nlSL
k,n(x)

∣∣∣∣∣∣ ≤ C1ω1

(
f, π/n

)
ln

π

ε
. (23)

Доказательство леммы 2. Введем обозначение

ψk,n = f(xk+1,n) − f(xk,n), 1 ≤ k ≤ n − 1, n ∈ N. (24)

Учитывая f ∈ C[0, π] и (12), убедимся, что существует константа C2 такая, что справедлива
оценка

|ψk,n| ≤ C2ω1

(
f, π/n

)
для всех 1 ≤ k ≤ n − 1, n ∈ N. (25)
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Возьмем произвольное x ∈ [a + ε, b − ε]. Сумму в (23) представим в виде двух слагаемых,
каждое из которых оценим следующим образом:∣∣∣∣ ∑

k∈[1,n−1]\[k1,k2]

ψk,nlSL
k,n(x)

∣∣∣∣ ≤ C2ω1

(
f, π/n

)( k1−1∑
k=1

|lSL
k,n(x)| +

n−1∑
k=k2+1

|lSL
k,n(x)|

)
.

Воспользовавшись (9), (11) и формулой конечных приращений Лагранжа, продолжим оцен-
ку суммы в (23) следующим образом:∣∣∣∣ ∑

k∈[1,n−1]\[k1,k2]

ψk,nlSL
k,n(x)

∣∣∣∣ ≤ C2ω1

(
f, π/n

) |Un(x)|
n

(k1−1∑
k=1

1
|x − xk,n|

+
n∑

k=k2+1

1
|x − xk,n|

)
+

+ C22ω1

(
f, π/n

)(k1−1∑
k=1

∣∣∣∣ |Un(x)|
|U ′

n(xk,n)||x − xk,n|
− |Un(x)|

n|x − xk,n|

∣∣∣∣+
+

n∑
k=k2+1

∣∣∣∣ |Un(x)|
|U ′

n(xk,n)||x − xk,n|
− |Un(x)|

n|x − xk,n|

∣∣∣∣) ≤

≤ C2ω1

(
f, π/n

) |Un(x)|
n

(k1−1∑
k=1

1
|x − xk,n|

+
n∑

k=k2+1

1
|x − xk,n|

)
+

+ C2ω1

(
f, π/n

) n∑
k=1

∣∣∣∣ Un(x)
x − xk,n

∣∣∣∣∣∣∣∣n − (n + O(n−1))
n(n + O(n−1))

∣∣∣∣ =

= C2ω1

(
f, π/n

) |Un(x)|
n

(k1−1∑
k=1

1
|x − xk,n|

+
n∑

k=k2+1

1
|x − xk,n|

)
+ ω1

(
f, π/n

)
O(n−1).

Из асимптотической формулы (12) для нулей собственных функций Un находим такой номер
n0, зависящий только от параметров задачи Штурма–Лиувилля, начиная с которого будет
выполняться неравенство

min
1≤k≤n−1

|xk+1,n − xk,n| ≥
π

2n
, (26)

а следовательно, и соотношение

|x − xk0±2,n| ≥ min
1≤k≤n−1

|xk+1,n − xk,n| ≥
π

2n
, (27)

где k0 — номер ближайшего к x ∈ [a + ε, b − ε] узла (если таких узлов окажется два, то
номер любого из них). В силу того, что max

(
ln |x(π − x)|, x ∈ (0, π)

)
= 2 ln π

2 , inf ln π
ε ≥ ln 2,

(14), (26) и (27), сумму в (23) равномерно на всем отрезке [a+ε, b−ε] можно оценить таким
образом:∣∣∣∣ ∑

k∈[1,n−1]\[k1,k2]

ψk,nlSL
k,n(x)

∣∣∣∣ ≤ C2ω1

(
f, π/n

) |Un(x)|
n

(k1−1∑
k=1

1
xk+1,n − xk,n

∫ xk+1,n

xk,n

dt

x − t
+

+
n−1∑

k=k2+1

1
xk,n − xk−1,n

∫ xk,n

xk−1,n

dt

t − x

)
+ ω1

(
f, π/n

)
O(n−1) ≤

C2ω1

(
f, π/n

)2|Un(x)|
π

(∫ x− ε
2

0

dt

x − t
+

∫ π

x+ ε
2

dt

t − x

)
+ ω1

(
f, π/n

)
O(n−1) ≤
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≤ C2ω1

(
f, π/n

)2|Un(x)|
π

(
2 ln

π

2
− 2 ln

ε

2

)
+ ω1

(
f, π/n

)
O(n−1) ≤

≤
(

4C2M

π
+

1
ln 2

O(n−1)
)

ln (π/ε) ω1

(
f, π/n

)
.

Отсюда следует существование константы C2, выбор которой зависит только от параметров
задачи Штурма–Лиувилля (2). �
Лемма 3. Пусть Un — собственная функция, соответствующая собственному значению
λn регулярной задачи Штурма–Лиувилля (2). Тогда существует константа C3, завися-
щая только от q, h, H, и такая, что для всех x ∈ [0, π] и всех n = 1, 2, 3, . . . справедливо
неравенство

|lSL
k,n(x)| =

∣∣∣∣ Un(x)
U ′

n(xk,n)(x − xk,n)

∣∣∣∣ ≤ C3. (28)

Доказательство леммы 3. Если для каких либо 1 ≤ k ≤ n и n ∈ N окажется x = xk,n,
то |lSL

k,n(x)| = 1. Рассмотрим теперь случай x �= xk,n. Пусть сначала 0 < |x − xk,n| ≤ n−1,
x ∈ [0, π], тогда по формуле Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа из (10) и (11)
следует неравенство

|lSL
k,n(x)| ≤

∣∣∣∣U ′
n(xk,n)(x − xk,n) + U ′′

n(ξk,n)(x − xk,n)2/2
U ′

n(xk,n)(x − xk,n)

∣∣∣∣ = 1 +
O(n2)

n + O(n−1)
1
n
≤ C3,1

для некоторой константы C3,1, выбор которой зависит только от параметров задачи Штур-
ма–Лиувилля q, h и H. Осталось рассмотреть случай |x − xk,n| > n−1, x ∈ [0, π]. В силу
асимптотических формул (8) и (11) существует константа C3,2, для которой справедливо
неравенство

|lSL
k,n(x)| ≤ n

∣∣∣∣ Un(x)
U ′

n(xk,n)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣cos nx + β(x)
n sin nx + O(n−2)

n + O(n−1)

∣∣∣∣n ≤ C3,2.

Положив C3 = max(C3,1, C3,2), убедимся в справедливости леммы 3. �
Для любых 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b − a)/2 обозначим

Qn(f, [a, b], ε) := max
p1≤p≤p2

∣∣∣∣ m2∑′

m=m1

f(x2m+1,n) − f(x2m,n)
p − 2m

∣∣∣∣. (29)

Лемма 4. Если функция f ∈ C[0, π], то из соотношения

lim
λ→∞

Qn(f, [a, b], ε) = 0 (30)

следует утверждение (7).

Доказательство. Заметим, что из (24), (9) и (11) вытекает равномерная на всем отрезке
[0, π] оценка∣∣∣∣∣∣

k2∑
k=k1

(
f(xk+1,n) − f(xk,n)

)
lSL
k,n(x) −

k2∑
k=k1

ψk,n
(−1)kUn(x)
n(x − xk,n)

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

k2∑
k=k1

|ψk,n|
∣∣∣∣ Un(x)
(x − xk,n)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ (−1)kn − U ′
n(xk,n)

nU ′
n(xk,n)

∣∣∣∣ = ω
(
f, π/n

)
O(n−1). (31)
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Положив в случае задачи Коши (16) λ = λn, где λn — собственное значение задачи
Штурма–Лиувилля (2), получим тождество Un(x) ≡ y(x, λn). Следовательно, значения опе-
раторов (1) и (20) при λ = λn тождественно совпадают. Из (23), теоремы 2 в случае задачи
Коши (16) при λ = λn и (31) получаем соотношение

lim
n→∞

(
f(x) − LSL

n (f, x) − 1
2

n−1∑
k=0

(
f(xk+1,n) − f(xk,n)

)
lSL
k,n(x)

)
=

= lim
n→∞

⎛⎝f(x) − LSL
n (f, x) − 1

2

k2∑
k=k1

ψk,n
(−1)kUn(x)
n(x − xk,n)

⎞⎠ = 0. (32)

Зафиксируем произвольное x ∈ [a + ε, b − ε]. Выберем индекс p = p(x, λ) такой, что x ∈
[xp,n, xp+1,n). Тогда x = xp,n + α(xp+1,n − xp,n), где α = α(x, λ) ∈ [0, 1),

x − xk,n =
p − k + α + βk,n

n
π.

В силу (12) равномерно по всем 1 ≤ k ≤ n и x ∈ [0, π] справедлива оценка βk,n = βk,n(x) =
O(n−1).

Из (25) и (12) для всех x ∈ [a+ε, b−ε] и настолько больших n, что для всех 1 ≤ k ≤ n−1
имеет место неравенство |βk,n| < 1, следует оценка∣∣∣∣∣ ∑

k:k1≤k≤k2
|p−k|≥3

(−1)kψk,n

p − k + α + βk,n
−

∑
k:k1≤k≤k2
|p−k|≥3

(−1)kψk,n

p − k

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C2ω1

(
f, π/n

) ∑
k:k1≤k≤k2
|p−k|≥3

α

|p − k|(|p − k| − 2)
≤ 3C2ω1

(
f, π/n

)
. (33)

Учитывая обозначение (24), преобразуем сумму в (32) следующим образом:

1
2

k2∑
k=k1

(
f(xk+1,n) − f(xk,n)

)
lSL
k,n(x) =

1
2

∑
k:k1≤k≤k2
|p−k|≥3

ψk,nlSL
k,n(x) +

1
2

∑
k:k1≤k≤k2
|p−k|<3

ψk,nlSL
k,n(x). (34)

Теперь из неравенства треугольника, (24), (28), (33) и (32) равномерно по x ∈ [a + ε, b − ε]
получаем оценку∣∣∣∣12

k2∑
k=k1

(
f(xk+1,n) − f(xk,n)

)
lSL
k,n(x) − Un(x)

2π

k2∑′

k=k1

(−1)kψk,n

p − k

∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

∣∣∣∣ ∑
k:|p−k|≥3

(−1)kψk,n

p − k + α
−

∑
k:|p−k|≥3

(−1)kψk,n

p − k

∣∣∣∣+
+

1
2π

∑
k:|p−k|<3

∣∣ψk,nlSL
k,n(x)

∣∣ +
1
2π

∑′

k:|p−k|<3

|ψk,n|
|p − k| = o(1). (35)

Из (35) и (32) равномерно по x ∈ [a + ε, b − ε] следует соотношение

lim
n→∞

(
f(x) − LSL

n (f, x) − Un(x)
2π

k2∑′

k=k1

(−1)kψk,n

p − k

)
= 0. (36)
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Оценим последнее слагаемое в (36) с помощью (8), (14), (25) и неравенства треугольника∣∣∣∣Un(x)
2π

k2∑′

k=k1

(−1)kψk,n

p − k

∣∣∣∣ ≤ 2
∣∣∣∣ M

2π

m2∑′

m=m1

ψ2m,n

p − 2m

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ M

2π

k2∑′

k=k1

ψk,n

p − k

∣∣∣∣ + O

(
ω

(
f,

1
n

))
. (37)

Так как функция f непрерывна на отрезке [0, π], то можно подобрать последовательность
натуральных чисел {ln}∞n=1 такую, что

ln = o(n), lim
n→∞

ln = ∞, lim
λ→∞

ω1

(
f, π/n

) ln∑
k=1

1
k

= 0. (38)

Теперь оценим вторую сумму в правой части (37):∣∣∣∣ 1
2π

k2∑′

k=k1

ψk,n

p − k

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1
2π

∑′

k:|p−k|≤ln

ψk,n

p − k

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ 1
2π

∑′

k:|p−k|>ln

ψk,n

p − k

∣∣∣∣. (39)

Из неравенства (25) следует∣∣∣∣ 1
2π

∑′

k:|p−k|≤ln

ψk,n

p − k

∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∑′

k:|p−k|≤ln

∣∣∣∣ ψk,n

p − k

∣∣∣∣ ≤ C2

π
ω1

(
f, π/n

) ln∑
k=1

1
k
. (40)

Вторая сумма в (39) после преобразования Абеля в случае k ∈ [k1, k2] : |p − k| > ln может
быть оценена следующим образом:∣∣∣∣ 1

2π

∑′

k:|p−k|>ln

ψk,n

p − k

∣∣∣∣ ≤ 4‖f‖C[a,b]

ln + 1
+ 4‖f‖C[a,b]

∞∑
k=ln

1
k(k + 1)

.

Следовательно, из (14), (38), (39) и (40) равномерно по x ∈ [a + ε, b − ε] имеем∣∣∣∣ M

2π

k2∑′

k=k1

ψk,n

p − k

∣∣∣∣ = o(1). (41)

Из (36), (37), (41) и неравенства треугольника получаем

∣∣f(x) − LSL
n (f, x)

∣∣ ≤ ∣∣∣∣f(x) − LSL
n (f, x) − Un(x)

2π

k2∑′

k=k1

(−1)kψk,n

p − k

∣∣+
+

∣∣∣∣Mπ
m2∑′

m=m1

ψ2m,n

p − 2m

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ M

2π

k2∑′

k=k1

ψk,n

p − k

∣∣∣ + o(1) ≤ M

π
Qn(f, [a, b], ε) + o(1).

Следовательно, из условия (30) следует равномерная сходимость (7). �
Для произвольных 0 ≤ a < b ≤ π, 0 < ε < (b − a)/2 обозначим

Q∗
n(f, [a, b], ε) := max

p1≤p≤p2

m2∑′

m=m1

∣∣∣∣f(x2m+1,n) − f(x2m,n)
p − 2m

∣∣∣∣. (42)

Следствие 1. Если f ∈ C[0, π], то из соотношения

lim
n→∞

Q∗
n(f, [a, b], ε) = 0 (43)

вытекает (7).
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Доказательство. Действительно, условие (43) обеспечивает выполнение условия (30), ко-
торое в силу леммы 4 гарантирует истинность (7). �
Замечание 3. Лемма 4 и следствие 1 являются аналогами известных признаков A.A.При-
валова равномерной сходимости тригонометрических интерполяционных полиномов и клас-
сических интерполяционных многочленов Лагранжа по матрице узлов интерполирования
П.Л.Чебышева [21].

3. Достаточное условие равномерной сходимости интерполяционных

процессов Лагранжа–Штурма–Лиувилля внутри интервала (0, π)

Доказательство теоремы 1. Пусть функции v и ω удовлетворяют условию (6) и f ∈
C(ωl[a, b])∩V −(v). Покажем, что выполняется соотношение (43). В силу равномерной непре-
рывности функции f на отрезке [0, π] для любого положительного ε̃ существуют натураль-
ные числа ν и n1 такие, что для всех n ≥ n1 (n ∈ N) одновременно справедливы неравенства

ω
(
f, π/n

) ν∑
k=1

1
k

<
ε̃

6
(44)

и
24‖f‖C[a,b] < ε̃ν. (45)

Пусть n ≥ n1. Найдем индекс p0, зависящий от n, a, b, ε и f , на котором достигается
максимум в соотношении (42)

Q∗
n(f, [a, b], ε) =

m2∑′

m=m1

∣∣∣∣f(x2m+1,n) − f(x2m,n)
p0 − 2m

∣∣∣∣.
Обозначим

Q∗∗
n (f, [a, b], ε) :=

k2∑′

k=k1

∣∣∣∣f(xk+1,n) − f(xk,n)
p0 − k

∣∣∣∣.
Так как Q∗∗

n (f, [a, b], ε) получается из Q∗
n(f, [a, b], ε) добавлением неотрицательных слагае-

мых, то справедливо неравенство

Q∗
n(f, [a, b], ε) ≤ Q∗∗

n (f, [a, b], ε). (46)

Разобьем Q∗∗
n (f, [a, b], ε) на два слагаемых

Q∗∗
n (f, [a, b], ε) =

k2∑′

k=k1

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| −2

k2∑′′

k=k1

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| = S1(p0)+S2(p0), (47)

где два штриха означают, отутствие в сумме неотрицательных слагаемых и слагаемого с
индексом k = p0.

Сначала займемся оценкой первой суммы, представив ее в виде

S1(p0) =
∑

k:k∈[k1,k2]
0<|p0−k|<ν

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| +

+
∑

k:k∈[k1,k2]
0<|p0−k|≥ν

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| = S1,1(p0) + S1,2(p0). (48)

В случае {k : k ∈ [k1, k2], 0 < |p0 − k| ≥ ν} = ∅ считаем второе слагаемое равным нулю.
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Из неравенства (44) для всех n ≥ n1 имеем соотношение

|S1,1(p0)| ≤ 2ω
(
f, π/n

) ν∑
k=1

1
k

<
ε̃

3
. (49)

Теперь оценим S1,2(p0). Если p0 удовлетворяет соотношению k1 ≤ p0−ν < p0 < p0+ν ≤ k2, то
имеют место неравенства p0−k1 ≥ ν и k2−p0 ≥ ν. Используем (45) и после преобразования
Абеля получим оценку

|S1,2(p0)| ≤
∣∣∣∣p0−ν∑
k=k1

f(xk+1,n) − f(xk,n)
p0 − k

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣ k2∑
k=p0+ν

f(xk+1,n) − f(xk,n)
k − p0

∣∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣∣p0−ν−1∑
k=k1

f(xk+1,n) − f(xk1,n)
(p0 − k)(p0 − k − 1)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f(xp0−ν+1,n) − f(xk1,n)

p0 − k1

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣ k2−1∑
k=p0+ν

f(xk+1,n) − f(xp0+ν,n)
(k − p0)(k + 1 − p0)

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣f(xk2,n) − f(xp0+ν,n)

k2 − p0

∣∣∣∣ ≤
≤ 4‖f‖C[a,b]

∞∑
i=ν

1
i(i + 1)

+
4‖f‖C[a,b]

ν
≤

8‖f‖C[a,b]

ν
<

ε̃

3
. (50)

Точно так же доказывается (50) в ситуации, когда индекс p0 удовлетворяет одному из со-
отношений p0 − ν < k1 ≤ p0 < p0 + ν ≤ k2 или k1 ≤ p0 − ν < p1 ≤ k2 < p0 + ν. Из возможных
вариантов остался случай, когда p0−ν < k1 ≤ p1 ≤ k2 < p0 +ν. В этом случае |S1,2(p0)| = 0.

Из (48), (49) и (50) для всех n ≥ n1 имеем оценку

|S1(p0)| ≤
2ε̃
3

. (51)

Перейдем к изучению свойств суммы S2(p0). Возьмем произвольное целое m : 1 ≤ m ≤
k2 − k1 − 2 и представим S2(p0) в виде

0 ≤ S2(p0) = −2
∑′′

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|≤m

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| −

− 2
∑′′

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|>m

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| = S2,1(p0) + S2,2(p0). (52)

Выберем достаточно большой номер n2 ≥ n1, зависящий только от параметров задачи
Штурма–Лиувилля, начиная с которого в силу (12) будут выполняться неравенства
max

1≤k≤n
|xk+1,n − xk,n| ≤ 3π

2n . Функция f ∈ C(ωl[a, b]), следовательно, согласно определению

(5), начиная с n2, будем иметь соотношение

f(xk+1,n) − f(xk,n) ≥ −10Kfω
(
π/n

)
. (53)

Поэтому

0 ≤ S2,1(p0) = −2
∑′′

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|≤m

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| ≤ 10Kfω

(
π/n

) m∑
k=1

1
k
. (54)
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Далее оценим сумму S2,2(p0):

0 ≤ S2,2(p0) = −2
∑′′

k:k∈[k1,k2]
|p0−k|>m

f(xk+1,n) − f(xk,n)
|p0 − k| ≤

≤ 2
p0−m−1∑

k=k1

−(f(xk+1,n) − f(xk,n))−
p0 − k

+ 2
k2∑

k=p0+m+1

−(f(xk+1,n) − f(xk,n))−
k − p0

. (55)

Если p0 − m ≤ k1 или p0 + m ≥ k2, то в (55) исчезает соответственно первое или второе
слагаемое. В случае p0 −m < k1 < k2 < p0 + m суммы S2,2(p0) в (52) вообще нет. Принимая
во внимание, что f ∈ V (v), с помощью преобразования Абеля и (53) оценим (55):

0 ≤ S2,2(p0) ≤

≤ 2

(p0−m−1∑
k=k1

−(f(xk+1,n) − f(xk,n))−

p0 − k1
+

p0−m−1∑
k=k1+1

p0−m−1∑
j=k

−(f(xj+1,n) − f(xj,n))−

(p0 − k)(p0 − k + 1)
+

+

k2∑
k=p0+m+1

−(f(xk+1,n) − f(xk,n))−

k2 − p0
+

k2−1∑
k=p0+m+1

k∑
j=p0+m+1

−(f(xj+1,n) − f(xj,n))−

(p0 − k)(p0 − k − 1)

)
≤

≤ 2

((
(p0 − k1) − m − 1

)
2, 5Kf ω

(
π/n

)
p0 − k1

+ Mf

p0−m−1∑
k=k1+1

v(p0 − m − k)
(p0 − k)(p0 − k + 1)

+

+

(
(k2 − p0) − m − 1

)
2, 5Kf ω

(
π/n

)
k2 − p0

+ Mf

k2−1∑
k=p0+m+1

v(k − p0 − m)
(p0 − k)(p0 − k − 1)

)
≤

≤ 2Mf

(
p0−k1−1∑
k=m+1

v(k − m)
k(k + 1)

+
k2−p0−1∑
k=m+1

v(k − m)
k(k + 1)

)
+ 10Kfω

(
π/n

)
≤

≤ 4Mf

k2−k1−1∑
k=m+1

v(k)
k2

+ 10Kf ω
(
π/n

)
.

Тогда из (52), (54) и (55) имеем

0 ≤ S2(p0) ≤ 10Kf ω
(
f, π/n

) m∑
k=1

1
k

+ 4Mf

k2−k1−1∑
k=m+1

v(k)
k2

+ 10Kfω
(
π/n

)
. (56)

При каждом n ≥ n2 в качестве m будем брать натуральное mn :=
[
exp αn

ω(π/n)

]
. По-

следовательность αn = o(1). Поэтому существует номер n3 ∈ N, n3 ≥ n2, такой, что для
произвольного n ≥ n3 справедливо неравенство

10Kfω
(
π/n

) mn∑
k=1

1
k
≤ ε̃/6. (57)
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Далее, условие (6) гарантирует существование такого номера n4 ∈ N, n4 ≥ n3, что для
произвольного n ≥ n4 имеет место оценка

4Mf

k2−k1−1∑
k=mn+1

v(k)
k2

≤ ε̃/6. (58)

В силу (52), (54), (56)–(58) для любого n ≥ n4 справедливо неравенство
0 ≤ S2(p0) ≤ ε̃/3. (59)

Из (46), (47), (48), (51) и (59) получаем, что для произвольного ε̃ > 0 существует номер
n4 ∈ N такой, что для всех n > n4

Q∗
n(f, [a, b], ε) ≤ Q∗∗

n (f, [a, b], ε) < ε̃.

Теперь утверждение теоремы 1 в случае f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v) следует из следствия 1.
Для доказательства теоремы 1 в случае f ∈ C(ωr[a, b])∩V +(v) достаточно заметить, что

если f ∈ C(ωr[a, b]) ∩ V +(v), то −f ∈ C(ωl[a, b]) ∩ V −(v) и оператор LSL
n (f, ·) линейный. �

Замечание 4. Из теоремы 1 следует, что если f1 ∈ C(ωr
1[a, b]) ∩ V +(v1) и f2 ∈ C(ωl

2[a, b]) ∩
V −(v2), а пары функций (vi, ωi), i = 1, 2, удовлетворяют соотношению (6), то несмотря на
то, что линейная комбинация f = αf1 + βf2 может не принадлежать ни одному из этих
классов, интерполяционный процесс Лагранжа–Штурма–Лиувилля будет приближать (7)
функцию f .

Замечание 5. Если f ∈ C[0, π], то имеют место двусторонние оценки

v+(n, f) ≤ v(n, f) ≤ 2
(
v+(n, f) + ‖f‖C[0,π]

)
,

−v−(n, f) ≤ v(n, f) ≤ 2
(
−v−(n, f) + ‖f‖C[0,π]

)
.

Следствие 2. Каждый из классов функций Дини–Липшица lim
n→∞

ω(f, 1/n) ln n = 0 ([1]) и
Крылова (непрерывные функции ограниченной вариации) является собственным подмно-
жеством функционального класса (6).

Следствие 3. Из теоремы 1 следует, что любое из условий lim
n→∞

ωl(f, 1/n) ln n = 0 или
lim

n→∞
ωr(f, 1/n) ln n = 0 гарантирует справедливость соотношения (7).

Доказательство следствий 2 и 3. Достаточно заметить, что классические модуль непрерыв-
ности и изменения являются частными случаями односторонних, и в качестве αn в случае
класса Дини–Липшица нужно взять αn := ω1

(
f, π/n

)
lnn, а для доказательства аналога

признака Крылова положить αn =
√

ω1(f, π
n).
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