
Math-Net.Ru
Общероссийский математический портал

Ю. А. Фарков, М. Е. Борисов, Периодические диадические всплески и кодиро-
вание фрактальных функций, Изв. вузов. Матем., 2012, номер 9, 54–65

Использование Общероссийского математического портала Math-Net.Ru подразумевает, что вы прочитали и

согласны с пользовательским соглашением

http://www.mathnet.ru/rus/agreement

Параметры загрузки:

IP: 18.117.78.145

12 ноября 2024 г., 23:51:05



Известия вузов. Математика http://www.ksu.ru/journals/izv_vuz/
2012, №9, c. 54–65 e-mail: izvuz.matem@ksu.ru

Ю.А.ФАРКОВ, М.Е.БОРИСОВ

ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ДИАДИЧЕСКИЕ ВСПЛЕСКИ
И КОДИРОВАНИЕ ФРАКТАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ

Аннотация. С помощью ядер типа Дирихле–Уолша первым автором недавно были определе-
ны периодические диадические всплески на положительной полупрямой, аналогичные три-
гонометрическим всплескам Чуи–Маскара. В данной статье излагается обобщение этой кон-
струкции и приведены примеры использования диадических периодических всплесков для
кодирования фрактальных функций Римана, Вейерштрасса, Шварца, Ван-дер-Вардена, Ган-
келя и Такаги.
Ключевые слова: периодические диадические всплески, функции Уолша, ядро Дирихле–Уол-
ша, дискретное преобразование Уолша, кодирование сигналов, фрактальные функции.

УДК: 519.677

1. Периодические диадические всплески

В работе Чуи и Маскара [1] с помощью модифицированных ядер Дирихле

D∗
m(x) :=

1
2
(1 + cos mx) +

m−1∑
k=1

cos kx, m ∈ N, x ∈ R,

определены всплесковые базисы в пространствах тригонометрических полиномов. Анало-
гичные всплесковые конструкции были построены для классических ортогональных поли-
номов Чебышева, Лежандра, Эрмита, Якоби и Лагерра [2], [3]. Построению кратномасштаб-
ного анализа для периодических всплесков посвящены статьи [4]–[7] и ([8], гл. 9). В данной
заметке обобщается конструкция периодических всплесков на полупрямой R+ = [0,∞),
определенная в [9] с помощью полиномов Уолша и соответствующим им ядрам типа Ди-
рихле. Некоторые другие всплесковые конструкции в анализе Уолша изучались в [10]–[13].
Показано, что введение параметра a позволяет оптимизировать выбор базиса при исполь-
зовании изучаемых всплесков для обработки сигналов (ср. с [14], [15]).

2. Периодические диадические всплески

Напомним, что cистема функций Уолша {wl | l ∈ Z+} на R+ определяется равенствами

w0(x) ≡ 1, wl(x) =
k∏

j=0

(w1(2jx))νj , l ∈ N, x ∈ R+,
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где числа k и νj берутся из двоичного разложения

l =
k∑

j=0

νj2j , νj ∈ {0, 1}, νk = 1, k = k(l),

а w1(x) — функция, заданная на [0, 1) формулой

w1(x) =

{
1, если x ∈ [0, 1/2);
−1, если x ∈ [1/2, 1),

и продолженная на R+ так, что w1(x + 1) = w1(x) для всех x ∈ R+. Доказательства приме-
няемых ниже свойств функций Уолша можно найти в книгах [16]–[18].
Целая и дробная части числа x обозначаются через [x] и {x} соответственно. Для каждого

x ∈ R+ и любого j ∈ N числа xj, x−j ∈ {0, 1} определим равенствами

xj = [2 jx] (mod 2), x−j = [2 1−jx] (mod 2). (1)

Легко видеть, что числа (1) являются цифрами двоичного разложения числа x:

x = [x] + {x} =
∑
j<0

xj2−j−1 +
∑
j>0

xj2−j

(в случае двоично-рационального x получается разложение с конечным числом ненулевых
слагаемых). Для любых x, y ∈ R+ положим

x ⊕ y =
∑
j<0

|xj − yj|2−j−1 +
∑
j>0

|xj − yj|2−j ,

где xj , yj вычисляются по формулам (1).
Фиксируем n ∈ Z+ и положим N = 2n. Числовые промежутки

I
(n)
k = [k/N, (k + 1)/N), k ∈ Z+,

называются двоичными интервалами ранга n. Положим ∆ = [0, 1). Легко видеть, что

I
(n)
k ∩ I

(n)
l = ∅ для k �= l и

N−1⋃
k=0

I
(n)
k = ∆.

Функции Уолша wl(x) при 0 ≤ l ≤ N − 1 принимают постоянные значения, равные 1 или
−1, на каждом из двоичных интервалов ранга n, причем wl(x) = 1 при x ∈ I

(n)
0 . Обозначим

через w
(n)
l, k постоянное значение, которое принимает функция wl(x) на интервале I

(n)
k , т. е.

w
(n)
l, k = wl(k/N) для 0 ≤ l, k ≤ N − 1.

Для любого натурального n матрица (w(n)
l, k ) является симметричной и удовлетворяет соот-

ношениям ортогональности

N−1∑
i=0

w
(n)
i, l w

(n)
i, k =

N−1∑
j=0

w
(n)
l, j w

(n)
k, j = Nδl, k, 0 ≤ l, k ≤ N − 1.
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Функция DN (x) =
N−1∑
j=0

wj(x) называется ядром Дирихле–Уолша порядка N . По лемме

Пэли имеем

DN (x) =

{
N, x ∈ I

(n)
0 ;

0, x ∈ ∆ \ I
(n)
0 .

(2)

Для каждого a ∈ (0, 1) определим модифицированное ядро Дирихле–Уолша по формуле

D a
N (x) = a +

N−2∑
k=1

wk(x) + awN−1(x)

(случай a = 1/2 рассматривался в [9]). Далее, выберем узловые точки

xn,k =
k

N
, k = 0, 1, . . . , N − 1, (3)

и по аналогии с тригонометрическим случаем [1] введем функции

ϕn,k(x) = Φn(x ⊕ xn,k), ψn,k(x) = Ψn(x ⊕ xn,k), k = 0, 1, . . . , N − 1,

где

Φn(x) =
∫ xn,1

0
D a

N (x ⊕ t) dt = N−1D a
N (x),

Ψn(x) =
∫ xn+1,1

0
[D a

2N (x ⊕ t) − D a
N (x ⊕ t)] dt −

∫ xn,1

xn+1,1

[D a
2N (x ⊕ t) − D a

N (x ⊕ t)] dt.

Легко видеть, что линейные пространства

Vn = span{1, w1(x), . . . , wN−1(x)} и Wn = span{wN (x), wN+1(x), . . . , w2N−1(x)}
имеют размерность N и верно равенство Vn

⊕
Wn = Vn+1, т. е. прямая сумма пространств

Vn и Wn совпадает с Vn+1. Будем называть Vn аппроксимирующими, а Wn — детализиру-
ющими пространствами, а функции ϕn,k и ψn,k соответственно масштабирующими функ-
циями и всплесками. Из приведенных ниже результатов следует, что системы {ϕn,k}N−1

k=0 и
{ψn,k}N−1

k=0 являются базисами соответственно в пространствах Vn и Wn. Кроме того, име-
ются быстрые алгоритмы для разложения fn+1 ∈ Vn+1 в ортогональную сумму:

fn+1 = fn + gn, fn ∈ Vn, gn ∈ Wn,

и для восстановления fn+1 по fn и gn. Из формулы (2) видно, что в случае a = 1 изучаемая
конструкция совпадает с периодическим кратномасштабным анализом Хаара.
Для произвольного полинома v ∈ Vn значения, принимаемые им на двоичных интервалах

I
(n)
l , 0 ≤ l ≤ N − 1, совпадают с его значениями в узловых точках (3):

v(xn,l) = v(x) для x ∈ I
(n)
l , l = 0, 1, . . . , N − 1.

Более того, для коэффициентов разложения

v(x) =
N−1∑
k=0

ckwk(x), x ∈ ∆,

имеет место формула

ck =
1
N

N−1∑
l=0

w
(n)
l,k v(xn,l), k = 0, 1, . . . , N − 1,
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т. е. полином v восстанавливается по своим значениям v(xn,l) с помощью дискретного пре-
образования Уолша (быстрые алгоритмы для реализации этого преобразования имеются в
([16], с. 252; [18], с. 458)).

Предложение 1. Справедливы равенства

Nϕn,k(x) = a +
N−2∑
j=1

w
(n)
k,j wj(x) + aw

(n)
k,N−1wN−1(x), k = 0, 1, . . . , N − 1,

N−1∑
k=0

w
(n)
l,k ϕn,k(x) = wl(x), l = 1, 2, . . . , N − 2,

N−1∑
k=0

ϕn,k(x) = a,

N−1∑
k=0

w
(n)
N−1,kϕn,k(x) = awN−1(x).

Для произвольного l ∈ {0, 1, . . . , N − 1} положим σ(l) = 1, если в двоичном разложении

l =
n−1∑
j=0

νj2j , νj ∈ {0, 1},

среди цифр νj имеется нечетное число единиц, а в противном случае будем считать σ(l) = 0.

Теорема 1. Пусть v ∈ Vn и числа αn,k = αn,k(v), k = 0, 1, . . . , N−1, определены по формуле

αn,k =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
v(xn,k) + 2

N

(
1−a

a

) N−1∑
l=0

(1 − σ(l)) v(xn,l), если σ(k) = 0;

v(xn,k) + 2
N

(
1−a

a

) N−1∑
l=0

σ(l) v(xn,l), если σ(k) = 1.

Тогда

v(x) =
N−1∑
k=0

αn,kϕn,k(x), x ∈ ∆.

Для вычисления коэффициентов αn,k можно воспользоваться также формулой

αn,k =
(

1 − a

a

)
[c0 + (−1)σ(k)cN−1] + v(xn,k), k = 0, 1, . . . , N − 1,

где

c0 =
1
N

N−1∑
l=0

v(xn,l), cN−1 =
1
N

N−1∑
l=0

(−1)σ(l) v(xn,l).

Предложение 2. Справедливы формулы

DN (x) − (1 − a) = N [ϕn+1,0(x) + ϕn+1,1(x)],

Φn(x) = ϕn+1,0(x) + ϕn+1,1(x) − 1 − a

N
wN−1(x),

Ψn(x) = ϕn+1,0(x) − ϕn+1,1(x).

Согласно предложению 2 для 0 ≤ k ≤ N − 1 имеют место равенства

ϕn,k(x) = ϕn+1,2k(x) + ϕn+1,2k+1(x) − 1 − a

N
(−1)σ(k) wN−1(x), (4)

ψn,k(x) = ϕn+1,2k(x) − ϕn+1,2k+1(x). (5)
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Соответственно,

ϕn+1,2k(x) =
1
2

ϕn,k(x) +
1
2

ψn,k(x) +
1 − a

2N
(−1)σ(k) wN−1(x), (6)

ϕn+1,2k+1(x) =
1
2

ϕn,k(x) − 1
2

ψn,k(x) +
1 − a

2N
(−1)σ(k) wN−1(x). (7)

Заметим, что для коэффициентов разложения

wN−1(x) =
2N−1∑
k=0

γn+1,kϕn+1,k(x) (8)

справедливы рекуррентные формулы

γ2,0 = γ2,1 = 1, γ2,2 = γ2,3 = −1,
γn+1,k = γn,k, γn+1,N+k = −γn,k, n ≥ 2, 0 ≤ k ≤ N − 1.

Это следует из того, что согласно предложению 1 коэффициенты в (8) определяются по
формуле γn+1,k = w

(n+1)
N−1,k, 0 ≤ k ≤ 2N − 1. Отметим также, что

wN−1(x) =
1
a

N−1∑
j=0

(−1)σ(j)ϕn,j(x). (9)

Формулы (4), (5) и (8) дают разложения базисных функций ϕn,k и ψn,k уровня n по
масштабирующим функциям (n + 1)-го уровня ϕn+1, l, l = 0, 1, . . . , 2N − 1. Обратно, после
подстановки в (6) и (7) разложения (9) получаются формулы, выражающие функции ϕn+1, l,
l = 0, 1, . . . , 2N − 1, через масштабирующие функции и всплески n-го уровня.

Теорема 2. Пусть v ∈ Wn и коэффициенты αn+1, l определены как в теореме 1. Тогда
имеет место разложение

v(x) =
2N−1∑
k=0

βn,kψn,k(x),

где βn,k = βn,k(v) = αn+1,2k = −αn+1,2k+1, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Доказательства сформулированных выше теорем и предложений аналогичны доказатель-
ствам соответствующих результатов из недавней статьи первого автора о периодических
p-всплесках [19]. Отметим также, что приведенная выше теорема 1 может быть обобщена в
соответствии с теоремой 2 работы [6].

3. Алгоритмы и вычислительные эксперименты

Для функций fn ∈ Vn и gn ∈ Wn имеем

fn(x) =
N−1∑
k=0

Cn,kϕn,k(x), gn(x) =
N−1∑
k=0

Dn,kψn,k(x), (10)

где последовательности коэффициентов

Cn = {Cn,k}, Dn = {Dn,k} (11)
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однозначно определяются по fn и gn соответственно. Покажем, как по последовательностям
Cn и Dn найти для суммы fn+1 = fn + gn разложение вида

fn+1(x) =
2N−1∑
k=0

Cn+1,kϕn+1,k(x), (12)

и обратно, как по последовательности Cn+1 = {Cn+1,k} восстановить последовательности
коэффициентов (11) для разложений (10).
Согласно (6), (7) и (9) имеем

ϕn+1,l(x) =
∑

k

A
(n)
l,k ϕn,k(x) + B

(n)
l,k ψn,k(x),

где

A
(n)
l,k =

{
1/2 + (1 − a)/(2aN) для k = [ l/2];
(1 − a)(−1)σ(k)+σ([l/2])/(2aN) для k �= [ l/2],

(13)

B
(n)
l,k =

{
(−1)l/2 для k = [ l/2];
0 для k �= [ l/2].

(14)

Отсюда, учитывая (10) и (12), получаем∑
k

Cn,kϕn,k(x) +
∑

k

Dn,kψn,k(x) =
∑

l

Cn+1,l

{∑
k

A
(n)
l,k ϕn,k(x) + B

(n)
l,k ψn,k(x)

}
=

=
∑

k

{∑
l

Cn+1,kA
(n)
l,k

}
ϕn,k(x) +

∑
k

{∑
l

Cn+1,kB
(n)
l,k

}
ψn,k(x)

и, следовательно,
Cn,k =

∑
l

A
(n)
l,k Cn+1,l, Dn,k =

∑
l

B
(n)
l,k Cn+1,l. (15)

Далее, согласно (4), (5) и (8)

ϕn,k(x) =
∑

l

P
(n)
l,k ϕn+1,l(x), ψn,k(x) =

∑
l

Q
(n)
l,k ϕn+1,l(x),

где

P
(n)
l,k =

{
1 + γn+1,k(1 − a)(−1)σ(l)+1/N для k = [ l/2];
γn+1,k(1 − a)(−1)σ(l)+1/N для k �= [ l/2],

(16)

Q
(n)
l,k =

{
(−1)l для k = [ l/2];
0 для k �= [ l/2].

(17)

Поэтому∑
k

Cn+1,kϕn+1,k(x) =
∑

l

Cn,l

{ ∑
k

P
(n)
l,k ϕn+1,k(x)

}
+

∑
l

Dn,l

{∑
k

Q
(n)
l,k ϕn+1,k(x)

}
=

=
∑

k

{ ∑
l

P
(n)
l,k Cn,l + Q

(n)
l,k Dn,l

}
ϕn+1,k(x)

и, значит,
Cn+1,k =

∑
l

P
(n)
l,k Cn,l + Q

(n)
l,k Dn,l. (18)
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Для любой функции fn ∈ Vn и любого n0 ∈ {1, 2, . . . , n− 1} с помощью формул (13)–(15)
после замены n на n − 1, n − 2, . . . , n − n0 получается разложение

fn = fn−n0 +
n0∑
j=1

gn−j

и, соответственно, вектор Cn преобразуется в набор векторов Cn−n0,Dn−1, . . . ,Dn−n0 .
В этом состоит прямое дискретное диадическое периодическое всплесковое преобразова-
ние с параметром a (обозначим его Wa). Соответствующее обратное преобразование W−1

a

основано на формулах (16)–(18) и позволяет восстановить функцию fn и вектор Cn по на-
бору векторов Cn−n0,Dn−1, . . . ,Dn−n0 . Эти алгоритмы разложения и восстановления суще-
ственно проще (как по структуре, так и по числу арифметических операций) по сравнению с
аналогичными алгоритмами для случая тригонометрических всплесков, построенных в [1].
Приведем результаты вычислительных экспериментов, иллюстрирующих возможности

построенных дискретных всплесковых преобразований. Методом А будем называть метод
кодирования, состоящий из следующих четырех шагов.

(1) К входному массиву Cn применяется прямое дискретное вейвлет-преобразование.
(2) Среди вейвлет-коэффициентов выделяется некоторое количество (например, 10%

или 1%) наибольших по модулю, остальные коэффициенты приравниваются к нулю.
(3) К полученному массиву вейвлет-коэффициентов применяется обратное дискретное

вейвлет-преобразование.
(4) По восстановленному массиву C̃n вычисляется среднее квадратическое отклонение

δ(Cn, C̃n) :=

√√√√ 1
N

N−1∑
k=0

(Cn,k − C̃n,k).

Обозначим через DbN вейвлет Добеши порядка N . В работе ([20], с. 177) c использованием
метода А показано, что для некоторых изображений вейвлет Db4 имеет преимущества по
сравнению с вейвлетом Хаара (ср. с [14], [15]).

Таблица 1. Значения энтропии при кодировании функции Шварца методом С

p a Wa Haar Db4
99 0.09 5.1682 5.3081 3.6210
95 0.78 1.5490 1.7560 1.4631
90 1 0.5415 0.5415 0.7409

Таблица 2. Среднеквадратичная погрешность при кодировании методом A
функции Шварца

p a Wa Haar Db4
85 0.95 0.0663 0.0670 0.67865
90 0.86 0.0868 0.0890 0.3001
95 0.86 0.1392 0.1394 1.1262
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Метод В отличается от метода А тем, что в нем шаг 2 заменен равномерным кванто-
ванием вейвлет-коэффициентов. Напомним, что равномерное квантование произвольного
вектора x = (x1, . . . , xm) осуществляется по формуле

xj =

{
0, если xj < ∆;
∆

[xj

∆

]
+ 0.5 sign(xj)∆, если |xj | ≥ ∆,

где ∆ — шаг квантования. В приведенных ниже таблицах 3 и 5 полагаем

∆ = ∆t = ( max
1≤j≤m

xj − min
1≤j≤m

xj)/t,

где значения t указаны в таблицах. Если вектор x представляет собой алфавит простейшего
источника без памяти, то энтропия этого источника определяется по формуле

H(x) =
m∑

j=1

−pj log2(pj),

где pj — вероятность, с которой источник выдает значение xj. На практике вероятность
заменяется относительной частотой.
Для произвольных векторов

x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , yk), . . . , z = (z1, . . . , zs)

через (x,y, . . . , z) будем обозначать вектор

(x1, . . . , xm, y1, . . . , yk, . . . , z1, . . . , zs).

Методом C будем называть метод кодирования, состоящий из следующих пяти шагов.
(1) Выбрать параметры n0 ∈ N, a ∈ {0.01, 0.02, . . . , 0.99, 1}, t ∈ N и p ∈ {1, 2, . . . , 100}.
(2) С помощью отображения Wa преобразовать данный вектор Cn в набор векторов

Cn−n0,Dn−1, . . . ,Dn−n0 .
(3) Провести равномерное квантование вектора (Cn−n0,Dn−1, . . . ,Dn−n0) с шагом ∆t.
(4) К полученному на шаге 3 вектору применить преобразование W−1

a и в результате
получить вектор C̃n.

(5) Проверить условие

δ(Cn, C̃n) <
p

100
· max
0≤k≤N−1

|Cn,k|. (19)

Если условие (19) не выполняется, то заменить t на t + 1 и повторить шаги 3–5.
(6) Вычислить значение параметра a, при котором энтропия вектора, получаемого после

квантования на шаге 3, минимальна.

Таблица 3. Среднеквадратичная погрешность при кодировании функции
Шварца методом В

t a Wa Haar Db4
10 0.26 0.0689 0.0803 0.0677
100 0.19 0.0328 0.0336 0.02636



62 Ю.А.ФАРКОВ, М.Е. БОРИСОВ

Таблица 4. Среднеквадратичная погрешность при кодировании функции
Вейерштрасса методом А

p (α, β) a Wa Haar Db4
85 (0.7, 5) 0.555 0.6142 0.6223 0.7495
85 (0.9, 3) 0.765 0.8983 0.9008 6.9543
85 (0.9, 7) 0.95 1.5876 1.5882 3.0923
90 (0.7, 5) 0.555 0.6142 0.6224 0.7495
90 (0.9, 3) 0.765 0.8982 0.9008 6.9543
90 (0.9, 7) 0.95 1.5876 1.5882 3.0923
95 (0.7, 5) 0.68 0.6448 0.6733 3.6479
95 (0.9, 3) 0.36 1.0690 1.0927 3.9443
95 (0.9, 7) 0.525 1.9078 1.91841 6.7068

Таблица 5. Среднеквадратичная погрешность при кодировании функции
Вейерштрасса методом В

t (α, β) a Wa Haar Db4
10 (0.7, 5) 0.09 0.2389 0.2662 0.2773
10 (0.9, 3) 0.06 0.4593 0.4754 0.4714
10 (0.9, 7) 0.17 0.5243 0.5419 0.5376
100 (0.7, 5) 0.77 0.0754 0.0799 0.0819
100 (0.9, 3) 0.39 0.1308 0.1384 0.1437
100 (0.9, 7) 0.73 0.1476 0.1537 0.1709

Подобный метод реализуется и при использовании дискретных преобразований Хаара
и Добеши (преобразование Хаара получается при a = 1). Отметим, что в приведенных
примерах значение p указывает также процент обнуляемых всплесковых коэффициентов
при использовании методов А и В.
В первом примере в качестве исходного вектора Cn берется набор значений фрактальной

функции Шварца (о применениях всплесковых методов к исследованию свойств фракталь-
ных функций можно прочитать в монографиях [21] и [22]).

Пример 1. Функция Шварца S(x) определяется по формуле

S(x) =
∞∑

n=1

h(2nx)
4n

, x ∈ R+,

где h(x) = [x]−
√

x − [x] и через [x], как выше, обозначена целая часть x. Хорошо известно,
что S(x) — непрерывная и монотонная на R+ функция, не имеющая производной на всюду
плотном множестве (см., например, [23], с. 211). Для случая n = 8, n0 = 7 и C8,k = S(k/100),
где k = 0, 1, . . . , 255, полученные методом С значения энтропии при дискретных преобра-
зованиях Хаара, Db4 и Wa c оптимальными значениями параметра a приведены в табл. 1.
Значения среднеквадратичных погрешностей при использовании методов А и В указаны в
таблицах 2 и 3 (шаг квантования ∆ = (maxk |C8,k|)/t).
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Пример 2. Функция Вейерштрасса определяется по формуле

Wα,β(x) =
∞∑

n=1

αn cos(βnπx), 0 < α < 1, β ≥ 1/α.

В табл. 4–6 приведены результаты, полученные методами А–С при шаге дискретизации
0.005 на отрезке [0, 1.28] и парах параметров (α, β) = (0.7, 5), (0.9, 3), (0.9, 7).

Таблица 6. Энтропия при кодировании функции Вейерштрасса методом С

p (α, β) a Wa Haar Db4
95 (0.7, 5) 0.48 4.0248 4.0678 4.2059
95 (0.9, 3) 0.45 3.9607 4.0120 4.0335
95 (0.9, 7) 0.67 4.3553 4.5534 4.3612
90 (0.7, 5) 0.52 2.7626 2.8200 3.5927
90 (0.9, 3) 0.41 2.6586 2.6803 2.8044
90 (0.9, 7) 0.51 3.3664 3.4892 3.2403

Таблица 7. Среднеквадратичная погрешность при обнулении 95% процентов

Функция a Wa Haar Db4
Ван-дер-Вардена 0.785 0.0945 0.0956 0.7736

Римана 0.31 0.2236 0.2546 1.6788
Такаги 0.27 0.0992 0.1515 0.9225
Ганкеля 0.90 0.2539 0.2568 0.8731

Видно, что в примерах 1 и 2 периодические диадические всплески с оптимальными зна-
чениями параметра a дают результаты в ряде случаев лучше, чем классические всплески.

Пример 3. В этом примере метод А применяется к дискретным аналогам фрактальных
функций Ван-дер-Вардена V (x), Римана R(x), Такаги T (x) и Ганкеля G(x), определенных
в ([24], § 1.6) следующим образом.
Пусть функция f0(x) имеет период 1 и на отрезке [0, 1] определена по формуле

f0(x) =

{
x для x ∈ [0, 1/2);
1 − x для x ∈ [1/2, 1]

(значение f0(x) равно расстоянию от x до ближайшей целочисленной точки). Тогда

V (x) =
∞∑

n=1

f0(4nx)
4n

(20)

— функция Ван-дер-Вардена;

R(x) =
∞∑

n=1

sin(n2πx)
n2

(21)

— функция Римана;
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T (x) =
∞∑

n=1

t0(2n−1x)
2n

, (22)

где t0(x) = 2|x − [x + (1/2)]|, — функция Такаги;

G(x) =
∞∑

n=1

sin(πnx)
n2

sin
[

1
sin(πnx)

]
(23)

— функция Ганкеля.
Таблица 7 содержит результаты, полученные методом А с исходными векторами Cn дли-

ной 256, компонентами которых являются значения функций (20)–(22) c шагом 0.005 на
отрезке [0, 1.28] и функции (23) на отрезке [0.01, 1.29]. Видно, что периодические диади-
ческие всплески с оптимальными значениями параметра a превосходят всплески Хаара и
всплески Db4.

Авторы благодарят рецензента за несколько полезных замечаний.
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